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Введение

В работе Гаусса [1, с. 472], датированной 6 августа 1827 г. и опубликованной лишь
в 1866 г. в третьем томе собрания сочинений, содержится тождество

(θ, 2α) · (θ, 2β) =
= (2θ, α+ β) · (2θ, α − β) + (2θ, α+ β + 1/2) · (2θ, α − β + 1/2),

где

(θ, α) =

∞∑
k = −∞

e−θ(k+α)2 .

+

q = eπiτ = e−θ (Im τ > 0),

α =
1

2τ
(z + w), β =

1

2τ
(z − w),

оно преобразуется к виду

ϑ3(z + w; q)ϑ3(z − w; q) = ϑ3

(
2z; q2

)
ϑ3

(
2w; q2

)
+ ϑ2

(
2z; q2

)
ϑ2

(
2w; q2

)
, (1)
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где ϑ2 и ϑ3 — две из четырех тета-функций Якоби

ϑ1(z; q) = − i

∞∑
n = −∞

(− 1)ne2i(n+
1
2 )zq(n+

1
2 )

2

,

ϑ2(z; q) =

∞∑
n = −∞

e2i(n+
1
2 )zq(n+

1
2 )

2

,

ϑ3(z; q) =

∞∑
n = −∞

e2inzqn
2

,

ϑ4(z; q) =

∞∑
n = −∞

(− 1)ne2inzqn
2

.

Произведя в (1) замену
z → z +

1

2
π +

1

2
πτ,

с помощью соотношений

ϑ3

(
z +

1

2
π +

1

2
πτ ; q

)
= iq−

1
4 e−izϑ1(z; q),

ϑ3

(
2z + π + πτ ; q2

)
= q−

1
2 e−2izϑ2(2z; q

2),

ϑ2

(
2z + π + πτ ; q2

)
= − q−

1
2 e−2izϑ3(2z; q

2)

получим

− ϑ1(z + w; q)ϑ1(z − w; q) = ϑ2

(
2z; q2

)
ϑ3

(
2w; q2

)
− ϑ3

(
2z; q2

)
ϑ2

(
2w; q2

)
. (2)

Еще одна замена
z → z +

1

4
π, w → w +

1

4
π

приводит к тождеству

ϑ2(z + w; q)ϑ1(z − w; q) = − ϑ1(2z; q
2)ϑ4(2w; q

2) + ϑ4(2z; q
2)ϑ1(2w; q

2),

которое в виде

H(x, q)Θ(X, q) − H(x, q)Θ(x, q) = H

(
x − X

2
,
√
q

)
H

(
π

2
− x+X

2
,
√
q

)
впервые было опубликовано Якоби [2, с. 257] в 1828 году.

В работе предлагается метод построения более широкого класса тождеств типа
(1) и (2) с помощью гиперэллиптических систем последовательностей, введенных в
работе [3].

1. Гиперэллиптические системы последовательностей

Пусть A,B :Z→C — две последовательности, отличные от тождественного нуля.
Предположим, что найдутся 2k0+2k1 других последовательностей

C
(0)
1 , . .. , C

(0)
k0

, D
(0)
1 , .. . , D

(0)
k0

: Z → C,

C
(1)
1 , . .. , C

(1)
k1

, D
(1)
1 , .. . , D

(1)
k1

: Z → C,
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для которых при любых целых m и n выполняются равенства

A(m+ n)B(m − n) =

k0∑
j = 1

C
(0)
j (m)D

(0)
j (n), (3)

A(1 +m+ n)B(m − n) =

k1∑
j = 1

C
(1)
j (m)D

(1)
j (n). (4)

В таком случае назовем пару (A,B) гиперэллиптической системой с 0-рангом k0=

=R0(A,B), 1-рангом k1=R1(A,B) и рангом k=R(A,B)= max(k0,k1), где k0 и k1 —
минимально возможные неотрицательные целые числа. Так как A и B — не тож-
дественные нули, то k>1. Равенство kj =0(j=0,1) означает, что соответствующая
левая часть одного из разложений равна нулю при всех целых m и n.

Пример экспоненциальная система. Пусть α1, α2, β1, β2, γ — произвольные комплекс-
ные числа и

A(n) = exp
(
α1 + β1n+ γn2

)
, B(n) = exp

(
α2 + β2n+ γn2

)
.

Тогда
A(m+ n)B(m − n) = C

(0)
1 (m)D

(0)
1 (n)

с

C
(0)
1 (m) = exp

(
α1 + (β1 + β2)m+ 2γm2

)
,

D
(0)
1 (n) = exp

(
α2 + (β1 − β2)n+ 2γn2

)
и

A(1 +m+ n)B(m − n) = C
(1)
1 (m)D

(1)
1 (n)

с

C
(1)
1 (m) = exp

(
α1 + β1 + γ + (β1 + β2 + 2γ)m+ 2γm2

)
,

D
(1)
1 (n) = exp

(
α2 + (β1 − β2 + 2γ)n+ 2γn2

)
.

Замечание 1. Пусть (A1, B1) и (A2, B2) — две гиперэллиптические системы ран-
гов k1 и k2. Тогда (A1A2, B1B2) — гиперэллиптическая система и

R(A1A2, B1B2) 6 k1k2.

Это утверждение легко проверяется путем умножения левых и правых частей
разложений (3) и (4).

Если в замечании 1 выбрать в качестве (A2,B2) экспоненциальную систему, то
мы получим следующее утверждение.

Замечание 2. Если (A,B) — гиперэллиптическая система, то для любых ком-
плексных α1, α2, β1, β2, γ пара (Ã, B̃), определенная по формулам

Ã(n) = exp
(
α1 + β1n+ 2γn2

)
A(n),

B̃(n) = exp
(
α2 + β2n+ γn2

)
B(n),

также гиперэллиптическая система, и

R(A,B) = R(Ã, B̃).
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Замечание 3. Произведя замену n →− n в (3) и n →− n − 1 в (4) получим, что
(A,B) и (B,A) являются одновременно гиперэллиптическими системами одинако-
вого ранга.

Замечание 4. Произведя замены m →− n и n →− m в (3), а также замены m →−
− n − 1 и n →− m − 1 в (4) получим, что пары (A,B) и (Ã, B) с Ã(n) = A(− n)

являются одновременно гиперэллиптическими системами одинакового ранга.

Предложение 1. Пусть k, l, r — целые числа с k =/ 0 и (A,B) — гиперэллипти-
ческая система. Определим пару (Ã, B̃) по формулам

Ã(n) = A(kn+ l), B̃(n) = B(kn+ r).

Тогда, если Ã и B̃ — не тождественные нули, то (Ã, B̃) — гиперэллиптическая систе-
ма и R(Ã, B̃) 6 R(A,B).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Утверждение непосредственно следует из равенств

k(m+ n) + l =

(
km+

l + r

2

)
+

(
kn+

l − r

2

)
,

k(m − n) + r =

(
km+

l + r

2

)
−
(
kn+

l − r

2

)
для l+r≡0 (mod 2) и равенств

k(m+ n) + l = 1 +

(
km+

l + r − 1

2

)
+

(
km+

l − r − 1

2

)
,

k(m − n) + r =

(
km+

l + r − 1

2

)
−
(
kn+

l − r − 1

2

)
для l+r≡1 (mod 2). 2

Теорема 1. Пусть (A,B) — гиперэллиптическая система последовательностей.
Тогда для некоторого вещественного ∆ = ∆(A,B) выполняется оценка

|A(m)|+ |B(m)| ≪
A,B

exp
(
∆m2

)
.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Для любых целых mi и nj из (3) и (4) следуют равенства

D(0)
A,B

(
m0, . .. ,mk0

n0, . .. , nk0

)
=

= det

(
A(m0 + n0)B(m0 − n0) . . . A(m0 + nk0

)B(m0 − nk0
)

. . . A(mi + nj)B(mi − nj) . . .
A(mk0

+ n0)B(mk0
− n0) . . . A(mk0

+ nk0
)B(mk0

− nk0
)

)
= 0,

(5)

D(1)
A,B

(
m0, .. . ,mk1

n0, .. . , nk1

)
=

= det

(
A(1+m0 + n0)B(m0 − n0) . . . A(1+m0 + nk1

)B(m0− nk1
)

. . . A(1+mi + nj)B(mi − nj) . . .
A(1+mk1

+ n0)B(mk1
− n0) . . . A(1+mk1

+ nk1
)B(mk1

− nk1
)

)
=0.

(6)
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Переходя, в случае необходимости, от последовательности A(n) к A(n+1) и произ-
водя замены m→m+1 и n→n+1, мы поменяем местами (3) и (4). Поэтому найдутся
такие целые m1,...,mk0

,n1,...,nk0
, для которых

D(0)
A,B

(
m1, .. . ,mk0

n1, .. . , nk0

)
=/ 0.

Принимая во внимание предложение 1, мы можем считать, что A(0)=/0 и B(0)=/0.
В соответствии с (5), раскладывая определитель по первой строке, получим ра-

венство

D(0)
A,B

(
m,m1, .. . ,mk0

m,n1, .. . , nk0

)
= A(2m)B(0)D(0)

A,B

(
m1, . .. ,mk0

n1, . .. , nk0

)
−

− A(m+ n1)B(m − n1)D
(0)
A,B

(
m1,m2, .. . ,mk0

n1, n2, .. . , nk0

)
+ ...+

+(− 1)k0A(m+ nk0
)B(m − nk0

)D(0)
A,B

(
m1,m2, .. . ,mk0

m,n1, . .. , nk0−1

)
= 0.

Отсюда получаем оценку

|A(2m)| ≪
A,B

max
|l|6T

|A(m+ l)|2 max
|l|6T

|B(m+ l)|2, (7)

где T =max{|m1|,..., |mk0 |,|n1|,..., |nk0 |}.
Если k1 =0, то для любых целых m и n выполняется равенство A(1+m+n)×

×B(m−n)=0, а при m=n A(2m+1)B(0)=0. Поскольку B(0)=/ 0, то A(m)=0 для
всех нечетных номеров, и мы можем написать, что

|A(2m+ 1)| ≪ max
|l|6T+1

|A(m+ l)|2 max
|l|6T+1

|B(m+ l)|2. (8)

Пусть теперь k1 > 0. Действуя точно так же, как при доказательстве неравен-
ства (7), с помощью равенства (4) получим оценку (8). По причине симметрии (cм.
замечание 3) оценки (7) и (8) справедливы при замене A на B.

Положим для M>0

G(M) = max
|m|6M

max{|A(m)|, |B(m)|}. (9)

Из (7) и (8) следует неравенство

G(2M) 6 QG4(M + F )

c F =T+4 и положительной константой Q=Q(A,B). Итерируя это неравенство для
M >2, получим

G(M) 6 QG4

(
M

2
+ F

)
6 Q1+4G42

(
M

22
+

F

2
+ F

)
6

6 Q1+4+...+4l−1

G4l
(
M

2l
+

F

2l−1
+ ...+

F

2
+ F

)
.
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Выберем натуральное l из условия

1

2
F <

M

2l
6 F.

Тогда

4l < 4

(
M

F

)2

, 1 + 4 + ...+ 4l−1 =
4l − 1

3
< 2

(
M

F

)2

,

G(M) 6 Q2(M
F )

2

G(M
F )

2

(2F ) 6 exp
(
∆ ·M2

)
с некоторым ∆=∆(A,B). Поэтому

|A(m)|+ |B(m)| 6 2G(|m|) 6 2 exp
(
∆m2

)
.

Теорема 1 доказана. 2
2. Гиперэллиптические системы функций

Пусть (A,B) — гиперэллиптическая система последовательностей с разложени-
ями (3) и (4). Из теоремы 1 следует, что существует

lim
|m|→∞

1

m2
log (1 + max{|A(m)|, |B(m)|}) = ∆(A,B) = ∆,

который мы назовем показателем сходимости пары (A,B).
Из равенств (5) и (6) при m0=m и n0=n следует, что каждая из последователь-

ностей C
(0)
j и D

(0)
j , C(1)

j и D
(1)
j может быть представлена как линейная комбинация

последовательностей
A(m+mi)B(m+m′

i) (m ∈ Z)

с некоторыми целыми mi и m′
i. Поэтому мы можем считать, что для любого ε>0 и

любого целого m

max
{∣∣∣C(0)

j1
(m)

∣∣∣ , ∣∣∣D(0)
j2

(m)
∣∣∣ , ∣∣∣C(1)

j3
(m)

∣∣∣ , ∣∣∣D(1)
j4

(m)
∣∣∣} ≪

A,B
exp

(
(∆ + ε)|m|2

)
.

Пусть q=exp(πiτ) c Imτ >0. Определим две функции

f(z) =

∞∑
m = −∞

A(m)e2imzqm
2

,

g(z) =

∞∑
n = −∞

B(n)e2inzqn
2

.

Теорема 2. Пара (f, g) является гиперэллиптической системой функций с
R(f, g) 6 k0 + k1.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Заметим, что соответствие

(m,n) →
(
1

2
(m+ n),

1

2
(m − n)

)
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переводит Z2 в Z2 ∪ (Z2 + (1/2, 1/2)). Принимая во внимание разложения (3) и (4)
получим

f(z + w)g(z − w) =

∞∑
m,n = −∞

A(m)B(n)e2i(m(z+w)+n(z−w))qm
2+n2

=

=

∞∑
m1,n1 = −∞

A(m1 + n1)B(m1 − n1)e
2i2zm1e2izn1q2m

2
1+2n2

1+

+

∞∑
m1,n1 = −∞

A(1 +m1 + n1)B(m1 − n1)e
2i2z(m1+

1
2 )e2iw(n1+

1
2 )q2(m1+

1
2 )

2

q2(n1+
1
2 )

2

=

=

k0∑
j = 1

( ∞∑
m1 = −∞

C
(0)
j (m1)e

2πi2zm1q2m
2
1

)( ∞∑
n1 = −∞

D
(0)
j (n1)e

2i2wn1q2n
2
1

)
+

+

k1∑
j = 1

( ∞∑
m1 = −∞

C
(1)
j (m1)e

2i2z(m1+
1
2 )q2(m1+

1
2 )

2

)( ∞∑
n1 = −∞

D
(1)
j (n1)e

2i2w(n1+
1
2 )q2(n1+

1
2 )

2

)
.

Теорема 2 доказана. 2
Пример. Если (A,B) — экспоненциальная система последовательностей, то с по-
мощью теоремы 2 получим все возможные пары гиперэллиптических систем функ-
ций ранга 2 (эллиптические системы). Это утверждение следует из результатов
работы [4]. В частности, для A и B тождественно равных 1, получим тождество
Гаусса (1).
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100

 100  200  300  400  500  600

E
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Рис. 1. Пример рисунка. Погрешность неполного метода Ньютона на первом тесте.

Ссылка на рис. 1 — 1.
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