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Ïîíÿòèå ëîêàëüíîñòè îáîáùàåòñÿ â òåðìèíàõ òîïîëîãèè Ãðîòåíäèêà. Òîïîëîãèÿ Ãðîòåí-
äèêà τ íà òîïîëîãè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå çàäàåòñÿ ïóòåì âûäåëåíèÿ êëàññà ïîêðûòèé èç âñåõ
îòêðûòûõ ïîêðûòèé âñåõ îòêðûòûõ ìíîæåñòâ. Â ñâÿçè ñ ýòèì ïîíÿòèå ëîêàëüíîñòè ìîæåò
áûòü çàìåíåíî íà áîëåå îáùåå ïîíÿòèå τ -ëîêàëüíîñòè. Òàêèì îáðàçîì ïîÿâëÿåòñÿ ïîíÿ-
òèå τ -ïó÷êà, è, ïîñêîëüêó òîïîëîãèÿ Ãðîòåíäèêà ìîæåò áûòü îïðåäåëåíà íà ïðîèçâîëüíîé
êàòåãîðèè, òåîðèÿ τ -ïó÷êîâ òàêæå ðàçâèâàåòñÿ â îáùåêàòåãîðíîì êîíòåêñòå.

Âîçâðàùàÿñü ê òîïîëîãè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâàì, îòìåòèì, ÷òî çíà÷èòåëüíàÿ ÷àñòü ðå-
çóëüòàòîâ îáùåé òîïîëîãèè ìîæåò áûòü âûâåäåíà èç òîãî ôàêòà, ÷òî ìíîæåñòâî T îòêðû-
òûõ ìíîæåñòâ ïðîèçâîëüíîãî òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà îáðàçóåò ïîëíóþ áðàóýðîâó
ðåøåòêó, èëè ôðåéì. Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî ÷òî åñëè ðàññìàòðèâàòü T êàê ÷àñòè÷íî óïî-
ðÿäî÷åííîå ïî âêëþ÷åíèþ ìíîæåñòâî, òî ëþáîå ñåìåéñòâî ýëåìåíòîâ èìååò ñóïðåìóì (êî-
òîðûé ñîâïàäàåò ñ îáúåäèíåíèåì) è èíôèìóì (êîòîðûé ðàâåí âíóòðåííîñòè ïåðåñå÷åíèÿ)
è âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå äèñòðèáóòèâíîñòè:

(∨{Ui | i ∈ I}) ∧ V = ∨{Ui ∧ V | i ∈ I},

ãäå ∨ è ∧ îáîçíà÷àþò ñîîòâåòñòâåííî ñóïðåìóì è èíôèìóì â T (îòìåòèì, ÷òî äâîéñòâåííîå
ñîîòíîøåíèå â ðåøåòêå îòêðûòûõ ìíîæåñòâ, âîîáùå ãîâîðÿ, íå âûïîëíÿåòñÿ).

Òàêèì îáðàçîì, çàäàòü ñòðóêòóðó ïîëíîé áðàóýðîâîé ðåøåòêè íà íåêîòîðîì ìíîæåñòâå
� ýòî çíà÷èò çàäàòü íà íåì ñòðóêòóðó, áëèçêóþ ê òîïîëîãè÷åñêîé (�áåñòî÷å÷íóþ òîïîëîãè-
÷åñêóþ ñòðóêòóðó�), è ðàñïîëàãàòü äëÿ åå èçó÷åíèÿ ìåòîäàìè, êîòîðûå ðàçðàáîòàíû äëÿ
èçó÷åíèÿ òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ, âêëþ÷àÿ ãîìîëîãè÷åñêèå ìåòîäû.

Â ðàáîòå [1] äàíî ïîäðîáíîå îïðåäåëåíèå êàòåãîðíîãî òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà.
Ýòî ïîíÿòèå ïîçâîëÿåò çàäàâàòü íà êëàññå îáîáùåííûõ ïîäîáúåêòîâ ïðîèçâîëüíîãî îáú-
åêòà ïðîèçâîëüíîé êàòåãîðèè áåñòî÷å÷íóþ òîïîëîãè÷åñêóþ ñòðóêòóðó, òåñíî ñâÿçàííóþ ñ
çàäàííîé íà ýòîé êàòåãîðèè òîïîëîãèåé Ãðîòåíäèêà.

Â ýòîé ðàáîòå ìû ðàññìàòðèâàåì ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûå ìíîæåñòâà. Åñëè òðàêòîâàòü
èõ ýëåìåíòû êàê àíàëîãè îòêðûòûõ ïîäìíîæåñòâ òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà, òî ÿñíî,
÷òî îíè íå îáÿçàòåëüíî îáðàçóþò ïîëíóþ áðàóýðîâó ðåøåòêó. Åñëè æå íà ÷àñòè÷íî óïîðÿäî-
÷åííîì ìíîæåñòâå çàäàíà òîïîëîãèÿ Ãðîòåíäèêà, òî, àññîöèèðóÿ ñ äàííûì ìíîæåñòâîì òåì
èëè èíûì ñïîñîáîì êàòåãîðíîå òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, ìîæåì ëè ìû áûòü óâåðåíû,
÷òî èçó÷àåì èìåííî èñõîäíîå ìíîæåñòâî?

Îòíîñÿùèåñÿ ê ýòîìó âîïðîñó ðåçóëüòàòû ôîðìóëèðîâàëèñü â íåêîòîðûõ ðàáîòàõ àâ-
òîðà è èñïîëüçîâàëèñü â ïîñëåäóþùèõ ðàáîòàõ, íî èõ äîêàçàòåëüñòâ è äàæå ïîäðîáíûõ
ôîðìóëèðîâîê íåò â æóðíàëüíûõ ïóáëèêàöèÿõ, êàê è äîêàçàòåëüñòâà îáîáùåííîé òåîðåìû
Ñòîóíà, ñëóæàùåé îñíîâîé ñàìîãî ïîíÿòèÿ êàòåãîðíîãî òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà è
ðÿäà ðåçóëüòàòîâ òåîðèè ïó÷êîâûõ êîãîìîëîãèé. Çäåñü ìû äîêàçûâàåì íàçâàííóþ òåîðåìó,
à òàêæå òåîðåìó î ñâÿçè òîïîëîãèè Ãðîòåíäèêà íà ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîì ìíîæåñòâå ñî
ñòðóêòóðîé ñîîòâåòñòâóþùåãî êàòåãîðíîãî òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà.

1. Îáîáùåííàÿ òåîðåìà Ñòîóíà

Íàïîìíèì íåêîòîðûå îïðåäåëåíèÿ è îáîçíà÷åíèÿ (ïîäðîáíîñòè èìåþòñÿ â [1]).
Ïóñòü K � êàòåãîðèÿ. Ïðåäïó÷êîì ìíîæåñòâ íà K íàçûâàåòñÿ ëþáîé ôóíêòîð A :

K0 → Sets, òî åñòü êîíòðàâàðèàíòíûé ôóíêòîð èç K â êàòåãîðèþ ìíîæåñòâ. Ãîìîìîð-

ôèçìîì ïðåäïó÷êîâ u : A → B íàçûâàåòñÿ åñòåñòâåííîå ïðåîáðàçîâàíèå ôóíêòîðîâ, òî

åñòü òàêàÿ ñîâîêóïíîñòü îòîáðàæåíèé u(a) : A(a) → B(a) (a ∈ K), ÷òî åñëè f : a → b �
ìîðôèçì êàòåãîðèè K, òî B(f) ◦ u(b) = u(a) ◦A(f). Êàòåãîðèÿ ïðåäïó÷êîâ ìíîæåñòâ K
îáîçíà÷àåòñÿ K̂.
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Ïðåäïó÷îê ìíîæåñòâ A íàçûâàåòñÿ ïîäïðåäïó÷êîì ïðåäïó÷êà B, åñëè äëÿ ëþáîãî a ∈
K, A(a) ⊂ B(a) è ñîâîêóïíîñòü îòîáðàæåíèé âêëþ÷åíèÿ A(a) → B(a) ÿâëÿåòñÿ ãîìî-

ìîðôèçìîì ïðåäïó÷êîâ. Åñëè D � ïðåäïó÷îê ìíîæåñòâ íà êàòåãîðèè K, òî êëàññ âñåõ

ïîäïðåäïó÷êîâ ìíîæåñòâ D îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç KD. Îòìåòèì, ÷òî îòíîøåíèå âêëþ÷å-

íèÿ çàäàåò ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê íà KD.

Åñëè A, B � ïðåäïó÷êè ìíîæåñòâ íà K, A1, Ai � ïîäïðåäïó÷êè A, B1 � L-ïîäïðåäïó÷îê
B, u : A → B � ãîìîìîðôèçì ïðåäïó÷êîâ, òî ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ îïðåäåëÿþò ïðåä-

ïó÷êè:

u(A1)(k) = u(k)(A1(k)) ⊂ B(k);
u−1(B1)(k) = u(k)−1(B1(k)) ⊂ A(k);
∩{Ai | i ∈ I}(k) = ∩{Ai(k) | i ∈ I};
∪{Ai | i ∈ I}(k) = ∪{Ai(k) | i ∈ I}.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç 1K èëè 1 ïðåäïó÷îê ìíîæåñòâ, çàäàâàåìûé ñ òî÷íîñòüþ äî èçî-

ìîðôèçìà ñëåäóþùèì óñëîâèåì: 1K(a) � îäíîýëåìåíòíîå ìíîæåñòâî äëÿ ëþáîãî a ∈ K.

Åùå îäèí ïðåäïó÷îê íà K, îáîçíà÷àåìûé ∅, çàäàåòñÿ ðàâåíñòâîì ∅(a) = ∅ ∀a ∈ K. ßñíî,

÷òî äëÿ ëþáîãî ïðåäïó÷êà ìíîæåñòâ A èìåþòñÿ åäèíñòâåííûå ãîìîìîðôèçìû A → 1K è

∅ → A. Ãîâîðÿ êàòåãîðíûì ÿçûêîì, 1K è ∅ ÿâëÿþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ôèíàëüíûì (òåð-

ìèíàëüíûì) è èíèöèàëüíûì îáúåêòàìè êàòåãîðèè K̂.

Ïóñòü A � ïðåäïó÷îê ìíîæåñòâ íà êàòåãîðèè K. Ëþáîé ýëåìåíò s ∈ A(a) íàçûâàåòñÿ
ñå÷åíèåì ïðåäïó÷êà A íàä a, à ýëåìåíò A(g)(s) ∈ A(b), ãäå g : b → a � ìîðôèçì K,

îáîçíà÷àåòñÿ sg. Åñëè æå g � åäèíñòâåííûé ìîðôèçì b → a, òî ïèøåì A(g)(s) = s|b è

ãîâîðèì, ÷òî s|b � ýòî îãðàíè÷åíèå ñå÷åíèÿ s íà b.
Åñëè α = {fi : ai → a | i ∈ I}, s ∈ A(a), òî îáîçíà÷àåì s|α = {sfi | i ∈ I}. Ñåìåéñòâî

{si ∈ A(ai) | i ∈ I} íàçûâàåòñÿ α-ñîãëàñîâàííûì, åñëè ∀i, j ∈ I, ∀b ∈ K, ∀u : b → ai, v : b →
aj èç òîãî, ÷òî fi ◦ u = fj ◦ v ñëåäóåò, ÷òî siu = sjv. Ñîâîêóïíîñòü âñåõ α-ñîãëàñîâàííûõ
ñåìåéñòâ ñå÷åíèé ïðåäïó÷êà A îáîçíà÷àåòñÿ H0(α,A). ßñíî, ÷òî (s|α) ∈ H0(α,A), òàê
÷òî îïðåäåëåíî êàíîíè÷åñêîå îòîáðàæåíèå A(b) → H0(α,A).

Ïóñòü K � êàòåãîðèÿ, α = {fi : ai → a | i ∈ I} è β = {gj : bj → a | j ∈ J} �

ñåìåéñòâà ìîðôèçìîâ ñ îáùèì êîíöîì. Ãîâîðÿò, ÷òî α âïèñàíî â β (α ≺ β), åñëè ñóùå-

ñòâóþò îòîáðàæåíèå φ : I → J è äëÿ êàæäîãî i ∈ I ìîðôèçì hi : ai → bφ(i) òàêèå, ÷òî
gφ(i) ◦ hi = fi.

Òîïîëîãèåé Ãðîòåíäèêà íà êàòåãîðèè K íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèå τ , ñîïîñòàâëÿþùåå
êàæäîìó a ∈ K êàòåãîðèè K êëàññ τ(a) ñåìåéñòâ ìîðôèçìîâ ñ êîíöîì â a, óäîâëåòâîðÿ-
þùåå ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

(τ1) ∀a ∈ K, {1a : a → a} ∈ τ(a), ãäå 1a : a → a � òîæäåñòâåííûé ìîðôèçì.

(τ2) Äëÿ ëþáîãî a ∈ K, ëþáîãî ñåìåéñòâà α ∈ τ(a) è ëþáîãî ìîðôèçìà g : b → a
ñóùåñòâóåò β ∈ τ(b) òàêîå, ÷òî g ◦ β ≺ α.

(τ3) Äëÿ ëþáîãî a ∈ K è ëþáîãî ñåìåéñòâà α = {fi : ai → a | i ∈ I} ∈ τ(a), åñëè äëÿ

êàæäîãî i ∈ I, {fij : aij → ai | j ∈ Ji} ∈ τ(ai), òî {fi ◦ fij : aij → a | i ∈ I, j ∈ Ji} ∈ τ(a).
(τ4) Äëÿ ëþáîãî a ∈ K, ∀α = {fi : ai → a | i ∈ I}, åñëè ñóùåñòâóåò β ∈ τ(a) òàêîå,

÷òî β ≺ α, òî α ∈ τ(a).
Ïàðà (K, τ), ãäå K � êàòåãîðèÿ, à τ � òîïîëîãèÿ Ãðîòåíäèêà íà K, íàçûâàåòñÿ ñàéòîì.

Ëþáîå α ∈ τ(a) íàçûâàåòñÿ τ -ïîêðûòèåì a.
Îòìåòèì, ÷òî èç óñëîâèé (τ2) è (τ3) ñëåäóåò (τ5).
(τ5) Åñëè α, β ∈ τ(a), òî ∃γ ∈ τ(a) òàêîå, ÷òî γ ≺ α, γ ≺ β.

Ïóñòü (K, τ) � ñàéò, D � ïðåäïó÷îê ìíîæåñòâ íà K, KD � ñîâîêóïíîñòü âñåõ ïîä-

ïðåäïó÷êîâ ìíîæåñòâ ïðåäïó÷êà D. Åñëè A ∈ KD, òî îïðåäåëèì τ -çàìûêàíèå [A]Dτ ïðåä-

ïó÷êà A â D, ïîëàãàÿ s ∈ [A]Dτ (a) ⇔ ∃α ∈ τ(a) òàêîå, ÷òî s|α ⊂ A. Ñîâîêóïíîñòü âñåõ
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τ -çàìêíóòûõ (òî åñòü ñîâïàäàþùèõ ñî ñâîèì τ -çàìûêàíèåì) ïîäïðåäïó÷êîâ D áóäåì îáî-

çíà÷àòü ÷åðåç KD,τ . Åñëè u : D → E � ãîìîìîðôèçì ïðåäïó÷êîâ ìíîæåñòâ íà K, òî ÷åðåç

Ku áóäåì îáîçíà÷àòü ñîâîêóïîñòü âñåõ ïîäïðåäïó÷êîâ D âèäà u−1(H), ãäå H � ïîäïðåäïó-

÷îê E, à ÷åðåç Ku,τ � ñîâîêóïîñòü âñåõ τ -çàìêíóòûõ ïîäïðåäïó÷êîâ èç Ku.

Òåîðåìà 1.1 (îáîáùåííàÿ òåîðåìà Ñòîóíà). Ïóñòü K � êàòåãîðèÿ, u : D → E �

ãîìîìîðôèçì ïðåäïó÷êîâ ìíîæåñòâ íà K. Òîãäà

1) Êàæäîå ñåìåéñòâî {Ai ∈ Ku,τ | i ∈ I} èìååò ñóïðåìóì ∨ è èíôèìóì ∧ â Ku,τ , è

äëÿ ëþáîãî B ∈ Ku,τ âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå äèñòðèáóòèâíîñòè:

(∗) ∨{Ai | i ∈ I}) ∧B = ∨{Ai ∧B | i ∈ I}

Ïðè ýòîì (∨{Ai | i ∈ I} = [∪{Ai | i ∈ I}]Dτ , (∧{Ai | i ∈ I} = ∩{Ai | i ∈ I}.
2) Åñëè Ku,τ � ìíîæåñòâî, òî îíî ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé áðàóýðîâîé ðåø¼òêîé (òî åñòü ÿâ-

ëÿåòñÿ ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûì ìíîæåñòâîì, äëÿ êîòîðîãî âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ ïóíê-

òà 1)).
Äîêàçàòåëüñòâî áàçèðóåòñÿ íà ñâîéñòâàõ τ -çàìûêàíèé, ïåðå÷èñëÿåìûõ â íèæåñëåäóþ-

ùåé ëåììå.

Ëåììà 1.2 Ïóñòü K � êàòåãîðèÿ, u : D → E � ãîìîìîðôèçì ïðåäïó÷êîâ ìíîæåñòâ

íà K. Òîãäà

1) äëÿ ëþáûõ A,B ∈ KD

(a) A ⊂ [A]Dτ ;
(b) A ⊂ [B]Dτ ⇒ [A]Dτ ⊂ [B]Dτ ;
(c) A ⊂ B ⇒ [A]Dτ ⊂ [B]Dτ ;
(d) [[A]Dτ ]

D
τ = [A]Dτ ;

(e) [A ∩B] = [A] ∩ [B];
2) äëÿ ëþáîãî H ∈ KE , [u

−1(H)]Dτ = u−1([H]Eτ ).
Îòìåòèì, ÷òî â ñèëó ñîîòíîøåíèÿ (d) ïóíêòà 1)KD,τ ñîñòîèò â òî÷íîñòè èç τ -çàìûêàíèé

ïîäïðåäïó÷êîâ D, à â ñèëó ïóíêòà 2) Ku,τ ñîñòîèò â òî÷íîñòè èç ïîëíûõ ïðîîáðàçîâ τ -
çàìêíóòûõ ïîäïðåäïó÷êîâ E.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ëåììû.
1) Äëÿ óïðîùåíèÿ îáîçíà÷åíèé áóäåì äî êîíöà äîêàçàòåëüñòâà äàííîãî ïóíêòà ïèñàòü

[A] âìåñòî [A]Dτ .
(a) Åñëè s ∈ A(a) è α = 1k : k → k, òî α ∈ τ(k), è ïîýòîìó s|α = s ⊂ A, à çíà÷èò,

s ∈ [A](k).
(b) Ïóñòü s ∈ [A](a). Òîãäà äëÿ íåêîòîðîãî α = {fi : ai → a | i ∈ I} ∈ τ(a), s|α ⊂ A,

òî åñòü sfi ∈ A(ai), è çíà÷èò, sfi ∈ [B](ai). Ïî îïðåäåëåíèþ τ -çàìûêàíèÿ, èìååòñÿ αi =
{fij : aij → ai | j ∈ Ji} ∈ τ(ai) òàêîå, ÷òî (sfi)|αi ⊂ B. Ïîñêîëüêó (sfi)fij = s(fi ◦ fij), òî
s(fi ◦ fij) ∈ B(aij). Ïî ñâîéñòâó (τ3) òîïîëîãèè Ãðîòåíäèêà γ = {fi ◦ fij : aij → a | i ∈ I, j ∈
Ji} ∈ τ(a), è ïîýòîìó s|γ ⊂ B, ÷òî è îçíà÷àåò s ∈ [B](a). Òàêèì îáðàçîì, [A] ⊂ [B].

Óñëîâèÿ (c) è (d) î÷åâèäíûì îáðàçîì ñëåäóþò èç (a) è (b).
(e) Âêëþ÷åíèå [A ∩ B] ⊂ [A] ∩ [B] ñëåäóåò èç (a). Íàîáîðîò, åñëè s ∈ ([A] ∩ [B])(a), òî

s ∈ [A](a) è s ∈ [B](a), òàê ÷òî èìåþòñÿ òàêèå α, β ∈ τ(a), ÷òî s|α ⊂ A, s|β ⊂ B. Ïî ñâîéñòâó
(τ5) òîïîëîãèé Ãðîòåíäèêà, èìååòñÿ òàêîå γ ∈ τ(a), ÷òî γ ≺ α, γ ≺ β. Ïîýòîìó s|γ ⊂ A,
s|γ ⊂ B, îòêóäà s ∈ (A ∩B. Îáðàòíîå âêëþ÷åíèå äîêàçàíî.

2). s ∈ u−1([H]Eτ )(a) ⇔ u(s) ∈ [H]Eτ (a) ⇔ ∃α ∈ τ(a) : u(s)|α ⊂ H ⇔ ∃α ∈ τ(a) : u(s|α) ⊂
H ⇔ ∃α ∈ τ(a) : (s|α) ⊂ u−1(H) ⇔ s ∈ [u−1(H)]Dτ (a).
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î òåîðåìû 1.1.
Êàê è âûøå, áóäåì çäåñü ñîêðàùàòü îáîçíà÷åíèå [A]Dτ äî [A].
Óáåäèìñÿ, ÷òî ñóïðåìóì ∨ â Ku,τ ñåìåéñòâà α = {Ai ∈ KD,τ | i ∈ I} çàäàåòñÿ ðàâåíñòâîì

(∨{Ai | i ∈ I} = [∪{Ai | i ∈ I}]Dτ . Èç ñâîéñòâ ïîëíûõ ïðîîáðàçîâ ñëåäóåò, ÷òî ∪{Ai | i ∈
I} ∈ Ku, è çíà÷èò, â ñèëó ëåììû 1.2.2) [∪{Ai | i ∈ I}] ∈ Ku,τ . Èç ñâîéñòâà (a) τ -çàìûêàíèé
ñëåäóåò, ÷òî [∪{Ai | i ∈ I}] ÿâëÿåòñÿ âåðõíåé ãðàíüþ α â Ku,τ . Ïóñòü C ∈ Ku,τ � âåðõíÿÿ
ãðàíü ñåìåéñòâà α, òî åñòü Ai ⊂ C = [C]. Òîãäà ∪{Ai | i ∈ I} ⊂ [C] è ïî ñâîéñòâó (b)
[∪{Ai | i ∈ I}]Dτ ⊂ [C] = C. Òàêèì îáðàçîì, [∪{Ai | i ∈ I}] � òî÷íàÿ âåðõíÿÿ ãðàíü α â Ku,τ .

Óáåäèìñÿ, ÷òî èíôèìóì ∧ âKD,τ ñåìåéñòâà α çàäàåòñÿ ðàâåíñòâîì ∧{Ai | i ∈ I} = ∩{Ai |
i ∈ I}. Èç ñâîéñòâ ïîëíûõ ïðîîáðàçîâ ñëåäóåò, ÷òî ïðåäïó÷îê ∩{Ai | i ∈ I} ïðèíàäëåæèòKu,
è çíà÷èò, äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî îí τ -çàìêíóò â D, òî åñòü [∩{Ai | i ∈ I}]=∩{Ai | i ∈ I}.
Î÷åâèäíî, ∩{Ai | i ∈ I} ⊂ Aj = [Aj ], ñëåäîâàòåëüíî, ïî ñâîéñòâó (b) [∩{Ai | i ∈ I}] ⊂ Aj , è
çíà÷èò, [∩{Ai | i ∈ I}] ⊂ ∩{Ai | i ∈ I}. Ïî ñâîéñòâó (a) èìååòñÿ îáðàòíîå âêëþ÷åíèå, îòêóäà
ïîëó÷àåì òðåáóåìîå ðàâåíñòâî.

Ïðîâåðèì ðàâåíñòâî (∗). Òàê êàê ∪ è ∩ ïðåäïó÷êîâ îïðåäåëÿþòñÿ ÷åðåç ñîîòâåòñòâóþùèå
îïåðàöèè íàä ìíîæåñòâàìè, òî

(∪{Ai | i ∈ I}) ∩B = ∪{Ai ∩B | i ∈ I}

Ïåðåõîäÿ ê τ -çàìûêàíèÿì, ïîëó÷àåì
∨{Ai ∧ B | i ∈ I}=[∪{Ai ∩ B | i ∈ I}]=[(∪{Ai | i ∈ I}) ∩ B]. Ïîñëåäíåå âûðàæåíèå

ðàâíÿåòñÿ, â ñèëó (c), [(∪{Ai | i ∈ I})] ∩B=(∨{Ai | i ∈ I}) ∩B=(∨{Ai | i ∈ I}) ∧B.
Çàìå÷àíèå. Îáùèå ñâîéñòâà îïåðàòîðîâ çàìûêàíèÿ, òî åñòü îòîáðàæåíèé, óäîâëåòâî-

ðÿþùèõ óñëîâèÿì (a) è(b) ëåììû 1.2, îïèñàíû, íàïðèìåð, â [2].

2. Òîïîëîãèè Ãðîòåíäèêà íà ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûõ

ìíîæåñòâàõ

Åñëè K � ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî, òî åãî ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê êàòå-
ãîðèþ. Ïðè ýòîì îáúåêòàìè ñ÷èòàþòñÿ ýëåìåíòû K, à ìíîæåñòâî ìîðôèçìîâ HomK(a, b)
ñîñòîèò èç îäíîãî ýëåìåíòà, åñëè a ≤ b, è ïóñòî â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Òàêèì îáðàçîì, ìîð-
ôèçì f : a → b ìîæíî îòîæäåñòâëÿòü ñ ñîîòíîøåíèåì a ≤ b.

Îïðåäåëåíèå òîïîëîãèè Ãðîòåíäèêà ïîýòîìó ïåðåïèñûâàåòñÿ äëÿ ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åí-
íûõ ìíîæåñòâ òàê.

Ëåììà 2.1 Ïóñòü K � ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî. Îòîáðàæåíèå τ , ñîïî-
ñòàâëÿþùåå êàæäîìó a ∈ K êëàññ τ(a) ñåìåéñòâ ýëåìåíòîâ ≤ a, ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãèåé

Ãðîòåíäèêà íà K òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

(τ1) äëÿ ëþáîãî a ∈ K, {a} ∈ τ(a);
(τ2) äëÿ ëþáûõ a ∈ K, α ∈ τ(a), b ≤ a, ñóùåñòâóåò β ∈ τ(b) òàêîå, ÷òî β ≺ α;
(τ3) äëÿ ëþáûõ a ∈ K, α = {ai | i ∈ I} ∈ τ(a), åñëè äëÿ êàæäîãî i ∈ I

{aij | j ∈ Ji} ∈ τ(ai), òî {aij | i ∈ I, j ∈ Ji} ∈ τ(a);
(τ4) äëÿ ëþáûõ ∀a ∈ K, ∀α = {ai ≤ a | i ∈ I}, åñëè èìååòñÿ β ∈ τ(a) òàêîå, ÷òî β ≺ α,

òî α ∈ τ(a).

Îïðåäåëåíèå 2.2. Ïóñòü K � ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî, α = {ki ∈ K |
i ∈ I}. Ïðåäïó÷êîì Rα, ïîðîæäåííûì ñåìåéñòâîì α, íàçûâàåòñÿ ïîäïðåäïó÷îê 1 = 1K ,
çàäàâàåìûé òàê: Rα(k) = 1(k), åñëè {k} ≺ α, è Rα(k) = ∅ � â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Ïðåäïó-

÷îê, ïîðîæäåííûé îäíîýëåìåíòíûì ñåìåéñòâîì {k}, îáîçíà÷àåòñÿ j(k). Òàêèì îáðàçîì,

j(a)(k) = 1(k), åñëè k ≤ a, è j(a)(k) = ∅ � â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Íàêîíåö, ÷åðåç jτ (k) îáî-
çíà÷àåì [j(k)]1τ . Áóäåì ðàññìàòðèâàòü j è jτ êàê îòîáðàæåíèÿ: j : K → K1, jτ : K → K1,τ .
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Ñîãëàñíî òåîðåìå 1.1, ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîå ïî âêëþ÷åíèþ ìíîæåñòâîK1,τ τ -çàìêíóòûõ
ïîäïðåäïó÷êîâ ïðåäïó÷êà 1 = 1K ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé áðàóýðîâîé ðåøåòêîé.

Òåîðåìà 2.3. Ïóñòü K � ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî, α = {ki ∈ K | i ∈
I, ki ≤ k}. Òîãäà

α ∈ τ(k) ⇔ ∨{jτ (ki) | i ∈ I} = jτ (k)

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íàì ïîíàäîáÿòñÿ íåêîòîðûå ñâîéñòâà îòîáðàæåíèé j è jτ .
Ëåììà 2.4. Ïóñòü K � ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî, τ � òîïîëîãèÿ Ãðîòåí-

äèêà íà K.

1) Îòîáðàæåíèÿ j : K → K1 è jτ : K → K1,τ ÿâëÿþòñÿ ãîìîìîðôèçìàìè ÷àñòè÷-

íî óïîðÿäî÷åííûõ ìíîæåñòâ, åñëè ñ÷èòàòü K1 è K1,τ óïîðÿäî÷åííûìè ïî âêëþ÷åíèþ.

Òî÷íåå:

a) l ≤ k ⇔ j(l) ⊂ j(k) ⇔ j(k)(l) ̸= ∅, òàê ÷òî j(k) = j(l) ⇔ k = l;
b) l ≤ k ⇒ jτ (l) ⊂ jτ (k).
2) Ïóñòü B ∈ K1. Òîãäà

a) B(k) ̸= ∅ ⇔ j(k) ⊂ B, òàê ÷òî B = ∪{j(k) | B(k) ̸= ∅} è [B]τ = ∨{jτ (k) | B(k) ̸= ∅}.
Åñëè æå B ∈ K1,τ , òî B(k) ̸= ∅ ⇔ jτ (k) ⊂ B;

b) [B]τ (k) ̸= ∅ ⇔ ∃α = {ki | i ∈ I} ∈ τ(k): ∀i ∈ I B(ki) ̸= ∅;
c) åñëè B,C ∈ K1, òî B(k) ⊂ C(k) ⇔ (B(k) ̸= ∅ ⇒ C(k) ̸= ∅), è çíà÷èò (B ⊂ C) ⇔

∀k ∈ K (B(k) ̸= ∅ ⇒ C(k) ̸= ∅).
Â ÷àñòíîñòè, B = C ⇔ ∀k ∈ K (B(k) ̸= ∅ ⇔ C(k) ̸= ∅).
3) j(∧{ki | i ∈ I}) = ∩{j(ki) | i ∈ I}. Íàîáîðîò, åñëè ∩{j(ki) | i ∈ I} = j(k), òî

∧{ki | i ∈ I} ñóùåñòâóåò è ðàâåí k.
4) jτ (∧{ki | i ∈ I}) = ∩{jτ (ki) | i ∈ I}, åñëè I � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî.

5) Åñëè α = {ki ∈ K | i ∈ I}, òî Rα = ∪{j(ki) | i ∈ I}.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î.
2)c) Ïðÿìî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî B(k) è C(k) íå áîëåå ÷åì îäíîýëåìåíòíû è ëåæàò â

îäíîýëåìåíòíîì ìíîæåñòâå 1(k).
a) Ïóñòü B(k) ̸= ∅. Åñëè l ≤ k, òî B(l) ̸= ∅ è çíà÷èò j(k)(l) ⊂ 1(l) = B(l), ÷òî è âëå÷åò

çà ñîáîé j(k) ⊂ B. Íàîáîðîò, åñëè j(k) ⊂ B, òî 1(k) = j(k)(k) ⊂ B(k), òàê ÷òî B(k) ̸= ∅.
Èç äîêàçàííîãî ïðÿìî ñëåäóåò, ÷òî ∪{j(k) | B(k) ̸= ∅} ⊂ B. Íàîáîðîò, åñëè B(l) ̸= ∅, òî

(∪{j(k) | B(k) ̸= ∅})(l) ⊃ j(l)(l) ̸= ∅ è, ïî c), B ⊂ ∪{j(k) | B(k) ̸= ∅}.
Îñòàëüíîå ñëåäóåò èç ñâîéñòâà (b) τ -çàìûêàíèé (ëåììà 1.2.).
b) (⇒) Ïðÿìî ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ τ -çàìûêàíèÿ.
(⇐) Ïóñòü s ∈ 1(k). Òîãäà s | ki ∈ 1(ki) = B(ki), è çíà÷èò, s ∈ [B]τ (k), îòêóäà [B]τ (k) ̸= ∅.
1)a) Ïî îïðåäåëåíèþ j, l ≤ k ⇔ j(k)(l) ̸= ∅, à ïî 2)a)

j(l) ⊂ j(k) ⇔ j(k)(l) ̸= ∅.
b) Ïðÿìî ñëåäóåò èç a) è ìîíîòîííîñòè τ -çàìûêàíèÿ.
3) Ïóñòü k = ∧{ki | i ∈ I}. ßñíî, ÷òî j(k) ⊂ ∩{j(ki) | i ∈ I}. Ïóñòü j(k)(l) ̸= ∅. Òîãäà

j(ki)(l) ̸= ∅, è çíà÷èò, l ≤ ki, òàê ÷òî l ≤ k, îòêóäà j(k)(l) ̸= ∅. Ïî 2)ñ) j(k) ⊃ ∩{j(ki) | i ∈ I}.
Ïóñòü òåïåðü k ∈ K è ∩{j(ki) | i ∈ I} = j(k). Òîãäà j(k) ⊂ j(ki), è çíà÷èò, k ≤ ki. Åñëè

l ≤ ki, òî j(l) ≤ j(ki), çíà÷èò, j(l) ⊂ ∩{j(ki) | i ∈ I} = j(k), îòêóäà l ≤ k. Òàêèì îáðàçîì,
k = ∧{ki | i ∈ I}.

4) Ñëåäóåò èç 3) è ñâîéñòâà (e) τ -çàìûêàíèé (ëåììà 1.2).
5) Ïî îïðåäåëåíèþ Rα, Rα(k) ̸= ∅ ⇔ {k} ≺ α, òî åñòü ïî 1)a) ⇔ èìååòñÿ i ∈ I òàêîå, ÷òî

j(ki)(k) ̸= ∅, è çíà÷èò, ⇔ ∪{j(ki) | i ∈ I}(k) ̸= ∅. Ïî 2)c) ýòî âëå÷åò ðàâåíñòâî Rα = ∪{j(ki) |
i ∈ I}.
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î òåîðåìû 2.3.
Äîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî [Rα]

1
τ = ∨{jτ (ki) | i ∈ I}. Ïî ëåììå 2.4.5), [Rα]

1
τ = [∪{j(ki) | i ∈

I}]1τ . Ïî ñâîéñòâàì τ -çàìûêàíèé (ëåììà 1.2), [∪{j(ki) | i ∈ I}]1τ = [∪{jτ (ki) | i ∈ I}]1τ =
∨{jτ (ki) | i ∈ I}.

Òàêèì îáðàçîì, íóæíî äîêàçàòü, ÷òî
α = {ki ≤ k | i ∈ I} ∈ τ(k) ⇔ [Rα]

1
τ = jτ (k).

(⇒) Ïîêàæåì, ÷òî [Rα]
1
τ ⊃ j(k). Ïî ëåììå 2.4.2)a) äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî [Rα]

1
τ (k) ̸= ∅.

Ïóñòü s ∈ j(k)(k). Òîãäà (s|ki) ∈ j(k)(ki) = 1(ki) = j(ki)(ki) = Rα(ki), è òàê êàê α ∈ τ(k),
òî s ∈ [Rα]τ (k). Ïî ñâîéñòâàì τ -çàìûêàíèé îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî [Rα]

1
τ ⊃ [j(k)]1τ = jτ (k). Òàê

êàê j(ki) ⊂ j(k), òî [Rα]
1
τ ⊂ [j(k)]1τ = jτ (k). Òàêèì îáðàçîì, [Rα]

1
τ = jτ (k).

(⇐) Ïóñòü s ∈ j(k)(k). Òàê êàê [Rα]
1
τ ⊃ j(k), òî ∃β = {bj | j ∈ J} ∈ τ(k) òàêîå, ÷òî

s|β ⊂ Rα, òî åñòü (s|bj) ∈ Rα(bj) = (∪{j(ki)(bj) | i ∈ I}). Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáîãî j ∈ J
èìååòñÿ i ∈ I òàêîå, ÷òî j(ki)(bj) ̸= ∅, òî åñòü bj ≤ ki, îòêóäà β ≺ α. Ïî àêñèîìå (τ2),
α ∈ τ(k).

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû

1. Ñêóðèõèí Å.Å. Êàòåãîðíûå òîïîëîãè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà è ðàçìåðíîñòè // Äàëüíåâî-
ñòî÷íûé Ìàòåìàòè÷åñêèé æóðíàë. 2008. Ò.8. �1. Ñ. 98�111.

2. Êîí Ï. Óíèâåðñàëüíàÿ àëãåáðà. Ì: Ìèð, 1968. 352 ñ.

Ïðåäñòàâëåíî â Äàëüíåâîñòî÷íûé ìàòå-
ìàòè÷åñêèé æóðíàë 15 ìàÿ 2009 ã.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ãðàí-
òà ÄÂÎ ÐÀÍ 09-1-ÎÌÍ-06 è ãðàíòà ÍØ
2810.2008.1.

Skurikhin E.E. Grothendieck topologies on posets. Far Eastern Mathematical Jour-
nal. 2009. V. 9. � 1�2. P. 161�167.

ABSTRACT
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