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Çàäà÷à î ìèíèìèçàöèè ðàáîòû ïðè ñîçäàíèè

ìàãíèòíîãî ïîëÿ çàäàííîé êîíôèãóðàöèè

Ïîñâÿùàåòñÿ Í.Â. Êóçíåöîâó â ñâÿçè ñ 70-ëåòèåì

Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ñ æåñòêèì óïðàâëåíèåì â ïðàâîé ÷àñòè äëÿ îäíîìåðíîãî ìàã-
íèòîãèäðîäèíàìè÷åñêîãî òå÷åíèÿ ìåæäó ïàðàëëåëüíûìè ïëîñêîñòÿìè (òå÷åíèå Ãàðòìà-
íà). Ìèíèìèçèðóåòñÿ ôóíêöèîíàë, ñîîòâåòñòâóþùèé ðàáîòå, ñîâåðøàåìîé ñòîðîííèìè
ýëåêòðîäâèæóùèìè ñèëàìè ïðè ñîçäàíèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ çàäàííîé êîíôèãóðàöèè. Ïî-
ëó÷åíû óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è, ïîñòðîåíà ñèñòåìà
îïòèìàëüíîñòè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: óðàâíåíèÿ ìàãíèòíîé ãèäðîäèíàìèêè, æåñòêîå óïðàâëåíèå, ñèñòåìà

îïòèìàëüíîñòè

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó óðàâíåíèé, îïèñûâàþùèõ â áåçðàçìåðíûõ ïåðåìåííûõ îäíîìåðíîå
ìàãíèòîãèäðîäèíàìè÷åñêîå (ÌÃÄ) òå÷åíèå ìåæäó ïàðàëëåëüíûìè ïëîñêîñòÿìè (òå÷åíèå
Ãàðòìàíà).

u̇− νuxx = βBx, (1)

Ḃ − νmBxx = βux + Ex, x ∈ (0, 1), t ∈ (0, T ). (2)

Çäåñü u = u(x, t) � ñêîðîñòü òå÷åíèÿ, B = B(x, t) � ìàãíèòíàÿ èíäóêöèÿ, E = E(x, t) � ñòî-
ðîííèå ýëåêòðîäâèæóùèå ñèëû (ÝÄÑ), ν = 1/Re, νm = 1/Rem, ãäå Re � ÷èñëî Ðåéíîëüäñà,
Rem � ìàãíèòíîå ÷èñëî Ðåéíîëüäñà, β � èíäóêöèÿ ïîñòîÿííîãî âíåøíåãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ.
×åðåç u̇, Ḃ îáîçíà÷èì ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïî âðåìåíè, à ÷åðåç ux, Bx, Ex è uxx, Bxx �
ïåðâûå è âòîðûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïî x.

Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ñòàâÿòñÿ èñõîäÿ èç óñëîâèÿ ïðèëèïàíèÿ íà òâåðäûõ ïîâåðõíîñòÿõ è
óñëîâèÿ íåïðåðûâíîñòè òàíãåíöèàëüíîé ñîñòàâëÿþùåé íàïðÿæåííîñòè ìàãíèòíîãî ïîëÿ

u|x=0 = 0, u|x=1 = 0, B|x=0 = 0, B|x=1 = 0. (3)

Ñèñòåìà (1)�(3) ïîëó÷àåòñÿ èç óðàâíåíèé ÌÃÄ òå÷åíèÿ âÿçêîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè
[1, ñ. 337] â ïðåäïîëîæåíèÿõ, ÷òî òå÷åíèå ïðîèñõîäèò ìåæäó ïàðàëëåëüíûìè ïëîñêîñòÿìè,
äàâëåíèå â êàíàëå ïîñòîÿííî è îðòû âåêòîðîâ ñêîðîñòè, ìàãíèòíîãî ïîëÿ è ñòîðîííèõ ÝÄÑ
îáðàçóþò ïðàâóþ òðîéêó.

Ïóñòü â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè ñèñòåìà íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè ïîêîÿ:

u|t=0 = 0, B|t=0 = 0, x ∈ (0, 1). (4)

⋆ Âû÷èñëèòåëüíûé öåíòð èì. À.À. Äîðîäíèöûíà ÐÀÍ, 119333, ã. Ìîñêâà, óë. Âàâèëîâà, 40.

Ýëåêòðîííàÿ ïî÷òà: tsiba-vl@yandex.ru
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìû ìîæåì âîçäåéñòâîâàòü íà æèäêîñòü ñ ïîìîùüþ ñòîðîííèõ ÝÄÑ E.
Òðåáóåòñÿ â ìîìåíò âðåìåíè t = T ñîçäàòü â êàíàëå ìàãíèòíîå ïîëå çàäàííîé êîíôèãóðàöèè

B|t=T = Bs(x), (5)

ñîâåðøèâ ïðè ýòîì ìèíèìàëüíóþ ðàáîòó, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì âûðàæåíèåì:

Ja(E) =

∫ T

0

∫ 1

0
BExdxdt.

Âîñïîëüçîâàâøèñü ñîîòíîøåíèÿìè (1)�(5), ïðåîáðàçóåì ôóíêöèîíàë Ja:

Ja(E) =

∫ T

0

∫ 1

0
BExdxdt =

∫ T

0

∫ 1

0
B(Ḃ − νmBxx − βux)dxdt =

=

∫ T

0

∫ 1

0

(
1

2

d

dt
B2 + νmB

2
x + βuBx

)
dxdt =

∫ T

0

∫ 1

0

(
1

2

d

dt
B2 + νmB

2
x +

1

2

d

dt
u2 + νu2x

)
dxdt =

=
1

2

∫ 1

0

(
B2

s + u2t=T

)
dx+

∫ T

0

∫ 1

0

(
νmB

2
x + νu2x

)
dxdt.

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è î ìèíèìèçàöèè ðàáîòû ïðè ñîçäàíèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ çàäàííîé êîí-
ôèãóðàöèè âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:
íàéòè ôóíêöèþ E(x, t), ìèíèìèçèðóþùóþ ôóíêöèîíàë

J(E) =
1

2

∫ 1

0
u2|t=Tdx+

∫ T

0

∫ 1

0

(
νmB

2
x + νu2x

)
dxdt

íà ðåøåíèÿõ ñèñòåìû (1)�(5), ïðè óñëîâèè∫ T

0

∫ 1

0
E2dxdt ≤M2. (6)

Çäåñü M > 0 � çàäàííîå ÷èñëî.
Â ðàáîòå äîêàçàíû ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è, à

òàêæå ïîëó÷åíà ñèñòåìà îïòèìàëüíîñòè äëÿ íàõîæäåíèÿ åå ðåøåíèÿ. Àíàëîãè÷íûå ìåòî-
äû äîêàçàòåëüñòâà èñïîëüçîâàëèñü â [2] ïðè èññëåäîâàíèè çàäà÷è î ðàçãîíå ïîêîÿùåéñÿ
æèäêîñòè äî çàäàííîé ñêîðîñòè. Âîïðîñû ðàçðåøèìîñòè íåñòàöèîíàðíûõ çàäà÷ ìàãíèòíîé
ãèäðîäèíàìèêè èçó÷åíû â [3], [4], âîïðîñû òî÷íîé óïðàâëÿåìîñòè � â [5]. Äëÿ óðàâíåíèé ïà-
ðàáîëè÷åñêîãî òèïà òî÷íàÿ è àïïðîêñèìàòèâíàÿ óïðàâëÿåìîñòü äîêàçàíû â ðàáîòàõ [6]�[9].
Çàäà÷è óïðàâëåíèÿ ñèñòåìîé (1)�(5) ðàññìîòðåíû â ðàáîòàõ [10], [11].

2. Ôóíêöèîíàëüíûå ïðîñòðàíñòâà è îïåðàòîðû

Îïðåäåëèì ïðîñòðàíñòâà è îïåðàòîðû, êîòîðûå áóäóò èñïîëüçîâàíû â äàëüíåéøåì. Îáî-
çíà÷èì H = L2(0, 1) � ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé, èíòåãðèðóåìûõ ñ êâàäðàòîì íà èíòåðâàëå
(0, 1), è V = H1

0 (0, 1) � ïðîñòðàíñòâî Ñîáîëåâà, ñîñòîÿùåå èç ôóíêöèé, èíòåãðèðóåìûõ ñ
êâàäðàòîì âìåñòå ñ ïåðâîé ïðîèçâîäíîé è ïðèíèìàþùèõ íà êîíöàõ îòðåçêà íóëåâûå çíà÷å-
íèÿ. Áóäåì òàêæå èñïîëüçîâàòü ïðîñòðàíñòâà Ñîáîëåâà Hs(0, 1) ñ öåëûì ïîêàçàòåëåì.

Îïðåäåëèì ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â H è V ñëåäóþùèì îáðàçîì:

(u, v)H = (u, v) =

∫ 1

0
uvdx, (u, v)V = ((u, v)) =

∫ 1

0
uxvxdx.
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×åðåç | · | è ∥ · ∥ áóäåì îáîçíà÷àòü íîðìû â H è V ñîîòâåòñòâåííî. Â ñèëó òåîðåìû Ðèññà
ìîæíî îòîæäåñòâèòü ïðîñòðàíñòâî H ñ ñîïðÿæåííûì ñ íèì ïðîñòðàíñòâîì H ′. Îáîçíà÷èì
÷åðåç V ′ = H−1(0, 1) ïðîñòðàíñòâî, ñîïðÿæåííîå ñ V . Òîãäà ñïðàâåäëèâû âêëþ÷åíèÿ

V ⊂ H = H ′ ⊂ V ′,

ïðè÷åì óêàçàííûå âëîæåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ïëîòíûìè è íåïðåðûâíûìè.
Îïðåäåëèì ïðîñòðàíñòâà ñîñòîÿíèé Y è óïðàâëåíèé Ue:

Y = {w ∈ L2(0, T ;V ), ẇ ∈ L2(0, T ;V ′)}, ∥w∥2Y =

∫ T

0

(
∥w∥2 + ∥ẇ∥2V ′

)
dt,

Ue = {E ∈ L2(0, T ;H) : (E, 1) = 0}, ∥E∥2L2(0,T ;H) =

∫ T

0
|E|2dt.

Äîïîëíèòåëüíîå óñëîâèå (E, 1) = 0 äîáàâëåíî äëÿ òîãî, ÷òîáû óñòàíîâèòü âçàèìíîîäíî-
çíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó óïðàâëåíèåì è ñîñòîÿíèåì, ïîñêîëüêó óïðàâëåíèå E âõîäèò â
óðàâíåíèå (2) ïîä çíàêîì ïðîèçâîäíîé ïî x.

Çäåñü è â äàëüíåéøåì ÷åðåç Lp(0, T ;X), ãäå X � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî, îáîçíà÷àåì
ïðîñòðàíñòâî Lp ôóíêöèé, îïðåäåëåííûõ íà [0, T ] è ïðèíèìàþùèõ çíà÷åíèÿ â X. Àíàëî-
ãè÷íûì îáðàçîì îïðåäåëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâî C([0, T ];X).

Ââåäåì îñíîâíûå îïåðàòîðû. Îïåðàòîð F (E) : Ue → V ′ îïðåäåëèì ñîîòíîøåíèåì

(F (E), w) = −(E,wx) ∀w ∈ Ue.

Ðàññìîòðèì îïåðàòîð A : V → V ′, äåéñòâóþùèé ïî ïðàâèëó

(Aφ, ξ) = (φx, ξx) ∀φ, ξ ∈ V.

Îïåðàòîð A íåïðåðûâíî îáðàòèì, ò.å. äëÿ ëþáîãî f ∈ V ′ ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ýëåìåíò
φ = −A−1f ∈ V.

Îïðåäåëèì îïåðàòîð èíòåãðèðîâàíèÿ I(f) : V ′ → H ñ ïîìîùüþ ðàâåíñòâà

(I(f), ξ) = −((A−1f)x, ξ) = (A−1f, ξx) ∀ξ ∈ V.

Îòìåòèì íåêîòîðûå åãî ñâîéñòâà.
1. I(f)x = f. Ðàâåíñòâî ïîíèìàåòñÿ êàê ðàâåíñòâî ðàñïðåäåëåíèé.
2. Îïåðàòîð I íåïðåðûâåí. Ïóñòü f = Aφ. Òîãäà

((Aφ,φ)) = ∥φ∥2 = |(f, φ)| ≤ ∥f∥V ′∥φ∥,

∥φ∥ ≤ ∥f∥V ′ .

Òàêèì îáðàçîì,
∥I(f)∥H = ∥(A−1f)x∥H = ∥φ∥V ≤ ∥f∥V ′ . (7)

3. (I(f), 1) = 0. Äåéñòâèòåëüíî, (I(f), 1) = −((A−1f)x, 1) = (φx, 1) = 0.

Èñïîëüçóÿ ââåäåííûå îáîçíà÷åíèÿ, äàäèì îïðåäåëåíèå îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû
(1)�(4). Ïîä ðåøåíèåì ñèñòåìû (1)�(4) áóäåì ïîíèìàòü ïàðó {u,B} ∈ Y × Y, óäîâëåòâîðÿ-
þùóþ ñëåäóþùèì óðàâíåíèÿì â ïðîñòðàíñòâå V ′:

u̇+ νAu = βBx, (8)

Ḃ + νmAB = βux + F (E) (9)
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� è íà÷àëüíûì óñëîâèÿì
u|t=0 = 0, B|t=0 = 0. (10)

Çàìå÷àíèå 1. Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå (8). Åñëè ñ÷èòàòü, ÷òî ôóíêöèÿ B ∈ Y çàäàíà, òî
óðàâíåíèå (8) ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè (10) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå u ∈ Y [12, ñ.110,
òåîðåìà 1.2]. Ïðè ýòîì ñïðàâåäëèâà îöåíêà

∥u∥Y ≤ CΩβ∥B∥Y, (11)

ãäå CΩ � êîíñòàíòà, çàâèñÿùàÿ òîëüêî îò îáëàñòè òå÷åíèÿ.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç G : Y → Y ðàçðåøàþùèé îïåðàòîð çàäà÷è (8), (10):

u = G(B).

Îòìåòèì, ÷òî îïåðàòîð G ëèíåéíûé è, â ñèëó îöåíêè (11), íåïðåðûâíûé.

3. Ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è óïðàâëåíèÿ

3.1. Àïðèîðíûå îöåíêè ðåøåíèÿ óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó (8)�(10). Ïóñòü {u,B} � åå ðåøåíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå óïðàâëåíèþ
E. Óìíîæèì ñêàëÿðíî â H óðàâíåíèå (8) íà u, (9) íà B è ñëîæèì ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ:

1

2

d

dt
(|u|2 + |B|2) + νm∥B∥2 + ν∥u∥2 = |(E,Bx)| ≤

1

2νm
|E|2 + νm

2
∥B∥2.

Èç ïîëó÷åííîãî íåðàâåíñòâà ñëåäóþò îöåíêè u,B â íîðìàõ ïðîñòðàíñòâ L∞(0, T ;H) è
L2(0, T ;V ) :

|u|2 + |B|2 ≤ C2
1 ,

∫ T

0

(
νm∥B∥2 + 2ν∥u∥2

)
dt ≤ C2

1 , (12)

ãäå C2
1 = 1

νm

∫ T
0 |E|2dt. Èç ïîëó÷åííûõ îöåíîê ñëåäóåò îäíîçíà÷íàÿ ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è

(8)�(10) ñ íóëåâûìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè äëÿ ëþáîé ôóíêöèè E ∈ Ue [12, ñ. 110].

3.2. Ôîðìàëèçàöèÿ çàäà÷è óïðàâëåíèÿ

Ñ ïîìîùüþ îïåðàòîðà G ñèñòåìó (8)�(10) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå îäíîãî óðàâíåíèÿ

Ḃ + νmAB − β(G(B))x = F (E) (13)

ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè
B|t=0 = 0, B|t=T = Bs. (14)

Îòìåòèì, ÷òî êàæäîé ôóíêöèè E ∈ Ue ñîîòâåòñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå B ∈ Y çàäà÷è
(13)�(14).Òàêèì îáðàçîì, èñõîäíàÿ çàäà÷à ìîæåò áûòü ôîðìàëèçîâàíà â ñëåäóþùåì âèäå.

Çàäà÷à P . Ïóñòü Bs ∈ H, Bs ̸= 0. Òðåáóåòñÿ íàéòè ïàðó {B,E} ∈ Y×Ue, óäîâëåòâîðÿ-
þùóþ ñèñòåìå (13)�(14), óñëîâèþ

∥E∥Ue ≤M (15)

è ìèíèìèçèðóþùóþ ôóíêöèîíàë

J(E) =
1

2
|G(B)|2t=T +

∫ T

0

(
νm∥B∥2 + ν∥G(B)∥2

)
dt. (16)

Çàìå÷àíèå 2. Êîìïîíåíòà B ðåøåíèÿ çàäà÷è P èùåòñÿ â êëàññå Y, ïðè ýòîì óñëîâèÿ
(14) èìåþò ñìûñë, ïîñêîëüêó åñòü âëîæåíèå Y ⊂ C([0, T ];H).

Ïàðó {B,E} áóäåì íàçûâàòü äîïóñòèìîé, åñëè B ∈ Y, E ∈ Ue ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèåì ñè-
ñòåìû (13)�(14) è âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (15). Ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ ïàð áóäåì îáîçíà÷àòü
÷åðåç D ⊂ Y× Ue.
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3.3. Ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è óïðàâëåíèÿ

Ïðåäâàðèòåëüíî âûðàçèì â ÿâíîì âèäå óïðàâëåíèå E ÷åðåç ñîñòîÿíèå {u,B}. Èç óðàâ-
íåíèÿ (13) ïîëó÷àåì

E = I(Ḃ)− νmBx − βu+ α(t),

ãäå α(t) � íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ âðåìåíè. Óìíîæàÿ ïîëó÷åííîå ðàâåíñòâî ñêàëÿðíî íà 1
è èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå ïðîñòðàíñòâà óïðàâëåíèé Ue è ñâîéñòâî 3 îïåðàòîðà I, íàéäåì
ôóíêöèþ α:

α(t) = (βu, 1). (17)

Ïîýòîìó
E = I(Ḃ)− νmBx − βu+ β(u, 1). (18)

Òåîðåìà 1. Ñóùåñòâóåò ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî M0 òàêîå, ÷òî ïðè M ≥ M0 çàäà÷à

P èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå {B,E} ∈ Y × Ue, à ïðè M < M0 ðåøåíèå çàäà÷è P íå

ñóùåñòâóåò.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü B1 ∈ Y åñòü ðåøåíèå çàäà÷è

−Ḃ1 + νmAB1 = 0, B1|t=T = Bs,

ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü êîòîðîãî âûòåêàåò ñòàíäàðòíûì îáðàçîì èç [12, ñ. 110,
òåîðåìà 1.2]. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ φ ∈ C∞[0, T ], φ(0) = 0, φ(T ) = 1, è ïîëîæèì

B̂ = φB1.

Òîãäà ïàðà

{B̂, Ê} = {B̂, I(B̂)− νmB̂x − βG(B̂) + β(G(B̂), 1)} ∈ Y× Ue

óäîâëåòâîðÿåò ñèñòåìå (13)�(14), è åñëè M0 > ∥Ê∥Ue , òî âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî (15).
Òàêèì îáðàçîì, {B̂, Ê} ∈ D. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ M ìíîæåñòâî äîïó-
ñòèìûõ ïàð íå ïóñòî è ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Bm, Em} ∈ D, ìèíèìèçèðóþùàÿ
ôóíêöèîíàë J(E). Ïðè÷åì â ñèëó óñëîâèÿ (15) ìíîæåñòâî óïðàâëåíèé ñëàáî çàìêíóòî è
îãðàíè÷åíî â L2(0, T ;H). Òîãäà ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Ek} òàêàÿ, ÷òî

Ek → E∗ ñëàáî â Ue è E∗ ∈ Ue.

Çàïèñàâ óðàâíåíèÿ (13)�(14) äëÿ ïàðû {Bk, Ek} è ïåðåéäÿ ê ïðåäåëó ïðè k → ∞, ïîëó-
÷èì, ÷òî ïàðà (B∗, E∗) ∈ D è, ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ ïàð ñëàáî çàìêíóòî â
ïðîñòðàíñòâå L2(0, T ;H).

Èç ñëàáîé çàìêíóòîñòè è ïîëóíåïðåðûâíîñòè ñíèçó ôóíêöèîíàëà J(E) â ïðîñòðàíñòâå
L2(0, T ;H) ïîëó÷àåì

J(E∗) ≤ lim
k→∞

J(Ek).

Ñëåäîâàòåëüíî, ïàðà (B∗, E∗) � ðåøåíèå çàäà÷è P .
ÏóñòüM0 � òî÷íàÿ íèæíÿÿ ãðàíü ÷èñåëM , ïðè êîòîðûõ çàäà÷à P èìååò ðåøåíèå. Ïîêà-

æåì, ÷òî M0 > 0. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå: äëÿ ëþáîãî ìàëîãî M > 0 ðåøåíèå ñóùåñòâóåò.
Òîãäà, èñïîëüçóÿ îöåíêó (12), ïðèõîäèì ê ïðîòèâîðå÷èþ

0 < |Bs| = |B|t=T | ≤ |B|L∞(0,T ;H) ≤ ∥E∥Ue/νm ≤M/νm → 0.

Ðàññìîòðèì ïðåäåëüíûé ñëó÷àé M = M0. Îáîçíà÷èì ÷åðåç (Bm, Em) ðåøåíèå çàäà÷è
(15)�(14), ïðè M = Mm, ãäå Mm > M0 è Mm → M0. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {Bm} è {Em}
îãðàíè÷åíû â ïðîñòðàíñòâàõ Y è Ue ñîîòâåòñòâåííî. Ñëåäîâàòåëüíî,

Em → Ê ñëàáî â L2(0, T ;H), Ê ∈ Ue, ∥Ê∥Ue ≤M.
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Çàïèñàâ óðàâíåíèÿ (13)�(14) äëÿ ïàðû (Bm, Em) è ïåðåéäÿ ê ïðåäåëó, ïîëó÷èì, ÷òî ïà-
ðà (B̂, Ê) óäîâëåòâîðÿåò ñèñòåìå (13)�(14). Ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ ïàð íå
ïóñòî è, êàê áûëî ïîêàçàíî âûøå, â ýòîì ñëó÷àå çàäà÷à P èìååò ðåøåíèå.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà åäèíñòâåííîñòè äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèîíàë (16) � ñòðîãî
âûïóêëûé íà ìíîæåñòâå äîïóñòèìûõ ïàð. Ïóñòü {B1, E1}, {B2, E2} � ðàçëè÷íûå äîïóñòè-
ìûå ïàðû. Ðàññìîòðèì ðàçíîñòü

aJ(E1) + (1− a)J(E2)− J(aE1 + (1− a)E2), a ∈ (0, 1).

Ó÷èòûâàÿ ëèíåéíîñòü îïåðàòîðà G, ïîëó÷àåì

aJ(E1) + (1− a)J(E2)− J(aE1 + (1− a)E2) =

= a(1− a)

(
1

2
|G(B1)−G(B2)|2t=T +

∫ T

0
(νm∥B1 −B2∥2 + ν∥G(B1)−G(B2)∥2)dt

)
> 0.

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 2. Åñëè {B,E} � ðåøåíèå çàäà÷è P , òîãäà

∥E∥2Ue
=M2. (19)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå: ïàðà {B∗, E∗} ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì
çàäà÷è P è ∥E∗∥2Ue

< M2.
Ïåðåïèøåì ôóíêöèîíàë (16) â ñëåäóþùåì âèäå:

J(E) =

∫ T

0

(
νm∥B∥2 + β(ux, B)

)
dt,

ãäå u = G(B). Ïîñêîëüêó ñèñòåìà (13)�(14) óñòàíàâëèâàåò âçàèìíî îäíîçíà÷íîå è íåïðåðûâ-
íîå (â ñèëó îöåíîê (12)) ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ôóíêöèÿìèE èB, â äàëüíåéøèõ ðàññóæäåíèÿõ
áóäåì ðàññìàòðèâàòü J êàê ôóíêöèîíàë, çàâèñÿùèé îò B ∈ Y.

Ââåäåì ïðîñòðàíñòâî

Φ = {φ ∈ Y, φ|t=0 = 0, φ|t=T = 0}.

Î÷åâèäíî, ÷òî ïàðà (B̂, Ê) = (B∗ + φ,E∗ + I(φ̇)− νmφx − βG(φ) + β(G(φ), 1)) ÿâëÿåòñÿ
ðåøåíèåì ñèñòåìû (13)�(14) è, â ñèëó (7), (11), ïðè ìàëûõ φ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

∥Ê∥Ue = ∥E + I(φ̇)− νmφx − βG(φ) + β(G(φ), 1)∥Ue ≤

≤ ∥E∥Ue + ∥φ̇∥L2(0,T ;V ′) + νm∥φ∥+ βCΩ∥φ∥Y + βCΩ∥φ∥Y ≤

< ∥E∥Ue + C∥φ∥Y < M.

Ò.å. äëÿ ëþáîé φ ∈ Φ ñ ìàëîé íîðìîé ∥φ∥Y ïàðà {B̂, Ê} ∈ D. Ñëåäîâàòåëüíî, ïàðà
{B∗, E∗} ÿâëÿåòñÿ âíóòðåííåé òî÷êîé ìíîæåñòâà D. Òîãäà, ó÷èòûâàÿ, ÷òî â òî÷êå {B∗, E∗}
ôóíêöèîíàë J äîñòèãàåò ìèíèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ, äëÿ ëþáîãî ìàëîãî φ ∈ Φ äîëæíî âûïîë-
íÿòüñÿ ðàâåíñòâî

⟨J ′
B, φ⟩ =

∫ T

0
2νm(B∗x, φx) + β(u, φx) + β(G(φ), B∗x)dt = 0. (20)

Ïóñòü ψ = G(φ). Òîãäà, ïî îïðåäåëåíèþ îïåðàòîðà G, èìååì

ψ̇ + νAψ − βφx = 0, φ|t=0 = 0. (21)
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Ðàññìîòðèì ðåøåíèå p ∈ Y ñëåäóþùèé çàäà÷è:

ṗ− νAp+ βB∗x = 0, p|t=T = 0. (22)

Ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è (22) ñëåäóåò èç [12, ñ. 110, òåîðåìà 1.2], åñëè ñäåëàòü çàìåíó ïåðåìåí-
íûõ τ = T − t.

Óìíîæèì óðàâíåíèå (21) íà p, (22) íà ψ è ñëîæèì ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ. Èíòåãðèðóÿ
ïî ÷àñòÿì è ïðèâîäÿ ïîäîáíûå, ïîëó÷àåì

(φx, p) = (B∗x, ψ) = (B∗x, G(φ)).

Ïîäñòàâëÿÿ â (20), ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ

2νmAB∗ − βpx − βux = 0. (23)

Óìíîæèì ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå ñêàëÿðíî íà B∗ è ïðèáàâèì ê íåìó óðàâíåíèå (8), óìíî-
æåííîå íà u, è âû÷òåì óðàâíåíèå (22), óìíîæåííîå íà p. Èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì è ïðèâîäÿ
ïîäîáíûå, ïîëó÷àåì∫ T

0
2νm∥B∗∥2−β(px, B∗)−β(ux, B∗)+

1

2

d

dt
|u|2+ν∥u∥2+β(B∗, ux)−

1

2

d

dt
|p|2+ν∥p∥2+β(B∗, px)dt =

∫ T

0

(
2νm∥B∗∥2 + ν∥u∥2 + ν∥p∥2

)
dt+

1

2
|u|t=T |2 +

1

2
|p|t=0|2 = 0.

Îòñþäà ñëåäóåò ðàâåíñòâî B∗ = 0, ïðîòèâîðå÷àùåå (14), åñëè Bs ̸= 0.

Ñëåäñòâèå. Çàäà÷à P áåç îãðàíè÷åíèÿ (15) íå èìååò ðåøåíèÿ.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Ïóñòü {B,E} � ðåøåíèå çàäà÷è

(13)�(16). Îïðåäåëèì ÷èñëî M1 ñëåäóþùèì îáðàçîì:

∥E∥2Ue
=M2

1 /4.

Òîãäà åñëè M1 > 0, òî ïàðà {B,E} ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (15)�(16) ïðè M = M1 è ïî
òåîðåìå 2

∥E∥2Ue
=M2

1 .

Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå. Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî M = 0. Òîãäà ∥E∥Ue = 0, è èç íåðà-
âåíñòâ (12) ñëåäóåò B ≡ 0, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò (14).

Èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàò òåîðåìû 2, íåðàâåíñòâî (15) â ôîðìóëèðîâêå çàäà÷è P ìîæíî çà-
ìåíèòü ðàâåíñòâîì (19) è ðàññìàòðèâàòü çàäà÷ó P êàê çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñ
îãðàíè÷åíèÿìè òèïà ðàâåíñòâà.

4. Âûâîä ñèñòåìû îïòèìàëüíîñòè

Âûâåäåì íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà çàäà÷è P , èñïîëüçóÿ ìåòîä
ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà äëÿ ãëàäêèõ çàäà÷ ñ îãðàíè÷åíèÿìè òèïà ðàâåíñòâà. Äëÿ ýòîãî ðàñ-
ñìîòðèì çàäà÷ó P êàê çàäà÷ó ìèíèìèçàöèè ôóíêöèîíàëà J , çàâèñÿùåãî îò {u,B}, íà ðå-
øåíèÿõ ñèñòåìû (8)�(10) ñ îãðàíè÷åíèÿìè (14), (19). Çäåñü ïîä ðåøåíèåì çàäà÷è áóäåì
ïîíèìàòü òðîéêó {u,B,E} ∈ Y× Y× Ue.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü M > M0. Òðîéêà {û, B̂, Ê} ∈ Y×Y×UD ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è

P òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóþò ôóíêöèè {p1, p2} ∈ Y× Y, óäîâëåòâîðÿþùèå
óñëîâèÿì

−ṗ1 + νAp1 + βp2x = −2Aνλû, (24)

200



−ṗ2 + νAp2 + βp1x = −2AνmλB̂, (25)

p1|t=T = −λû(T ), λ ≥ 0, (26)

ïðè ýòîì

Ê = −p2x. (27)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ââåäåì îòîáðàæåíèå L : Y×Y×Ue → L2(0, T ;V ′)×H, êîòîðîå
îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

L(u,B,E) = {u̇+ νAu− βBx, Ḃ + νmAB − βux − F (E), B|t=T }

è ìíîæåñòâà

Ud = {E ∈ Ue : ∥E∥Ue ≤M}, Xd = {(u,B,E) ∈ Y× Y× Ud}.

Ïðîâåðèì, ÷òî âûïîëíåíû âñå óñëîâèÿ ïðèíöèïà Ëàãðàíæà äëÿ ãëàäêèõ çàäà÷ ñ îãðà-
íè÷åíèÿìè òèïà ðàâåíñòâà [2, ñ. 76, òåîðåìà 1.3].

1. Ïîêàæåì, ÷òî Im L = L2(0, T ;V ′) × H, ò.å. äëÿ ëþáûõ g1, g2 ∈ L2(0, T ;V ′), h ∈ H
ñóùåñòâóåò òðîéêà u,B,E ∈ Y× Y× Ue, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óðàâíåíèÿì

u̇+ νAu− βBx = g1,

Ḃ + νmAB − βux − F (E) = g2,

B|t=T = h.

Ïóñòü φ(t) ∈ C∞(0, T ) è φ(0) = 0, φ(T ) = 1. Âûáåðåì â êà÷åñòâå ôóíêöèè B ïðîèçâåäåíèå
B = φ B1, ãäå B1 ∈ Y ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è ñ îáðàòíûì âðåìåíåì

−Ḃ1 + νmAB1 = 0, B1|t=T = h.

Ðàçðåøèìîñòü óðàâíåíèÿ ñëåäóåò èç [12, c.110, òåîðåìà 1.2], åñëè ñäåëàòü çàìåíó τ = T − t.
Ôóíêöèþ u îïðåäåëèì èç ñëåäóþùåãî óðàâíåíèÿ:

u̇+ νAu = βBx + g1, u|t=0 = 0.

Íàêîíåö, íàéäåì E èç ñîîòíîøåíèé

E = I(Ḃ − g2)− νmBx − βu+ β(u, 1).

Èç ïîñòðîåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî òðîéêà {u,B,E} ∈ Y× Y× Ue óäîâëåòâîðÿåò ñèñòåìå

L(u,B,E) = {g1, g2, h}.

2. Ïðîâåðèì, ÷òî IntXd
∩
{(û, B̂, Ê) + KerL} íåïóñòî, çäåñü IntXd � âíóòðåííîñòü ìíî-

æåñòâà Xd. Ïóñòü {u∗, B∗, E∗} � ðåøåíèå çàäà÷è P , ñîîòâåòñòâóþùåå îãðàíè÷åíèþ M0.
Ïîñêîëüêó ïî óñëîâèþ òåîðåìû M > M0, òî E∗ ∈ IntUd è òðîéêà

{u∗, B∗, E∗} ∈ IntXd

∩
{(û, B̂, Ê) +KerL}.

3. Ôóíêöèîíàë J , çàâèñÿùèé îò ïàðû {u,B}, î÷åâèäíî äèôôåðåíöèðóåì ïî Ãàòî â òî÷êå
{û, B̂}.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ìîæåì ïðèìåíèòü ïðèíöèï Ëàãðàíæà. Ñîñòàâèì ôóíêöèþ Ëàãðàí-
æà

L(u,B,E, λ, p1, p2, q) = λJ(B) + ⟨u̇+ νAu− βBx, p1⟩L2(0,T ;H)+
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+⟨Ḃ + νmAB − βux − F (E), p2⟩L2(0,T ;H) + (B|t=T −Bs, q),

ãäå λ ∈ R, λ ≥ 0, p1, p2 ∈ L2(0, T ;V ) è q ∈ H. Ñîãëàñíî ïðèíöèïó Ëàãðàíæà, åñëè {u,B,E}
ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è P , òî ñóùåñòâóþò {λ, p1, p2, q}, îäíîâðåìåííî íå ðàâíûå íóëþ,
òàêèå, ÷òî äëÿ ëþáûõ h1, h2 ∈ Y

⟨L′
u, h1⟩ = λ(u|t=T , h1|t=T ) +

∫ T

0

(
2λν((u, h1)) + (ḣ1 + νAh1 − βh2x, p1)

)
dt = 0,

⟨L′
B, h2⟩ =

∫ T

0

(
2λνm((B, h2)) + (ḣ2 + νmAh2 − βh1x, p2)

)
dt+ (h2|t=T , q) = 0

è äëÿ ëþáîãî ξ ∈ Ue ñïðàâåäëèâî âàðèàöèîííîå íåðàâåíñòâî

⟨L′
E , ξ − E⟩ = −

∫ T

0
(F (ξ − E), p2)dt ≥ 0. (28)

Îòñþäà äëÿ p1, p2 ïîëó÷àåì ðàâåíñòâà

−ṗ1 + νAp1 + βp2x = −2λνAu, (29)

−ṗ2 + νmAp2 + βp1x = −2λνmAB, (30)

p1|t=T = −λu(T ), p2|t=T = −q (31)

Îòìåòèì, ÷òî óðàâíåíèÿ (31) èìåþò ñìûñë, ïîñêîëüêó èç (29)�(30) ñëåäóåò, ÷òî ṗ1, ṗ2 ∈
L2(0, T ;V ′), è ïîýòîìó p1, p2 ∈ C([0, T ];H).

Ðàññìîòðèì âàðèàöèîííîå íåðàâåíñòâî (28). Ïîñêîëüêó ìíîæåñòâî óïðàâëåíèé, â ñèëó
óñëîâèÿ (15), åñòü øàð, òî èç íåðàâåíñòâà (28) ñëåäóåò, ÷òî p2x = −λ1E, λ1 ≥ 0. Ïîêàæåì,
÷òî λ1 > 0.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî λ1 = 0, òîãäà p2x ≡ 0 è, â ñèëó ãðàíè÷íûõ óñëîâèé, p2 ≡ 0. Ïóñòü λ =
0. Òîãäà èç óðàâíåíèÿ (30) ïîëó÷àåì p1x ≡ 0 è p1 ≡ 0. Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå, ïîñêîëüêó
âñå ìíîæèòåëè Ëàãðàíæà ðàâíû íóëþ.

Ñëåäîâàòåëüíî, λ > 0. Óìíîæèì óðàâíåíèå (29) íà u è âû÷òåì èç íåãî óðàâíåíèå (8),
óìíîæåííîå íà p1:

−(ṗ1, u)− (p1, u̇) + 2λν∥u∥2 + β(p1, Bx) = 0.

Èíòåãðèðóÿ ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå ïî ÷àñòÿì è ó÷èòûâàÿ (31) è ñîîòíîøåíèå βp1x =
2λνmBxx, ïðèõîäèì ê ðàâåíñòâó

λ|u|t=T |2 +
∫ T

0

(
2λν∥u∥2 + 2λνm∥B∥2

)
dt = 0.

Ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå, ïîñêîëüêó Bs ̸= 0. Ñëåäîâàòåëüíî, λ1 > 0. Ñäåëàâ çàìåíó

p1 = p1/λ1, p2 = p2/λ1, λ = λ/λ1

â óðàâíåíèÿõ (29)�(31), ïðèõîäèì ê èñêîìîé ñèñòåìå. Ñîãëàñíî [2, ñ. 76, òåîðåìà 1.3] ïîëó-
÷åííûå óñëîâèÿ ÿâëÿþòñÿ òàêæå è äîñòàòî÷íûìè.
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ABSTRACT

An optimal rigid control problem for one-dimensional magneto hydrodynamic �ow
between parallel planes is considered. We use the external electromotive forces as
a control function and minimize the functional corresponded with their work. An
existence and uniqueness theorem is proved and optimal system is derived.
Key words: Key words: magneto hydrodynamic equation, rigid control, optimality

system.


