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Î äèôôóçèîííîì ïðèáëèæåíèè äëÿ óðàâíåíèÿ

ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ ñ ó÷åòîì êîìïòîíîâñêîãî

ðàññåÿíèÿ

Ïîñâÿùàåòñÿ Í.Â. Êóçíåöîâó â ñâÿçè ñ 70-ëåòèåì

Ðàáîòà ïîñâÿùåíà âûâîäó äèôôóçèîííîãî ïðèáëèæåíèÿ äëÿ ïîëèõðîìàòè÷åñêîãî óðàâ-
íåíèÿ ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ â ñëó÷àå, êîãäà ñðåäè âèäîâ âçàèìîäåéñòâèÿ èçëó÷åíèÿ ñî
ñðåäîé ïðåîáëàäàåò êîìïòîíîâñêîå ðàññåÿíèå. Ïîëó÷åííîå äèôôóçèîííîå ïðèáëèæåíèå
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âûðîæäàþùååñÿ ïàðàáîëè÷åñêîå óðàâíåíèå. Îáñóæäàåòñÿ âûáîð íà-
÷àëüíîãî óñëîâèÿ äëÿ äèôôóçèîííîãî ïðèáëèæåíèÿ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: òåîðèÿ ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ, äèôôóçèîííîå ïðèáëèæåíèå, êîìïòîíîâ-

ñêîå ðàññåÿíèå.

1. Ââåäåíèå

Èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ ÿâëÿåòñÿ äîâîëüíî òî÷íîé
ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëüþ ïðîöåññà âçàèìîäåéñòâèÿ èçëó÷åíèÿ ñ âåùåñòâîì. Íî çà÷àñòóþ
ýòî óðàâíåíèå ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñëèøêîì ñëîæíûì èëè íåäîñòàòî÷íî èçó÷åííûì îáúåêòîì.
Â ñâÿçè ñ ýòèì ñóùåñòâóåò ñòðåìëåíèå ðàññìàòðèâàòü äðóãèå, áîëåå ïðîñòûå èëè áîëåå
ïðèâû÷íûå, îïèñàíèÿ ïðîöåññà ðàñïðîñòðàíåíèÿ èçëó÷åíèÿ. Ê ïîñëåäíèì ìîæíî îòíåñòè
äèôôóçèîííîå ïðèáëèæåíèå.

Ðàçëè÷íûå ïðèáëèæåíèÿ øèðîêî èñïîëüçóþòñÿ â ïðèêëàäíûõ çàäà÷àõ òåîðèè ïåðåíî-
ñà èçëó÷åíèÿ äëÿ îöåíêè êîëè÷åñòâåííûõ õàðàêòåðèñòèê ïîòîêà ôîòîíîâ, è òåîðèÿ â ýòîì
íàïðàâëåíèè äîñòàòî÷íî õîðîøî ðàçâèòà, îñîáåííî äëÿ ìîíîýíåðãåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ïå-
ðåíîñà èçëó÷åíèÿ [1�3]. Èíòåðåñ ê äèôôóçèîííûì ïðèáëèæåíèÿì îáóñëîâëåí òåì îáñòîÿ-
òåëüñòâîì, ÷òî ðåøåíèå çàäà÷ òåîðèè ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ, êàê ïðàâèëî, òðåáóåò ïðèìåíåíèÿ
ðåñóðñîåìêèõ àëãîðèòìîâ è ñîïðÿæåíî ñ áîëüøîé âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòüþ, â òî âðå-
ìÿ êàê êðàåâûå çàäà÷è äëÿ äèôôóçèîííîãî ïðèáëèæåíèÿ çà÷àñòóþ ìîãóò áûòü ðåøåíû â
ðàìêàõ êëàññè÷åñêîãî êóðñà ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè.

Åùå îäèí èç ôàêòîðîâ, îáóñëîâëèâàþùèé àêòóàëüíîñòü ïîñòðîåíèÿ è èññëåäîâàíèÿ ðàç-
ëè÷íûõ ïðèáëèæåíèé äëÿ óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ, ñâÿçàí ñ ïîñòàíîâêîé è èññëåäî-
âàíèåì îáðàòíûõ çàäà÷ â òåðìèíàõ òàêèõ ïðèáëèæåíèé. Ýòè çàäà÷è ìîãóò áûòü èíòåðïðå-
òèðîâàíû êàê çàäà÷è òîìîãðàôèè. Äèôôóçèîííûå ïðèáëèæåíèÿ ïðèìåíÿþòñÿ íå òîëüêî
â ðåíòãåíîâñêîé, íî è â îïòè÷åñêîé òîìîãðàôèè äëÿ îïèñàíèÿ ïðîöåññîâ ðàñïðîñòðàíåíèÿ
íåìîäóëèðîâàííûõ ïîòîêîâ è âîëí äèôôóçíîé ïëîòíîñòè [4�8]. Êàê ïðàâèëî, äèôôóçèîí-
íûå ïðèáëèæåíèÿ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ëèíåéíûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ
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ïðîèçâîäíûõ âòîðîãî ïîðÿäêà îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîé ôóíêöèè u, èìåþùåé ñìûñë ïîëíîé
(óñðåäíåííîé ïî íàïðàâëåíèÿì) èíòåíñèâíîñòè èçëó÷åíèÿ â òî÷êå. Òàêîé ïîäõîä äàåò âîç-
ìîæíîñòü èñïîëüçîâàòü äëÿ èññëåäîâàíèÿ è ðåøåíèÿ îáðàòíûõ çàäà÷ õîðîøî ðàçâèòûé äëÿ
ïîäîáíûõ óðàâíåíèé ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò [4,8].

Îñîáåííîñòüþ íàøåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî äèôôóçèîííîå ïðèáëèæåíèå ñòðîèòñÿ
äëÿ óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ â ñëó÷àå ïðåîáëàäàíèÿ (ñðåäè îñòàëüíûõ âèäîâ âçàèìî-
äåéñòâèÿ èçëó÷åíèÿ ñ âåùåñòâîì) íåêîãåðåíòíîãî êîìïòîíîâñêîãî ðàññåÿíèÿ. Ýòîò ýôôåêò
äëÿ áîëüøèíñòâà âåùåñòâ íà÷èíàåò ïðîÿâëÿòüñÿ íà ýíåðãèè ïîðÿäêà 10 êýÂ. Îí áûë îò-
êðûò Êîìïòîíîì â 1923 ã. è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîöåññ íåêîãåðåíòíîãî (ñ ïîòåðåé ýíåðãèè)
ðàññåÿíèÿ êâàíòîâ íà ñâîáîäíîì ýëåêòðîíå. Ïðè ýòîì ðàçíîñòü âåëè÷èí, îáðàòíî ïðîïîðöè-
îíàëüíûõ ýíåðãèÿì ïàäàþùåãî è ðàññåÿííîãî ôîòîíîâ, çàâèñèò òîëüêî îò óãëà ðàññåÿíèÿ
θ è íå çàâèñèò îò ñâîéñòâ ðàññåèâàþùåãî âåùåñòâà è ýíåðãèè ïàäàþùåãî èçëó÷åíèÿ. Ýòà
ñâÿçü âûðàæàåòñÿ ñîîòíîøåíèåì Êîìïòîíà, èìåþùèì âèä [9]

1

α′ =
1

α
+ 1− cos θ. (1)

Çäåñü α, α′ � ýíåðãèè äî è ïîñëå ðàññåÿíèÿ ñîîòâåòñòâåííî, âûðàæåííûå â áåçðàçìåðíûõ
åäèíèöàõ è ñâÿçàííûå ñ ýíåðãèåé â ýëåêòðîí-âîëüòàõ ñîîòíîøåíèåì α = E0/E, ãäå E0 �
ýíåðãèÿ ïîêîÿ ýëåêòðîíà. Ó ôîòîíà, èìåþùåãî áåçðàçìåðíóþ ýíåðãèþ α, âåðîÿòíîñòü ðàñ-
ñåÿòüñÿ íà óãîë θ îïðåäåëÿåòñÿ ñå÷åíèåì Êëÿéíà � Íèøèíû � Òàììà [9]. Èíòåðåñíî, ÷òî
äàæå ïðÿìàÿ çàäà÷à äëÿ óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ ñ ñå÷åíèåì Êëÿéíà � Íèøèíû �
Òàììà â èíòåãðàëå ñòîëêíîâåíèé áûëà ñòðîãî èññëåäîâàíà ëèøü íåäàâíî [10, 11]. Îñíîâíàÿ
æå ìàññà ðàáîò ïî êîìïòîíîâñêîìó ðàññåÿíèþ ïîñâÿùåíà ðàçðàáîòêå ðàçëè÷íûõ ÷èñëåííûõ
àëãîðèòìîâ [12�15].

Ïîëó÷åííîå â ðàáîòå äèôôóçèîííîå ïðèáëèæåíèå äëÿ ïîëèõðîìàòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ
ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïàðàáîëè÷åñêîå óðàâíåíèå òèïà óðàâíåíèÿ òåïëî-
ïðîâîäíîñòè ñ îáðàòíûì âðåìåíåì è ïîãëîùåíèåì òåïëà. Ïðè ýòîì ïåðâàÿ ïðîèçâîäíàÿ â
óðàâíåíèè îïèñûâàåò äèíàìèêó óñðåäíåííîãî ïî íàïðàâëåíèÿì ïîòîêà èçëó÷åíèÿ â ýíåðãå-
òè÷åñêîì äèàïàçîíå. Ïîÿâëåíèå ïðîèçâîäíîé ïî ýíåðãåòè÷åñêîé ïåðåìåííîé â äèôôóçèîí-
íîì ïðèáëèæåíèè ïðèâîäèò ê íåîáõîäèìîñòè çàäàòü íå òîëüêî ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ, êîòîðûå
î÷åâèäíûì îáðàçîì âûòåêàþò èç ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ äëÿ óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ,
íî è íà÷àëüíîå óñëîâèå, êîòîðîå îòñóòñòâóåò â èçíà÷àëüíîé ïîñòàíîâêå çàäà÷è. Â ðàáîòå
ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðèìåð ïîñòðîåíèÿ òàêîãî óñëîâèÿ, âûòåêàþùåãî èç ôèçè÷åñêèõ îñîáåí-
íîñòåé êîìïòîíîâñêîãî ðàññåÿíèÿ.

2. Äèôôóçèîííîå ïðèáëèæåíèå äëÿ óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà èçëó-

÷åíèÿ ñ êîìïòîíîâñêèì ðàññåÿíèåì

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïðîöåññ ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ ðàññìàòðèâàåòñÿ â íåêîòîðîé îáëàñòè
G, ïóñòü ôîòîíû â ïðîöåññå âçàèìîäåéñòâèÿ èçëó÷åíèÿ ñ âåùåñòâîì ìîãóò ðàññåèâàòüñÿ
òîëüêî ïî çàêîíó Êîìïòîíà. Ïîñëåäíåå ïðåäïîëîæåíèå ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî ïðè ïåðåõîäå �
â ðåçóëüòàòå ðàññåÿíèÿ � ôîòîíà ñ õàðàêòåðèñòèêàìè (ω, α) â ôîòîí ñ õàðàêòåðèñòèêàìè
(ω′, α′) ýòè ïåðåìåííûå ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì Êîìïòîíà, êîòîðîå ìîæåò áûòü çàïèñàíî
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

α′ = g(ω · ω′, α), g(ω · ω′, α) =
α

1− α(1− ω · ω′)
, (2)

ãäå ω · ω′ îçíà÷àåò ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ ω è ω′, îïèñûâàþùèõ íàïðàâëåíèÿ
ðàñïðîñòðàíåíèÿ ôîòîíà äî è ïîñëå ðàññåÿíèÿ ñîîòâåòñòâåííî. Ïåðåìåííàÿ ω èçìåíÿåòñÿ íà

210



åäèíè÷íîé ñôåðå Ω, à ïåðåìåííàÿ ω′ ïðèíàäëåæèò ïîäìíîæåñòâó åäèíè÷íîé ñôåðû Ωω,α =
{ω′ : ω′ ∈ Ω, ω · ω′ ≥ 1 − 1/α + 1/α}, è âåðíû íåðàâåíñòâà α ≤ g(ω · ω′, α) ≤ α, ãäå α �
ìàêñèìàëüíàÿ ýíåðãèÿ èçëó÷åíèÿ, èñïóñêàåìàÿ èñòî÷íèêàìè.

Óðàâíåíèå ïåðåíîñà â ýòîì ñëó÷àå áóäåò èìåòü âèä [10,11]

ω · ∇rf(r, ω, α) + µ(r, α)f(r, ω, α) =

=

∫
Ωω,α

k(r, ω, ω′, α)f(r, ω′, g(ω · ω′, α))dω′ + J(r, ω, α). (3)

Çäåñü f(r, ω, α) � ïëîòíîñòü ïîòîêà èçëó÷åíèÿ â òî÷êå r ∈ G, ðàñïðîñòðàíÿþùåãîñÿ â íà-
ïðàâëåíèè ω ∈ Ω è èìåþùåãî ýíåðãèþ α ∈ [α, α]; µ(r, α) � êîýôôèöèåíò ïîëíîãî âçàèìî-
äåéñòâèÿ èçëó÷åíèÿ ñî ñðåäîé â òî÷êå r ïðè ýíåðãèè α; J(r, ω, α) � ïëîòíîñòü âíóòðåííèõ
èñòî÷íèêîâ èçëó÷åíèÿ. Ôóíêöèÿ k(r, ω, ω′, α) íàçûâàåòñÿ èíäèêàòðèñîé ðàññåÿíèÿ è äëÿ
ñðåäû, ñîñòîÿùåé èç õèìè÷åñêîãî ýëåìåíòà ñ àòîìíûì íîìåðîì Z, ìîæåò áûòü çàïèñàíà â
âèäå [16]

k(r, ω, ω′, α) = σ(r)
S(x,Z)

Z
kKN (ω · ω′, α). (4)

Çäåñü x = 29.1445α
√
1− ω · ω′ � ìîìåíò ýëåêòðîíà îòäà÷è, âåëè÷èíà σ(r) îïèñûâàåò ïëîò-

íîñòü ýëåêòðîíîâ â òî÷êå r; ôóíêöèÿ kKN (ω · ω′, α) èìååò âèä

kKN (ω · ω′, α) =
r20χ[α,α] (g(ω · ω′, α))

2
√
1− ω · ω′

(
1

1− α(1− ω · ω′)
− α(1− ω · ω′) + (ω · ω′)2

)
(5)

è íàçûâàåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûì (ïî óãëîâîé ïåðåìåííîé) ñå÷åíèåì Êëÿéíà � Íèøèíû �
Òàììà [17]. Ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå ïîëó÷àåòñÿ èç êëàññè÷åñêîé ôîðìóëû èíòåãðèðîâàíèåì
ïî ïåðåìåííîé α′ ∈ (α, α), χ[α,α] � õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ èíòåðâàëà [α, α]. Ôóíêöèÿ
S(x, Z) â ôîðìóëå (4) íîñèò ïîïðàâî÷íûé õàðàêòåð è íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé íåêîãåðåíòíîãî
ðàññåÿíèÿ. Îíà ïîçâîëÿåò ó÷èòûâàòü íàëè÷èå ñâÿçè ýëåêòðîíîâ â àòîìå âåùåñòâà. Âåëè÷èíà
S(x, Z) ïðè ôèêñèðîâàííîì àòîìíîì íîìåðå Z ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ôóíêöèþ, êîòîðàÿ ðàâíà
íóëþ ïðè x = 0 è ïîñòåïåííî âîçðàñòàåò äî Z ïðè óâåëè÷åíèè x.

Íà ðèñ. 1 ïðèâåäåíû ãðàôèêè ôóíêöèé S(x,Z)/Z äëÿ óãëåðîäà è ñâèíöà [16]. Êàê âèäíî
èç ãðàôèêîâ íà ðèñ. 1 è èç îïðåäåëåíèÿ âåëè÷èíû x, ââåäåíèå ôóíêöèè íåêîãåðåíòíîãî ðàñ-
ñåÿíèÿ ïðèâîäèò ê óìåíüøåíèþ âåðîÿòíîñòè êîìïòîíîâñêîãî ðàññåÿíèÿ âïåðåä (ω · ω′ = 1)
è ê íåêîòîðîìó óâåëè÷åíèþ âåðîÿòíîñòè ðàññåÿíèÿ íàçàä îòíîñèòåëüíî ïåðâîíà÷àëüíîãî
äâèæåíèÿ ôîòîíà äëÿ íåáîëüøèõ ýíåðãèé è áîëåå òÿæåëûõ ýëåìåíòîâ. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî êî-
ëè÷åñòâî ýëåêòðîíîâ â àòîìå ñîâïàäàåò ñ àòîìíûì íîìåðîì Z, ôèçè÷åñêèé ñìûñë ôóíêöèè
S(x, Z) ìîæíî îáúÿñíèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì: îíà îïèñûâàåò êîëè÷åñòâî ýëåêòðîíîâ â àòî-
ìå, êîòîðûå ìîãóò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ñâîáîäíûå ïðè çàäàííûõ ýíåðãèè è óãëå ðàññåÿíèÿ.
Â ñëó÷àå, êîãäà ñðåäà ñîñòîèò èç ñëîæíîãî õèìè÷åñêîãî âåùåñòâà, èíäèêàòðèñà ðàññåÿíèÿ
ïîëó÷àåòñÿ êàê ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ èíäèêàòðèñ äëÿ õèìè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ, âõîäÿùèõ â
ñîñòàâ ýòîãî âåùåñòâà [16].

Îòìåòèì, ÷òî ìû èçíà÷àëüíî îãðàíè÷èëèñü â óðàâíåíèè (1) ó÷åòîì òîëüêî êîìïòîíîâ-
ñêîãî ðàññåÿíèÿ. Ïðèâåäåì íåêîòîðóþ îöåíêó òîãî, â êàêîé ñòåïåíè ýòî ÿâëÿåòñÿ îïðàâ-
äàííûì ïðè êîíêðåòíûõ ðàñ÷åòàõ. Êîýôôèöèåíò îñëàáëåíèÿ µ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå
µ = µf + µr + µc + µp, ãäå µf , µr, µc è µp � êîýôôèöèåíòû îñëàáëåíèÿ, îáóñëîâëåííûå
êàæäûì èç ñëåäóþùèõ âèäîâ âçàèìîäåéñòâèÿ: ôîòîýëåêòðè÷åñêîãî ïîãëîùåíèÿ, ðåëååâñêî-
ãî ðàññåÿíèÿ, êîìïòîíîâñêîãî ðàññåÿíèÿ, îáðàçîâàíèÿ ïàð [9]. Òàêèì îáðàçîì, âåëè÷èíû
µf = µf/µ, µr = µr/µ, µc = µc/µ, è µp = µp/µ õàðàêòåðèçóþò îòíîñèòåëüíûé âêëàä êàæäî-
ãî èç ïðîöåññîâ â îáùèé ïðîöåññ âçàèìîäåéñòâèÿ èçëó÷åíèÿ ñ âåùåñòâîì.
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Ðèñ 1. Ãðàôèêè íîðìèðîâàííûõ ôóíêöèé Ðèñ 2. Âêëàä (â ïðîöåíòàõ) êîìïòîíîâñêîãî

íåêîãåðåíòíîãî ðàññåÿíèÿ äëÿ óãëåðîäà (íåï- ðàññåÿíèÿ (ïóíêòèðíàÿ êðèâàÿ) è ñóììàðíûé

ðåðûâíàÿ êðèâàÿ) è ñâèíöà (ïóíêòèðíàÿ êðè- âêëàä ôîòîýôôåêòà è êîìïòîíîâñêîãî ðàññåÿ-

âàÿ) â çàâèñèìîñòè îò ìîìåíòà ýëåêòðîíà îò- íèÿ (ñïëîøíàÿ êðèâàÿ) â êîýôôèöèåíò ïîëíî-

äà÷è � x ãî âçàèìîäåéñòâèÿ äëÿ áåðèëëèÿ

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà íà ðèñ. 2 ïðèâåäåíû çàâèñèìîñòè âåëè÷èí µc (ïóíêòèðíàÿ êðèâàÿ) è
µf +µc (ñïëîøíàÿ êðèâàÿ) îò ýíåðãèè äëÿ áåðèëëèÿ â èíòåðâàëå ýíåðãèè îò 1êýÂ äî 10ÌýÂ.
Âêëàä ðåëååâñêîãî ðàññåÿíèÿ â ïðîöåññ âçàèìîäåéñòâèÿ îêàçûâàåòñÿ íåçíà÷èòåëüíûì ïî÷òè
íà âñåì äèàïàçîíå ýíåðãèé, è ïðè ýíåðãèè áîëåå 50 êýÂ îí íå ïðåâûøàåò 4,5%. Àíàëîãè÷íî
âûãëÿäÿò ñîîòâåòñòâóþùèå çàâèñèìîñòè è äëÿ äðóãèõ õèìè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ ñ òîé ëèøü
ðàçíèöåé, ÷òî ñ óâåëè÷åíèåì àòîìíîãî íîìåðà ýëåìåíòà äèàïàçîí ýíåðãèé, â êîòîðîì âêëàä
êîìïòîíîâñêîãî ðàññåÿíèÿ îêàçûâàåòñÿ ñóùåñòâåííûì, ñäâèãàåòñÿ âïðàâî [18]. Ãðàôèêè íà
ðèñ. 2 ïîñòðîåíû íà îñíîâàíèè òàáëèö [18].

Ñëåäóÿ ñòàíäàðòíîé ñõåìå ïîñòðîåíèÿ äèôôóçèîííîãî ïðèáëèæåíèÿ [1�3], ðàçëîæèì
ôóíêöèè f(r, ω, α) è J(r, ω, α) â ðÿäû Ôóðüå ïî ïîëíîé ñèñòåìå ñôåðè÷åñêèõ ôóíêöèé:

f(r, ω, α) =

∞∑
n=0

n∑
m=0

(anm(r, α)cosmγ + bnm(r, α)sinmγ)P (m)
n (cosθ), (6)

J(r, ω, α) =

∞∑
n=0

n∑
m=0

(Anm(r, α)cosmγ +Bnm(r, α)sinmγ)P (m)
n (cosθ),

ãäå anm(r, α), bnm(r, α) è Anm(r, α), Bnm(r, α) � ñîîòâåòñòâóþùèå ýòèì ðàçëîæåíèÿì êîýô-

ôèöèåíòû Ôóðüå, ôóíêöèè P
(m)
n (cosθ) íàçûâàþòñÿ ïðèñîåäèíåííûìè ôóíêöèÿìè Ëåæàíä-

ðà è îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

P (m)
n (x) = (1− x2)

m
2
dmPn(x)

dxm
, Pn(x) =

1

2nn!

dn

dxn
[(x2 − 1)n], (7)

çäåñü Pn(x) � ïîëèíîì Ëåæàíäðà ñòåïåíè n.
Îãðàíè÷èâàÿñü â ðàçëîæåíèÿõ (6) ïåðâûìè äâóìÿ ÷ëåíàìè, ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå ïðè-

áëèæåíèÿ äëÿ ôóíêöèé f è J :

f̃(r, ω, α) = f0(r, α) + ω · f1(r, α), J̃(r, ω, α) = J0(r, α) + ω · J1(r, α), (8)

ãäå f0(r, α) = a00(r, α), f1(r, α) = (a11(r, α), b11(r, α), a10(r, α)) , J0(r, α) = A00(r, α), J1(r, α) =
(A11(r, α), B11(r, α), A10(r, α)).
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Äàëåå, äëÿ îïðåäåëåíèÿ a00(r, α) = f0(r, α), ïîäñòàâèì ïðèáëèæåíèÿ (8) â óðàâíåíèå
ïåðåíîñà (3):

ω · ∇r(f0(r, α) + ω · f1(r, α)) + µ(r, α)(f0(r, α) + ω · f1(r, α)) =

=

∫
Ωω,α

k(r, ω, ω′, α)
(
f0(r, g(ω · ω′, α)) + ω′ · f1(r, g(ω · ω′, α))

)
dω′+

+ J0(r, α) + ω · J1(r, α). (9)

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ôîòîíû ðàññåèâàþòñÿ ïðåèìóùåñòâåííî íà ìàëûå óãëû, òàê ÷òî
ω · ω′ ∼ 1. Ðàñêëàäûâàÿ ïîä èíòåãðàëîì ôóíêöèè f0 è f1 â ðÿä Òåéëîðà ïî ïåðåìåííîé α
è îãðàíè÷èâàÿñü â ðàçëîæåíèè äëÿ f0 ïåðâûìè äâóìÿ ÷ëåíàìè, à â ðàçëîæåíèè f1 îäíèì
÷ëåíîì, ïîëó÷àåì

ω · ∇r(f0(r, α) + ω · f1(r, α)) + µ(r, α)(f0(r, α) + ω · f1(r, α)) =

= µ∗
s(r, α)f0(r, α) + α2

(
µ∗
s(r, α)− ν(r, α)

) ∂

∂α
f0(r, α) + ν(r, α)ω · f1(r, α)+

+ J0(r, α) + ω · J1(r, α). (10)

Âåëè÷èíà

µ∗
s(r, α) =

∫
Ωω,α

k(r, ω, ω′, α, α′)dω′ (11)

íàçûâàåòñÿ äâîéñòâåííûì êîýôôèöèåíòîì ðàññåÿíèÿ [17] è èìååò ñëåäóþùèé ôèçè÷åñêèé
ñìûñë: îòíîøåíèå µ∗

s(r, α)/µ(r, α) ïîêàçûâàåò, êàêàÿ ÷àñòü ôîòîíîâ â òî÷êå r ñ ïåðâîíà-
÷àëüíîé ýíåðãèåé α′ ∈ [α, α] â ðåçóëüòàòå êîìïòîíîâñêîãî ðàññåÿíèÿ íà ðàçëè÷íûå óãëû
ïðèîáðåòåò ýíåðãèþ α.

Ôóíêöèÿ

ν(r, α) =

∫
Ωω,α

(ω · ω′)k(r, ω, ω′, α, α′)dω′ (12)

îáû÷íî íàçûâàåòñÿ ôàêòîðîì àíèçîòðîïèè è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñðåäíèé êîñèíóñ óãëà ðàñ-
ñåÿíèÿ â òî÷êå r íà ýíåðãèè α [1�3].

Ïðîèíòåãðèðîâàâ ðàâåíñòâî (10) ïî ω, è ó÷èòûâàÿ, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî òðåõêîìïî-
íåíòíîãî âåêòîðà F (r) âûïîëíÿþòñÿ òîæäåñòâà∫

Ω

ω · F (r)dω = 0,

∫
Ω

ω · ∇r(ω · F (r))dω =
4π

3
divF (r),

∫
Ω

∇r(ω · F (r))dω = 0, (13)

ãäå â ïðàâîé ÷àñòè ïîñëåäíåãî ñîîòíîøåíèÿ ñòîèò íóëåâîé âåêòîð, ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó
óðàâíåíèþ:

1

3
divrf1(r, α) +

(
µ(r, α)− µ∗

s(r, α)
)
f0(r, α)− α2

(
µ∗
s(r, α)− ν(r, α)

) ∂

∂α
f0(r, α) = J0(r, α). (14)

Óìíîæàÿ äàëåå ðàâåíñòâî (10) ñêàëÿðíî íà ω è èíòåãðèðóÿ åãî ïî ω, âîñïîëüçîâàâøèñü
ñîîòíîøåíèÿìè (13), â èòîãå ïðèõîäèì ê åùå îäíîìó óðàâíåíèþ, êîòîðîå ñâÿçûâàåò âåëè-
÷èíû f0 è f1:

∇rf0(r, α) +
(
µ(r, α)− ν(r, α)

)
f1(r, α) = J1(r, α). (15)

Èñêëþ÷àÿ èç (14) è (15) ôóíêöèþ f1(r, α) è ââîäÿ îáîçíà÷åíèÿ

A(r, α) = µ∗
s(r, α)− ν(r, α),
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D(r, α) =
(
3(µ(r, α)− ν(r, α))

)−1
,

µ∗
a(r, α) = µ(r, α)− µ∗

s(r, α),

J̃(r, α) = J0(r, α) + divr

[
D(r, α)J1(r, α)

]
,

ïðèõîäèì ê äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ âòîðîãî ïîðÿäêà äëÿ íåèçâåñòíîé ôóíêöèè
f0(r, α):

α2A(r, α)
∂

∂α
f0(r, α) = −divr

[
D(r, α)∇rf0(r, α)

]
+µ∗

a(r, α)f0(r, α)− J̃(r, α). (16)

Ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïàðàáîëè÷åñêîå óðàâíåíèå òèïà óðàâíåíèÿ òåï-
ëîïðîâîäíîñòè ñ îáðàòíûì âðåìåíåì è ïîãëîùåíèåì òåïëà. Ïðè ýòîì ïðîèçâîäíàÿ ïî ïåðå-
ìåííîé α îïèñûâàåò äèíàìèêó óñðåäíåííîãî ïî íàïðàâëåíèÿì ïîòîêà èçëó÷åíèÿ â ýíåðãå-
òè÷åñêîì äèàïàçîíå.

Â ñëó÷àå, êîãäà êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèÿ (16) íå çàâèñÿò îò ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåí-
íîé, ïåðåõîä îò áåçðàçìåðíîé ýíåðãèè α ê äëèíå âîëíû â êîìïòîíîâñêèõ åäèíèöàõ λ = 1/α
[12] è ââåäåíèå çàìåíû

f0(r, λ) = u(r, λ) exp


λ∫

λ

µ∗
a(λ

′)

A(λ′)
dλ′

 (17)

ïðèâîäèò íàñ ê óðàâíåíèþ òåïëîïðîâîäíîñòè îòíîñèòåëüíî íîâîé ôóíêöèè u(r, λ):

A(λ)
∂

∂λ
u(r, λ) = D(λ)∆u(r, λ) + J̃(r, λ). (18)

Â ïîñëåäíåì óðàâíåíèè è ñîîòíîøåíèè (17) çàâèñèìîñòü êîýôôèöèåíòîâ îò α ôîðìàëüíî
çàìåíåíà íà λ, íî îáîçíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ îñòàâëåíû òå æå, ÷òî è ðàíüøå, λ = 1/α.

3. Ãðàíè÷íûå è íà÷àëüíûå óñëîâèÿ

Äëÿ âûäåëåíèÿ åäèíñòâåííîãî ðåøåíèÿ íàì íåîáõîäèìî äîïîëíèòü óðàâíåíèå (16) ãðà-
íè÷íûìè è íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè. Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íåñëîæíî ïîëó÷èòü èç ñîîòâåòñòâó-
þùåãî óñëîâèÿ äëÿ óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ. Îáû÷íî êðàåâîå óñëîâèå äëÿ íåãî èìååò
âèä

f(z, ω, α) = h(z, ω, α), z ∈ ∂G, ω · n(z) < 0, α ∈ [α, α], (19)

ãäå n(z) � âåêòîð âíåøíåé íîðìàëè â òîêå z. Óñëîâèå òàêîãî òèïà èìååò î÷åâèäíûé ôèçè-
÷åñêèé ñìûñë è çàäàåò ïëîòíîñòü ïîòîêà èçëó÷åíèÿ, âõîäÿùåãî â îáëàñòü G èçâíå.

Ïðè ïîñòðîåíèè äèôôóçèîííîãî ïðèáëèæåíèÿ ìû èñïîëüçóåì ïðîñòåéøóþ çàâèñèìîñòü
ïîòîêà èçëó÷åíèÿ îò óãëîâîé ïåðåìåííîé (8), çàäàâàåìóþ ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì. Â
ñâÿçè ñ ýòèì ìû íå ìîæåì óäîâëåòâîðèòü ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ (19) òî÷íî, è íåîáõîäèìî
ïîñòðîèòü íåêîòîðîå åãî ïðèáëèæåíèå. Êëàññè÷åñêèì ñïîñîáîì ïðèáëèæåíèÿ ýòîãî óñëîâèÿ
ÿâëÿåòñÿ çàäàíèå ïîëíîãî äèôôóçèîííîãî ïîòîêà, âõîäÿùåãî âíóòðü îáëàñòè G [2,3]. Ýòî
óñëîâèå èìååò âèä∫

ω·n(z)<0

(n(z) · ω)f̃(z, ω, α)dω =

∫
ω·n(z)<0

(n(z) · ω)h(z, ω, α)dω, z ∈ ∂G. (20)

Ñîîòíîøåíèå (20) ìîæåò áûòü ïðèâåäåíî ê âèäó, ñîäåðæàùåìó òîëüêî ôóíêöèþ f0. Äëÿ
ýòîãî ïðåäñòàâèì âåêòîð-ôóíêöèþ f1(r, α) â âèäå ñóììû íîðìàëüíîé è òàíãåíöèàëüíîé
êîìïîíåíò:

f1(z, α) = f1n(z, α)n(z) + f1t(z, α)t(z),
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ãäå t(z) � âåêòîð, êàñàòåëüíûé ê ∂G â òî÷êå z. Ïîäñòàâëÿÿ äàííîå ðàçëîæåíèå â (20),
ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó óñëîâèþ íà ãðàíèöå:

1

2
f0(z, α) +

f1n(z, α)

4π
=

∫
ω·n(z)<0

(n(z) · ω)h(z, ω, α)dω = h̃(z, α). (21)

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî f1n(z, α) = n(z)f1(z, α), è ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèå ôóíêöèè f1 ÷åðåç f0 èç
ñîîòíîøåíèÿ (15), îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå ãðàíè÷íîå óñëîâèå äëÿ óðàâíåíèÿ
(16):

1

2
f0 −

3D

4π

∂f0
∂n

= h̃− 3D

4π
n · J1. (22)

Åñëè ãðàíè÷íîå óñëîâèå äëÿ óðàâíåíèÿ (16) åñòåñòâåííûì îáðàçîì âûòåêàåò èç ñîîòâåò-
ñòâóþùåãî óñëîâèÿ äëÿ óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ, òî ïîñòàíîâêà íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ
íå ñîâñåì î÷åâèäíà. Îñòàíîâèìñÿ áîëåå ïîäðîáíî íà îäíîì èç âàðèàíòîâ íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ
äëÿ óðàâíåíèÿ (16). Ðàññìàòðèâàÿ óðàâíåíèå (4) ïðè ýíåðãèè α = α, íåñëîæíî çàìåòèòü, ÷òî
èíòåãðàë ñòîëêíîâåíèé â ýòîì ñëó÷àå îáðàùàåòñÿ â íîëü. Óêàçàííîå îáñòîÿòåëüñòâî ñâÿçà-
íî ñ òåì, ÷òî ïðè êîìïòîíîâñêîì ðàññåÿíèè ýíåðãèÿ ôîòîíîâ ìîæåò òîëüêî óìåíüøèòüñÿ,
ïîýòîìó ïëîòíîñòü ïîòîêà èçëó÷åíèÿ íà ìàêñèìàëüíîé ýíåðãèè óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ
ïåðåíîñà â ñëó÷àå îòñóòñòâèÿ èíòåãðàëà ñòîëêíîâåíèé (ôîòîíû, ïðåòåðïåâøèå ðàññåÿíèå,
ïåðåéäóò íà äðóãèå óðîâíè ýíåðãèè). Ó÷èòûâàÿ ýòîò ôàêò, ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà äëÿ
ýíåðãèè α = α ìîæíî çàïèñàòü â ÿâíîì âèäå:

f(r, ω, α) = h(r − d(r,−ω)ω, ω, α) exp

−
d(r,−ω)∫
0

µ(r − ωt, α)dt

+

+

d(r,−ω)∫
0

exp

−
t∫

0

µ(r − ωt, α)dt

J(r − ωt, ω, α)dt, (23)

ãäå d(r, ω) � ðàññòîÿíèå îò òî÷êè r äî ãðàíèöû îáëàñòè â íàïðàâëåíèè ω.
Èíòåãðèðóÿ ïîñëåäíåå âûðàæåíèå ïî ïåðåìåííîé ω ∈ Ω è ââîäÿ îáîçíà÷åíèå τ(r, ω, t) =

t∫
0

µ(r − t′ω, α)dt′, ïîñëå íåñëîæíûõ ïðåîáðàçîâàíèé èìååì

f0(r, α) = φ0(r) =

∫
∂G

h

(
ξ,

r − ξ

|r − ξ|
, α

)
exp

{
−τ

(
ξ,

r − ξ

|r − ξ|
, |r − ξ|

)}
dξ

|r − ξ|2
+

+

∫
G

J

(
z,

r − z

|r − z|
, α

)
exp

{
−τ

(
z,

r − z

|r − z|
, |r − z|

)}
dz

|r − z|2
. (24)

Îòìåòèì, ÷òî ïðåäëîæåííîå íà÷àëüíîå óñëîâèå íå ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííî âîçìîæíûì.
Îíî áîëåå èíòåðåñíî ñ òîé òî÷êè çðåíèÿ, ÷òî åãî âèä âûòåêàåò íåïîñðåäñòâåííî èç ôèçè-
÷åñêèõ îñîáåííîñòåé êîìïòîíîâñêîãî ðàññåÿíèÿ. Â ïðèêëàäíûõ çàäà÷àõ âûáîð íà÷àëüíîãî
óñëîâèÿ äîëæåí ïðîèçâîäèòüñÿ èíäèâèäóàëüíî, èñõîäÿ èç êîíêðåòíîé ïîñòàíîâêè çàäà÷è.
Ïî áîëüøîìó ñ÷åòó ïðîáëåìà âûáîðà íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ, ñ öåëüþ íàèëó÷øåãî ñîîòâåòñòâèÿ
ìåæäó ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà è äèôôóçèîííîãî ïðèáëèæåíèÿ, ïðåäñòàâëÿåò ñî-
áîé îòäåëüíîå íàïðàâëåíèå èññëåäîâàíèé, òàêîå æå, êàê è îïòèìàëüíûé âûáîð ãðàíè÷íûõ
óñëîâèé [19�21].
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Ðèñ. 3. Ãðàôèêè äâîéñòâåííîãî êîýôôèöèåíòà Ðèñ. 4. Ãðàôèêè êîýôôèöèåíòîâ äèôôóçèîí-

ðàññåÿíèÿ (ïóíêòèðíàÿ êðèâàÿ) è ôàêòîðà àíè- íîãî ïðèáëèæåíèÿ, â çàâèñèìîñòè îò ýíåðãèè,

çîòðîïèè (íåïðåðûâíàÿ êðèâàÿ) äëÿ óãëåðîäà â äëÿ óãëåðîäà. α ∼ 0.511 Ìýâ

çàâèñèìîñòè îò ýíåðãèè, α ∼ 0.511 Ìýâ

4. Çàêëþ÷åíèå

Âèä ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (16) âî ìíîãîì îïðåäåëÿåòñÿ åãî êîýôôèöèåíòàìè, è åñëè çàâè-
ñèìîñòü êîýôôèöèåíòîâ ïî ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé îïðåäåëÿåòñÿ â îñíîâíîì ïëîòíî-
ñòüþ ýëåêòðîíîâ â ñðåäå, òî çàâèñèìîñòü ïî ýíåðãåòè÷åñêîé ïåðåìåííîé áîëåå èíòåðåñíà. Â
ñâÿçè ñ ýòèì â çàêëþ÷åíèå ñêàæåì íåñêîëüêî ñëîâ î õàðàêòåðíîì ïîâåäåíèè êîýôôèöèåíòîâ
äèôôóçèîííîãî ïðèáëèæåíèÿ.

Àíàëèç òàáëèö [18] ïîêàçàë, ÷òî êîýôôèöèåíò µ∗
a(r, α) ìîæåò èçìåíÿòü çíàê, ïîýòîìó

ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ýíåðãèè ÷ëåí µ∗
af0 ìîæåò îïèñûâàòü êàê óâåëè÷åíèå ïîëíîé èí-

òåíñèâíîñòè, òàê è åå óìåíüøåíèå. Êîýôôèöèåíò äèôôóçèè D, íàïðîòèâ, ïîëîæèòåëåí íà
âñåì èíòåðâàëå ýíåðãèé. Òèïè÷íîå ïîâåäåíèå êîýôôèöèåíòîâ óðàâíåíèÿ (16) ïðèâåäåíî íà
ðèñ. 4.

Êîýôôèöèåíò A(r, α), ñòîÿùèé ïðè ïåðâîé ïðîèçâîäíîé, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðàçíîñòü
äâîéñòâåííîãî êîýôôèöèåíòà ðàññåÿíèÿ µ∗

s è ôàêòîðà àíèçîòðîïèè ν è, â ñèëó ñâîåãî îïðå-
äåëåíèÿ, íå îòðèöàòåëåí. Íà ðèñ. 3 èçîáðàæåíû ãðàôèêè ôóíêöèé µ∗

s è ν, ïîëó÷åííûõ
èíòåãðèðîâàíèåì (11) è (12) ïðè çíà÷åíèè âåðõíåãî ïðåäåëà ðàññìàòðèâàåìîãî äèàïàçîíà
ýíåðãèé α = 1(∼ 0.511 Ìýâ). Êàê âèäíî èç ãðàôèêîâ, íàáëþäàåòñÿ áûñòðîå óáûâàíèå îáåèõ
ôóíêöèé äî íóëÿ ïðè ïðèáëèæåíèè ýíåðãèè ê âåðõíåé ãðàíèöå ýíåðãåòè÷åñêîãî äèàïàçîíà.
Òàêîå ïîâåäåíèå âûòåêàåò èç îïðåäåëåíèÿ îáëàñòè èíòåãðèðîâàíèÿ â ôîðìóëàõ (11) è (12)
è ìîæåò áûòü îáúÿñíåíî ñëåäóþùèì îáðàçîì. Êàê óæå ãîâîðèëîñü, âåëè÷èíà µ∗

s,C(α)/µ(α)
ïîêàçûâàåò, êàêàÿ ÷àñòü ôîòîíîâ ñ ïåðâîíà÷àëüíîé ýíåðãèåé α′ ∈ [α, α] â ðåçóëüòàòå êîìï-
òîíîâñêîãî ðàññåÿíèÿ íà ðàçëè÷íûå óãëû ïðèîáðåòåò ýíåðãèþ α. Íåðàâåíñòâà α ≤ α′ ≤ α,
â ÷àñòíîñòè, îçíà÷àþò, ÷òî èñòî÷íèêè èçëó÷åíèÿ íå èñïóñêàþò ôîòîíîâ, èìåþùèõ ýíåð-
ãèþ âûøå α. Òàêèì îáðàçîì, ó÷èòûâàÿ ñîîòíîøåíèå Êîìïòîíà (1), ýíåðãèåé α, áëèçêîé ê
α, áóäóò îáëàäàòü ëèøü ôîòîíû, êîòîðûå ðàññåÿëèñü â î÷åíü óçêîì êîíóñå îòíîñèòåëüíî
ïåðâîíà÷àëüíîãî íàïðàâëåíèÿ äâèæåíèÿ (ω · ω′ ≈ 1). Ïðè ýòîì åñòåñòâåííî îæèäàòü, ÷òî
äîëÿ òàêèõ ôîòîíîâ äîñòàòî÷íî ìàëà. Àíàëîãè÷íàÿ ñèòóàöèÿ ñïðàâåäëèâà è äëÿ ôàêòîðà
àíèçîòðîïèè ν.

Îáðàùåíèå êîýôôèöèåíòà A(r, α) â íîëü ïðè α = α ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî óðàâíåíèå (16)
â òî÷êå çàäàíèÿ íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ (24) âûðîæäàåòñÿ ê ýëëèïòè÷åñêîìó òèïó. Â ñâÿçè ñ
ýòèì íà÷àëüíî-êðàåâàÿ çàäà÷à (16),(22),(24) ìîæåò è íå èìåòü ðåøåíèÿ â êëàññè÷åñêîì
ñìûñëå. Òàêèì îáðàçîì, äèôôóçèîííîå ïðèáëèæåíèå äëÿ óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ â
ñëó÷àå ó÷åòà êîìïòîíîâñêîãî ðàññåÿíèÿ òðåáóåò äàëüíåéøåãî èññëåäîâàíèÿ.
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ABSTRACT

This paper deals with di�usion approximation for the radiation transfer equation
which takes into account Ñompton scattering on electrons. Considered approxima-
tion is degenerate parabolic equation. The choice of initial conditions is discussed.
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