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Î ìàêñèìóìå ìåáèóñîâà èíâàðèàíòà â çàäà÷å ñ

÷åòûðüìÿ íåíàëåãàþùèìè îáëàñòÿìè

Ïóñòü r(D, a) � êîíôîðìíûé ðàäèóñ îáëàñòè D îòíîñèòåëüíî òî÷êè a. Óñòàíîâëåíà
òî÷íàÿ âåðõíÿÿ ãðàíü ïðîèçâåäåíèÿ

4∏
k=1

r(Dk, ak)

|ak+1 − ak|
, a5 := a1

ïî âñåâîçìîæíûì íàáîðàì ïîïàðíî íåíàëåãàþùèõ îäíîñâÿçíûõ îáëàñòåé Dk ⊂ C è

òî÷åê ak ∈ Dk, k = 1, . . . , 4. Ìåòîäîì âíóòðåííèõ âàðèàöèé Øèôôåðà ïîëó÷åí âèä

êâàäðàòè÷íîãî äèôôåðåíöèàëà, àññîöèèðîâàííîãî ñ çàäà÷åé î ìàêñèìóìå àíàëîãè÷íî-

ãî ïðîèçâåäåíèÿ â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíîãî ÷èñëà îáëàñòåé. Çàòåì äëÿ ÷åòûðåõ îáëàñòåé

çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê èññëåäîâàíèþ êðóãîâûõ îáëàñòåé îòíîñèòåëüíî ñîîòâåòñòâóþùåãî

êâàäðàòè÷íîãî äèôôåðåíöèàëà.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: êîíôîðìíûé ðàäèóñ, ì¼áèóñîâû èíâàðèàíòû, ýêñòðåìàëüíûå ðàçáèå-

íèÿ, êâàäðàòè÷íûé äèôôåðåíöèàë.

1. Ââåäåíèå è îñíîâíîé ðåçóëüòàò

Â ãåîìåòðè÷åñêîé òåîðèè ôóíêöèé õîðîøî èçâåñòíû çàäà÷è îá ýêñòðåìàëüíîì ðàçáè-
åíèè êîìïëåêñíîé ñôåðû [1�3]. Îäíà èç íèõ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû íàéòè ìàêñèìóì
ïðîèçâåäåíèÿ

n∏
k=1

r(Dk, ak)

ïî âñåâîçìîæíûì ïîïàðíî íåíàëåãàþùèì îäíîñâÿçíûì îáëàñòÿì Dk, ñîäåðæàùèì çàäàí-
íûå òî÷êè ak ∈ Dk ⊂ C, k = 1, . . . , n, n > 2, ãäå r(Dk, ak) îáîçíà÷àåò êîíôîðìíûé ðà-
äèóñ îáëàñòè Dk â òî÷êå ak [1]. Áóäåì íàçûâàòü óêàçàííóþ çàäà÷ó çàäà÷åé (I). Ïðîñòåé-
øèé ñëó÷àé çàäà÷è äëÿ äâóõ íåíàëåãàþùèõ îáëàñòåé áûë ðàññìîòðåí Ì.À.Ëàâðåíòüåâûì
â 1934 ãîäó [4]. Ñîãëàñíî ðåçóëüòàòó, ïîëó÷åííîìó Ì.À.Ëàâðåíòüåâûì, åñëè a1 è a2 � êî-
íå÷íûå òî÷êè, òî äëÿ ëþáîé ïàðû íåíàëåãàþùèõ îäíîñâÿçíûõ îáëàñòåé D1 è D2 òàêîé, ÷òî
ak ∈ Dk, k = 1, 2, ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

r(D1, a1)r(D2, a2) 6 |a1 − a2|2, (1)

ãäå ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ äëÿ ïîëóïëîñêîñòåé Dk è òî÷åê ak, ñèììåòðè÷íûõ îòíîñèòåëüíî
èõ îáùåé ãðàíèöû.

⋆ Äàëüíåâîñòî÷íàÿ ãîñóäàðñòâåííàÿ ñîöèàëüíî-ãóìàíèòàðíàÿ àêàäåìèÿ, 679000, Áèðîáèäæàí,

óë. Øèðîêàÿ, 70à. Ýëåêòðîííàÿ ïî÷òà: dina_kir_03@mail.ru
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Çàìåòèì, ÷òî âåëè÷èíà

I2 :=

[
r(D1, a1)r(D2, a2)|a1 − a2|−2, a1 + a2 ̸= ∞;

r(D1, a1)r(D2, a2), a1 + a2 = ∞,
(2)

ak ∈ Dk ⊂ C, k = 1, 2, ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì îòíîñèòåëüíî äðîáíî-ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé
ïëîñêîñòè C íà ñåáÿ. Òî åñòü äëÿ âñÿêîé ôóíêöèè âèäà f(z) = (az+b)/(cz+d), ãäå ad−bc ̸= 0,
âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

I2(a1, a2, D1, D2) = I2(f(a1), f(a2), f(D1), f(D2)).

Òàêèì îáðàçîì, íåðàâåíñòâî (1) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê îöåíêó ñâåðõó ìåáèóñîâà èíâà-
ðèàíòà: I2 6 1. Â ñëó÷àå òðåõ è áîëåå òî÷åê ìíîãèå àâòîðû [5�9 è äð.] ðàññìàòðèâàëè îöåíêè
áîëåå îáùåãî ìåáèóñîâà èíâàðèàíòà âèäà

In :=

n∏
k=1

r(Dk, ak){
′∏

16k<l6n

|ak − al|

} 2
n−1

, (3)

(çäåñü è äàëåå øòðèõ ó ïðîèçâåäåíèÿ îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ áåñêîíå÷íî óäàëåííîé òî÷êè ïîä
ñîîòâåòñòâóþùèì ìíîæèòåëåì ïîíèìàåòñÿ åäèíèöà). Äëÿ ïîëó÷åíèÿ In íóæíî äëÿ n ïî-
ïàðíî íåíàëåãàþùèõ îáëàñòåé Dk è òî÷åê ak ∈ Dk, k = 1, . . . , n, n > 2, ïåðåìíîæèòü
âñåâîçìîæíûå ïîïàðíûå ïðîèçâåäåíèÿ âèäà (2) è èçâëå÷ü êîðåíü ñòåïåíè 2(n − 1). Â 1951
ãîäó Ã.Ì. Ãîëóçèí ïîëó÷èë òî÷íóþ îöåíêó äëÿ I3 [1, c.165]

I3 6
64

81
√
3
,

ãäå ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ, ñ òî÷íîñòüþ äî äðîáíî-ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ, òîëüêî äëÿ
îáëàñòåé, ÿâëÿþùèõñÿ ðàâíûìè óãëàìè, è òî÷åê, ëåæàùèõ íà áèññåêòðèñàõ ýòèõ óãëîâ íà
îäèíàêîâîì ðàññòîÿíèè îò èõ îáùåé âåðøèíû. Ñëó÷àé n > 3 îêàçûâàåòñÿ çíà÷èòåëüíî ñëîæ-
íåå è ñóùåñòâåííî îòëè÷àåòñÿ îò ñèòóàöèè n 6 3, òàê êàê äðîáíî-ëèíåéíûì îòîáðàæåíèåì
ëþáûå òðè íàïåðåä çàäàííûå òî÷êè ìîæíî ïåðåâåñòè â òðè òî÷êè, óäîáíûå äëÿ äîêàçàòåëü-
ñòâà. Äëÿ n = 4 Ã.Â.Êóçüìèíà â ðàáîòå [6] ïîêàçàëà, ÷òî çàäà÷à îá îöåíêå I4 ñâîäèòñÿ ê
ïðîáëåìå íàèìåíüøåé åìêîñòè â îïðåäåëåííîì ñåìåéñòâå êîíòèíóóìîâ, è ïîëó÷èëà òî÷íîå
íåðàâåíñòâî

I4 6 32 · 4−8/3.

Ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà, ñ òî÷íîñòüþ äî äðîáíî-ëèíåéíîãî ïðåîá-

ðàçîâàíèÿ, a1 = −a2 = 1, a3 = −a4 = i(2−
√
3), à ãðàíèöà ìíîæåñòâà

4∪
k=1

Dk ñîñòîèò èç îòðåç-

êà [
√
3−2, 2−

√
3], ëó÷åé {z | z = it, t ∈ [1,+∞)} è {z | z = it, t ∈ (−∞, −1]}, òîé ÷àñòè êðóãî-

âîé äóãè γ, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êè −1, i, 2−
√
3, êîòîðàÿ ëåæèò â ïåðâîì êâàäðàíòå, à òàê-

æå êðóãîâûõ äóã, êîòîðûå ïîëó÷àþòñÿ èç γ ïðåîáðàçîâàíèÿìè w → −w, w → w, w → −w.
Ýòî æå íåðàâåíñòâî äîêàçàíî Ñ.È.Ôåäîðîâûì â [7] â êà÷åñòâå ïðèëîæåíèÿ ïîëó÷åííûõ èì
âñëåä çà Ã.Ï.Áàõòèíîé íåîáõîäèìûõ óñëîâèé äëÿ ýêñòðåìàëüíîãî íàáîðà îáëàñòåé è òî÷åê
â çàäà÷å In → max, n > 2.

Äëÿ n > 5 ïîëíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (II) äî íàñòîÿùåãî âðåìåíè íå ïîëó÷åíî.
Â íåäàâíåé ñòàòüå [9] ââåäåí äðóãîé èíâàðèàíò

Jn =

n∏
k=1

r(Dk, ak)

n∏
k=1

′
|ak − ak+1|

, an+1 := a1, (4)
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ãäå Dk, k = 1, . . . , n, n > 2, � ïîïàðíî íåíàëåãàþùèå îáëàñòè çàìêíóòîé êîìïëåêñíîé
ïëîñêîñòè, òî÷êè ak ∈ Dk, k = 1, . . . , n. Ýòîò èíâàðèàíò ïîëó÷àåòñÿ, åñëè ïåðåìíîæèòü
âñåâîçìîæíûå ïîïàðíûå ïðîèçâåäåíèÿ âèäà I2(ak, ak+1, Dk, Dk+1) (k = 1, . . . , n; an+1 := a1)
è èç ïîëó÷åííîãî ïðîèçâåäåíèÿ èçâëå÷ü êâàäðàòíûé êîðåíü. Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî ïðè
n = 2 è n = 3 èíâàðèàíòû (3) è (4) ñîâïàäàþò, ïðè n > 3 îíè îòëè÷àþòñÿ íà ïðîèçâåäåíèå
ñòåïåíåé ìîäóëåé àíãàðìîíè÷åñêèõ îòíîøåíèé òî÷åê ak, k = 1, . . . , n. Çàäà÷ó îá îòûñêàíèè
ìàêñèìóìà âåëè÷èíû Jn ïî âñåâîçìîæíûì íàáîðàì ïîïàðíî íåíàëåãàþùèõ îäíîñâÿçíûõ
îáëàñòåé Dk ⊂ C, k = 1, . . . , n, è òî÷åê ak ∈ Dk, k = 1, . . . , n, áóäåì íàçûâàòü çàäà÷åé (II).
Â ñòàòüå [9], â ÷àñòíîñòè, áûëî ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ ëþáûõ ïîïàðíî íåíàëåãàþùèõ îáëàñòåé
Dk è òî÷åê ak ∈ Dk, k = 1, . . . , 4, ðàñïîëîæåííûõ íà åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè, J4 6 1/4.
Â íàñòîÿùåé ðàáîòå äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî óêàçàííàÿ îöåíêà J4 âåðíà äëÿ ëþáûõ ðàçëè÷íûõ
òî÷åê ïëîñêîñòè C, à èìåííî ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü îäíîñâÿçíûå îáëàñòè Dk ⊂ C, k = 1, . . . , 4, òàêèå, ÷òî Dk
∩

Dl = ∅
äëÿ âñåõ k ̸= l, k, l = 1, . . . , 4; òî÷êè ak ∈ Dk, k = 1, . . . , 4. Òîãäà ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

4∏
k=1

r(Dk, ak)

4∏
k=1

′
|ak − ak+1|

6 1/4.

Ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà, ñ òî÷íîñòüþ äî äðîáíî-ëèíåéíîãî

ïðåîáðàçîâàíèÿ, ak = exp(iπk/2) è Dk = {z | | arg z − π(k − 1)/2| < π/4}, k = 1, . . . , 4.
Ïîäðîáíîå äîêàçàòåëüñòâî ñôîðìóëèðîâàííîé òåîðåìû ïðèâåäåíî â òðåòüåé ÷àñòè äàí-

íîé ðàáîòû. Âòîðàÿ ÷àñòü ñòàòüè ñîäåðæèò âñïîìîãàòåëüíûå óòâåðæäåíèÿ, íåîáõîäèìûå
äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1. Â ÷àñòíîñòè, äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ çàäà÷è (II)
äëÿ âñÿêîãî n > 3, à òàêæå âûâåäåí âèä êâàäðàòè÷íîãî äèôôåðåíöèàëà, àññîöèèðîâàííîãî
ñ çàäà÷åé (II).

2. Íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà

Îñíîâíîé êà÷åñòâåííûé ðåçóëüòàò çàäà÷è (I) ñôîðìóëèðîâàí â âèäå ñëåäóþùåé ëåììû
[10, ãë. 6].

Ëåììà 1. Ìàêñèìóì â çàäà÷å (I) ðåàëèçóåòñÿ åäèíñòâåííîé ñèñòåìîé îáëàñòåé {D∗
k},

k = 1, . . . , n, îïðåäåëÿåìîé ñëåäóþùèì îáðàçîì. Çàìûêàíèå îáúåäèíåíèÿ îáëàñòåé D∗
1, . . . , D

∗
n

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âñþ çàìêíóòóþ ïëîñêîñòü C, à êàæäàÿ èç ýòèõ îáëàñòåé ÿâëÿåòñÿ

êðóãîâîé îáëàñòüþ îòíîñèòåëüíî êâàäðàòè÷íîãî äèôôåðåíöèàëà

Q(z)dz2 = − P (z)
n∏

k=1

′

(z − ak)2
dz2, (5)

ãäå P (z) � ïîëèíîì ñòåïåíè íå áîëüøå 2n− 4,

P (aj) =

n∏
k=1

′

(ak − aj)
2, åñëè aj ̸= ∞,

è

P (z) = z2n−4 + . . . , åñëè aj = ∞, j = 1, .., n.

Äèôôåðåíöèàë (5) îïðåäåëÿåòñÿ óêàçàííûìè óñëîâèÿìè åäèíñòâåííûì îáðàçîì.
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Òàêèì îáðàçîì, â çàäà÷å (II) ðå÷ü èäåò î íàõîæäåíèè ýêñòðåìàëüíîãî íàáîðà òî÷åê
a∗k, k = 1, . . . , n, òàê êàê ñîîòâåòñòâóþùàÿ ýòîé ñèñòåìå òî÷åê ñèñòåìà îáëàñòåé D∗

k, k =
1, . . . , n, ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ ëåììîé 1.

Ëåììà 2. Ïðè ëþáîì n > 3 ðåøåíèå çàäà÷è (II) ñóùåñòâóåò.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü ôóíêöèè fk(w), k = 1, . . . , n, n > 3, êîíôîðìíî è

îäíîëèñòíî îòîáðàæàþò åäèíè÷íûé êðóã Uw = {w | |w| < 1} íà ïîïàðíî íåíàëåãàþùèå
îáëàñòè Dk, k = 1, . . . , n. Îáîçíà÷èì fk(0) = ak, k = 1, . . . , n, è ïîêàæåì, ÷òî ñðåäè ýòèõ
ôóíêöèé íàéäåòñÿ íàáîð {f∗

k (w)}nk=1, ðåàëèçóþùèé ìàêñèìóì ôóíêöèîíàëà

n∏
k=1

|f ′(0)|

n∏
k=1

′
|fk(0)− fk+1(0)|

=

n∏
k=1

r(Dk, ak)

n∏
k=1

′
|ak − ak+1|

= Jn,

fn+1(0) := f1(0). Ïóñòü M � ìíîæåñòâî âñåâîçìîæíûõ íàáîðîâ {fk(w)}nk=1 ôóíêöèé, êîí-
ôîðìíî è îäíîëèñòíî îòîáðàæàþùèõ åäèíè÷íûé êðóã Uw íà ïîïàðíî íåíàëåãàþùèå îáëà-
ñòè; Mk � ñîâîêóïíîñòü k-òûõ ôóíêöèé íàáîðîâ ìíîæåñòâà M, k = 1, . . . , n; A � ìíîæåñòâî
âñåâîçìîæíûõ çíà÷åíèé âåëè÷èíû Jn. Â ñèëó îòìå÷åííîé âûøå èíâàðèàíòíîñòè Jn ìîæíî
ñ÷èòàòü, ÷òî äëÿ âñåõ ôóíêöèé ñåìåéñòâ M1,M2 è M3 çíà÷åíèå â íóëå ðàâíî ñîîòâåò-
ñòâåííî 1, 0 è −1. Òîãäà ïîíÿòíî, ÷òî âñå ôóíêöèè îäíîãî ñåìåéñòâà Mk, k = 1, . . . , n, íå
ïðèíèìàþò â Uw êàê ìèíèìóì äâóõ çíà÷åíèé; çíà÷èò, êàæäîå èç ýòèõ ñåìåéñòâ ôóíêöèé
ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíûì [1, c. 68]. Èç íåðàâåíñòâà Ì.À.Ëàâðåíòüåâà (1) ñëåäóåò îãðàíè÷åí-
íîñòü âåëè÷èíû Jn ïðè ëþáîì n > 2, à çíà÷èò, è ìíîæåñòâà A; ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò
êîíå÷íàÿ òî÷íàÿ âåðõíÿÿ ãðàíü ìíîæåñòâà A, α = supA, è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {αs} ÷èñåë
èç A òàêàÿ, ÷òî αs → α ïðè s → ∞. Ðàññìîòðèì êàêóþ-íèáóäü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàáîðîâ
ôóíêöèé {{fk(w)}nk=1} èç M, ñîîòâåòñòâóþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {αs}. Â ñèëó íîðìàëü-
íîñòè êàæäîãî ñåìåéñòâà Mk èç óêàçàííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íàáîðîâ ôóíêöèé ìîæíî
âûäåëèòü ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ðàâíîìåðíî ñõîäÿùóþñÿ âíóòðè Uw ê íàáîðó {f∗

k (w)}nk=1

ðåãóëÿðíûõ â Uw ôóíêöèé, äëÿ êîòîðûõ çíà÷åíèå ôóíêöèîíàëà Jn ðàâíî α. Áîëåå òîãî,
òàê êàê âñå ôóíêöèè ðàññìàòðèâàåìîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÿâëÿþòñÿ îäíîëèñòíûìè â Uw,
òî è ïðåäåëüíûå ôóíêöèè f∗

k (w) îäíîëèñòíû â Uw [1, c. 19]. Òàêèì îáðàçîì, íà ìíîæåñòâå
M äîñòèãàåòñÿ ìàêñèìóì âåëè÷èíû Jn. Ëåììà äîêàçàíà.

Êà÷åñòâåííóþ õàðàêòåðèñòèêó ýêñòðåìàëüíîé êîíôèãóðàöèè çàäà÷è (II) ïðè âñåõ n > 3
äàåò ñëåäóþùàÿ ëåììà.

Ëåììà 3. Ïóñòü a∗k, k = 1, . . . , n � ýêñòðåìàëüíûé íàáîð òî÷åê çàäà÷è (II). Òîãäà
ìàêñèìóì ôóíêöèîíàëà Jn ðåàëèçóåòñÿ ñèñòåìîé îáëàñòåé D∗

k, k = 1, . . . , n, êîòîðûå
ÿâëÿþòñÿ êðóãîâûìè îáëàñòÿìè îòíîñèòåëüíî êâàäðàòè÷íîãî äèôôåðåíöèàëà

Q∗(z)dz2 =

[
n∑

k=1

a∗k+1 − a∗k
(z − a∗k)

2(z − a∗k+1)

]
dz2, a∗n+1 := a∗1, (6)

è çàìûêàíèå îáúåäèíåíèÿ âñåõ îáëàñòåé D∗
1, D

∗
2, . . . , D

∗
n ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âñþ çàìê-

íóòóþ ïëîñêîñòü.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé, êîãäà ýêñòðåìàëüíîé ñèñòåìîé
òî÷åê çàäà÷è (II) ÿâëÿåòñÿ a∗1 = 0, a∗2, . . . , a

∗
n ∈ C è D∗

1, D∗
2, . . . , D

∗
n � ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñè-

ñòåìà îáëàñòåé. Ïîêàæåì, ÷òî òîãäà ãðàíèöà îáëàñòè D∗
1 ñîñòîèò èç çàìûêàíèé òðàåêòîðèé

êâàäðàòè÷íîãî äèôôåðåíöèàëà

Q̃(z)dz2 = −

[
1

z2
+

n∑
k=2

1

(z − a∗k)
2
−

n∑
k=1

1

(z − a∗k)(z − a∗k+1)

]
dz2. (7)

44



Ñëåäóÿ ðàáîòå [7], âîñïîëüçóåìñÿ ìåòîäîì âíóòðåííèõ âàðèàöèé Øèôôåðà. Ðàññìîòðèì
âàðèàöèþ

z̃ = z +
εeiαz

z − z0
, ε > 0, z0 ∈ D∗

1 \ {0}. (8)

Ïîëàãàÿ z0 = reiβ , ïåðåïèøåì âàðèàöèþ â âèäå

z̃ − εeiα = z + ei(α+β) εr

z − z0
,

è ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ ρ2 = εr, 2φ = α+ β, z∗ = z̃− εeiα. Òîãäà íà îêðóæíîñòè z− z0 = ρeiθ

(0 6 θ < 2π)
z∗ − z0 = 2ρeiφ cos(θ − ϕ),

òî åñòü ôóíêöèÿ z∗ îñóùåñòâëÿåò îòîáðàæåíèå âíåøíîñòè îêðóæíîñòè |z−z0| = ρ íà âíåø-
íîñòü îòðåçêà [z0 − 2ρeiφ, z0 +2ρeiφ]. Îòîáðàæåíèå ôóíêöèåé z̃ îòëè÷àåòñÿ ñäâèãîì íà εeiα.
Çíà÷èò, ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε îêðóæíîñòü |z − z0| = ρ ëåæèò âíóòðè D∗

1, ñëåäîâàòåëüíî,

ôóíêöèÿ z̃ îäíîëèñòíà íà ãðàíèöàõ ∂D∗
k îáëàñòåé D∗

k è îòîáðàæàåò èõ íà ãðàíèöû ∂D̃k

îáëàñòåé D̃k, êîòîðûå ñêîëü óãîäíî ìàëî îòëè÷àþòñÿ îò D∗
k. Ïóñòü ïðè ýòîì òî÷êè a∗k ïå-

ðåõîäÿò â òî÷êè ãk, k = 1, . . . , n. Ïóñòü z = f1(w) � îäíîëèñòíàÿ ôóíêöèÿ, îòîáðàæàþùàÿ
êðóã Uw íà îáëàñòü D∗

1 òàê, ÷òî f1(0) = 0. Ïîëîæèì z0 = f1(w0), òîãäà

(z̃)′ = 1− εeiαf1(w0)

(z − f1(w0))2
.

Òàê êàê âàðèàöèÿ (8) ðåãóëÿðíà â êàæäîé èç îáëàñòåé D∗
k, k = 2, . . . , n, òî

r(D̃k, ãk) = r(D∗
k, a

∗
k)

∣∣∣∣1− εeiαf1(w0)

(a∗k − f1(w0))2

∣∣∣∣ , k = 2, . . . , n.

Â ñëó÷àå k = 1 âîñïîëüçóåìñÿ ñëåäóþùèì ðåçóëüòàòîì Øèôôåðà: ïóñòü ôóíêöèÿ f(w) =
w + a2w

2 + . . . îäíîëèñòíà â êðóãå Uw, òîãäà äëÿ ôóíêöèè

f∗(w) = f(w) + eiαε
f(w)

f(w)− f(w0)
+ . . . = a∗1w + a∗2w

2 + . . .

èìååì

a∗1 = 1 + εeiα
[

f(w0)

w2
0f

′(w0)2
− 1

f(w0)

]
+O(ε2). (9)

Ïîëàãàÿ f(w) = f1(w)/f
′
1(w) è ïîëüçóÿñü ñîîòíîøåíèåì (9), ïîëó÷àåì, ÷òî

r(D̃1, 0) = r(D∗
1, 0)

∣∣∣∣1 + εeiα
[

f1(w0)

w2
0f

′
1(w0)2

− 1

f1(w0)

]
+O(ε2)

∣∣∣∣ .
Ëîãàðèôìèðóÿ íåðàâåíñòâî

n∏
k=1

r(D∗
k, a

∗
k)

n∏
k=1

|a∗k − a∗k+1|
>

n∏
k=1

r(D̃k, ãk)

n∏
k=1

|ãk − ãk+1|

è ó÷èòûâàÿ, ÷òî

n∏
k=1

|ãk − ãk+1| =
n∏

k=1

|a∗k − a∗k+1| ·
n∏

k=1

∣∣∣∣∣1− εeiαz0
(a∗k − z0)(a∗k+1 − z0)

∣∣∣∣∣ ,
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ïðèõîäèì ê íåðàâåíñòâó

log

∣∣∣∣1 + εeiα
[

f1(w0)

w2
0f

′
1(w0)2

− 1

f1(w0)

]
+O(ε2)

∣∣∣∣+
+

n∑
k=2

log

∣∣∣∣1− εeiαf1(w0)

(a∗k − f1(w0))2

∣∣∣∣− n∑
k=1

log

∣∣∣∣∣1− εeiαz0
(a∗k − z0)(a∗k+1 − z0)

∣∣∣∣∣ 6 0.

Îòñþäà ïîëó÷àåì

Re

{
eiα

[
f1(w0)

w2
0f

′
1(w0)2

− 1

f1(w0)
−

n∑
k=2

f1(w0)

(a∗k − f1(w0))2
+

+

n∑
k=1

z0
(a∗k − z0)(a∗k+1 − z0)

]}
+O(ε2) 6 0. (10)

Ïåðåõîäÿ â (10) ê ïðåäåëó ïðè ε → 0, â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè âåùåñòâåííîãî α, ïîëó÷àåì,
÷òî ïðè |w| < 1, w ̸= 0

f1(w)

w2f ′
1(w)

2
− 1

f1(w)
−

n∑
k=2

f1(w)

(a∗k − f1(w))2
+

n∑
k=1

f1(w)

(a∗k − f1(w))(a∗k+1 − f1(w))
= 0.

Çíà÷èò, [
n∑

k=1

1

(a∗k − f1(w))2
−

n∑
k=1

1

(a∗k − f1(w))(a∗k+1 − f1(w))

]
w2f ′

1(w)
2 = 1. (11)

Èç óðàâíåíèÿ (11) ñëåäóåò, ÷òî ãðàíèöà îáëàñòè D∗
1 ñîñòîèò èç àíàëèòè÷åñêèõ äóã è (11)

îñòàåòñÿ âåðíûì íà ýòèõ äóãàõ. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì, ÷òî ãðàíèöà D∗
1 ñîñòîèò èç çà-

ìûêàíèé òðàåêòîðèé êâàäðàòè÷íîãî äèôôåðåíöèàëà (7).
Ó÷èòûâàÿ èíâàðèàíòíîñòü ôóíêöèîíàëà Jn îòíîñèòåëüíî äðîáíî-ëèíåéíûõ ïðåîáðàçî-

âàíèé, ïðèìåíèì ëèíåéíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ âèäà z → z− ak, k = 1, . . . , n. Òîãäà, ïîëüçóÿñü
ðåçóëüòàòîì ðàññìîòðåííîãî âûøå ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ, çàêëþ÷àåì, ÷òî ãðàíèöà êàæäîé èç îá-
ëàñòåé D∗

k, k = 1, . . . , n, â îáùåì ñëó÷àå ñîñòîèò èç çàìûêàíèé òðàåêòîðèé äèôôåðåíöèàëà
(6). Êâàäðàòè÷íûé äèôôåðåíöèàë (6) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì ëåììû 1 äëÿ òî÷åê a∗k, k =
1, . . . , n. Êðîìå òîãî, î÷åâèäíî, ÷òî çàìûêàíèå îáúåäèíåíèÿ îáëàñòåé D∗

k, k = 1, . . . , n, ñîâ-
ïàäàåò ñ C. Ïîýòîìó äèôôåðåíöèàë (6) îïðåäåëåí óñëîâèÿìè ëåììû åäèíñòâåííûì îáðàçîì.
Ëåììà äîêàçàíà.

3. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1

Ñëåäóþùèå íèæå ðàññóæäåíèÿ âîñõîäÿò â èäåéíîì ïëàíå ê ðàáîòå Ñ.È.Ôåäîðîâà [7].
Ëþáóþ çàäàííóþ ÷åòâåðêó ðàçëè÷íûõ òî÷åê a1, a2, a3, a4 ìîæíî äðîáíî-ëèíåéíî îòîáðà-
çèòü íà ÷åòâåðêó òî÷åê âèäà 1, b,−1,−b (|b| 6 1) ñîîòâåòñòâåííî. Äëÿ íàõîæäåíèÿ íóæíîãî
çíà÷åíèÿ b íåîáõîäèìî ðåøèòü êâàäðàòíîå óðàâíåíèå

1− b

1 + 1
· −b+ 1

−b− b
=

a1 − a2
a1 − a3

· a4 − a3
a4 − a2

.

Çíà÷èò, íå òåðÿÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ýêñòðåìàëüíûì íàáîðîì òî÷åê ñëóæèò
a∗1 = −a∗3 = 1, a∗2 = −a∗4 = b, ãäå |b| 6 1. Òîãäà äèôôåðåíöèàë (6) ïðèíèìàåò âèä

Q∗(z)dz2 = −2 · z
4(1 + b2) + z2(b4 − 6b2 + 1) + b2(1 + b2)

(z2 − 1)2(z2 − b2)2
dz2. (12)
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Òàê êàê Q∗(z) = Q∗(−z), òî ïàðû åãî êðóãîâûõ îáëàñòåé D∗
1, D∗

3 è D∗
2, D∗

4 ñèììåòðè÷íû
îòíîñèòåëüíî íà÷àëà êîîðäèíàò. Ðàññìîòðèì ïðåîáðàçîâàíèå

u =
1

2

[
1

b

z2 − b2

z2 − 1
+ b

z2 − 1

z2 − b2

]
, (13)

ïåðåâîäÿùåå êâàäðàòè÷íûé äèôôåðåíöèàë (12) â êâàäðàòè÷íûé äèôôåðåíöèàë

Q̃1(u)du
2 = −

u− 1+b2

4b

(u2 − 1)(u− 1+b2

2b )
du2. (14)

Ïðåîáðàçîâàíèå (13) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå êîìïîçèöèè òðåõ ïðåîáðàçîâàíèé u(z) =
w(t(ζ(z))), ãäå

ζ(z) = z2, t(ζ) =
1

b

ζ − b2

ζ − 1
, w(t) =

1

2

(
t+

1

t

)
.

Èç óêàçàííîé âûøå ñèììåòðèè êðóãîâûõ îáëàñòåé ñëåäóåò, ÷òî ζ(D∗
1) = ζ(D∗

3) = D(1),

ζ(D∗
2) = ζ(D∗

4) = D(2), ïðè÷åì D(1)
∪

D(2) = Cζ , ζ(−1) = ζ(1) = 1, ζ(b) = ζ(−b) = b2. Çàòåì
äðîáíî-ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå t(ζ) ïåðåâîäèò òî÷êè 1 è b2 ñîîòâåòñòâåííî â áåñêîíå÷íîñòü
è íóëü. Òàêèì îáðàçîì, â ïëîñêîñòè t èìååì äâå îäíîñâÿçíûå íåíàëåãàþùèå îáëàñòè, çàìû-
êàíèå êîòîðûõ ñîâïàäàåò ñ Ct, ïðè÷åì îäíà èç ýòèõ îáëàñòåé ñîäåðæèò íóëü, à äðóãàÿ �
áåñêîíå÷íî óäàëåííóþ òî÷êó, ïîýòîìó ôóíêöèÿ w(t) îòîáðàæàåò ýòè îáëàñòè íà îäíó è òó
æå îáëàñòü áåç âíåøíèõ òî÷åê. Ãðàíèöó ýòîé îáëàñòè áóäåì îáîçíà÷àòü E. Îêîí÷àòåëüíî
äåëàåì âûâîä, ÷òî îáëàñòè D∗

k, k = 1, . . . , 4, ïîä äåéñòâèåì ïðåîáðàçîâàíèÿ u(z) ïåðåõîäÿò
â îäíó îáëàñòü Ω ⊂ Cu \ {1,−1, (1 + b2)/(2b)}, ñîäåðæàùóþ ∞ è ðåàëèçóþùóþ ìàêñèìóì
âíóòðåííåãî ðàäèóñà îòíîñèòåëüíî u = ∞ â ñåìåéñòâå âñåõ îáëàñòåé, îáëàäàþùèõ óêàçàí-
íûì ñâîéñòâîì. Çíà÷èò, îáúåäèíåíèå çàìûêàíèé êðèòè÷åñêèõ òðàåêòîðèé êâàäðàòè÷íîãî
äèôôåðåíöèàëà (12) ïåðåõîäèò â êîíòèíóóì íàèìåíüøåé åìêîñòè E∗(1,−1, (1 + b2)/(2b)),
ñîäåðæàùèé óêàçàííûå òî÷êè. Àíàëèçèðóÿ ñòðóêòóðó òðàåêòîðèé êâàäðàòè÷íîãî äèôôå-
ðåíöèàëà (14), ïîëüçóÿñü ðàññóæäåíèÿìè, àíàëîãè÷íûìè ïðèâåäåííûì â [10, òåîðåìà 2.2],
ïîëó÷àåì, ÷òî ëèáî (1 + b2)/(4b) ñîâïàäàåò ñ îäíèì èç ïîëþñîâ ýòîãî äèôôåðåíöèàëà, òî
åñòü

1 + b2

4b
=

1 + b2

2b
èëè

1 + b2

4b
= ±1,

ëèáî ïîëþñû êâàäðàòè÷íîãî äèôôåðåíöèàëà (14) îáðàçóþò âåðøèíû ïðàâèëüíîãî òðåóãîëü-
íèêà, ïðè÷åì (1 + b2)/(4b) � öåíòð ñèììåòðèè ýòîãî òðåóãîëüíèêà. Î÷åâèäíî, ïîñëåäíåå íå
ìîæåò âûïîëíÿòüñÿ íè ïðè êàêîì çíà÷åíèè b, ïîýòîìó îñòàåòñÿ äâå âîçìîæíîñòè:

1 + b2

2b
= 0 èëè

1 + b2

2b
= ±2.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷èëè, ÷òî òîëüêî â óêàçàííûõ äâóõ ñëó÷àÿõ òî÷êè 1,−1, b,−b ÿâ-
ëÿþòñÿ òàêîé ñèñòåìîé òî÷åê çàäà÷è (II), äëÿ êîòîðîé êâàäðàòè÷íûé äèôôåðåíöèàë (6)
ñîâïàäàåò ñ åäèíñòâåííûì êâàäðàòè÷íûì äèôôåðåíöèàëîì, îïðåäåëÿþùèì ýêñòðåìàëüíóþ
êîíôèãóðàöèþ çàäà÷è (I).

Ïîëüçóÿñü òåì, ÷òî åìêîñòü îòðåçêà ðàâíà ÷åòâåðòè åãî äëèíû, íàõîäèì, ÷òî ïðè (1 +
b2)/(2b) = 0

Q̃1(u)du
2 = − 1

(u2 − 1)
du2 è cap E =

1

2
,

à ïðè (1 + b2)/(2b) = ±2

Q̃1(u)du
2 = − 1

(u± 1)(u∓ 2)
du2 è cap E =

3

4
.
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Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ïðè b = i, r(D∗
k, a

∗
k) = 1/2 r(Ω,∞) = 1/2 (cap E)−1 = 1, k = 1, . . . , 4,

ïîëó÷àåì äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ

J4 =
1

4
è Q∗(z)dz2 = − 16z2

(z4 − 1)2
dz2,

îòêóäà ñëåäóåò íåðàâåíñòâî òåîðåìû ñ ñîîòâåòñòâóþùèì âûâîäîì î çíàêå ðàâåíñòâà. Òåî-
ðåìà äîêàçàíà.

Àâòîð áëàãîäàðèò ïðîôåññîðà Â.Í.Äóáèíèíà çà ïîñòàíîâêó çàäà÷è è âíèìàíèå ê ðàáîòå.
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ABSTRACT

Let r(D, a) denote the conformal radius of the domain D with respect to the point
a. In this paper we obtain the supremum of the product

4∏
k=1

r(Dk, ak)

|ak+1 − ak|
, a5 := a1

for all simply connected disjoint domains Dk ⊂ C and points ak ∈ Dk, k =
1, . . . , 4. Using the method of interior variations due to M. Schi�er we estab-
lish the form of quadratic di�erential associated with extremal partition problem
n∏

k=1

r(Dk, ak)|ak+1− ak|−1 → sup for arbitrary n > 3. For n = 4 we studed the circle

domains and their boundaries for the corresponding quadratic di�eretial.
Key words: conformal radius, Moebius invariants, extremal partitions, quadratic dif-

ferential.
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