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Óñëîâèå ñèëüíîé ìîíîòîííîñòè

êóñî÷íî-ãëàäêîé ôóíêöèè

íà ðåøåíèÿõ äèôôåðåíöèàëüíîãî âêëþ÷åíèÿ

Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ óñëîâèå óáûâàíèÿ ôóíêöèè íà ðåøåíèÿõ äèôôåðåíöèàëü-
íîãî âêëþ÷åíèÿ. Óñòàíàâëèâàåòñÿ äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ìîíîòîííîñòè êóñî÷íî-ãëàäêîé
ôóíêöèè íà ðåøåíèÿõ äèôôåðåíöèàëüíîãî âêëþ÷åíèÿ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: äèôôåðåíöèàëüíîå âêëþ÷åíèå, ñèëüíàÿ ìîíîòîííîñòü, êóñî÷íî-ãëàäêèå
ôóíêöèè.

1. Ââåäåíèå

Ïóñòü çàäàíû ôóíêöèÿ V (·) : Rn → R è äèôôåðåíöèàëüíîå âêëþ÷åíèå

ẋ ∈ F (x), x ∈ Rn. (1)

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî àáñîëþòíî íåïðåðûâíîå ðåøåíèå x(·) : [a, b] → Rn äèôôåðåí-
öèàëüíîãî âêëþ÷åíèÿ (1) ñóùåñòâóåò è óäîâëåòâîðÿåò âêëþ÷åíèþ (1) ïî÷òè âñþäó â [a, b].

Ãîâîðÿò, ÷òî ôóíêöèÿ V (·) óáûâàåò íà ðåøåíèÿõ äèôôåðåíöèàëüíîãî âêëþ÷åíèÿ (1),
åñëè äëÿ êàæäîãî ðåøåíèÿ x(·) : [a, b] → Rn äèôôåðåíöèàëüíîãî âêëþ÷åíèÿ (1) âûïîëíåíî
ñîîòíîøåíèå

∀t1, t2 ∈ [a, b] : t1 < t2 =⇒ V (x(t1)) ≥ V (x(t2)). (2)

Â [5, 7, 8, 13] ýòî ñâîéñòâî íàçûâàåòñÿ ñèëüíîé ìîíîòîííîñòüþ, ïîñêîëüêó îíî òðåáóåò âûïîë-
íåíèÿ (2) äëÿ âñåõ ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëüíîãî âêëþ÷åíèÿ (1). Óïîìÿíåì òàêæå ðàáîòû
[3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13], â êîòîðûõ îáñóæäàþòñÿ óñëîâèÿ ñèëüíîé ìîíîòîííîñòè
ôóíêöèè íà ðåøåíèÿõ äèôôåðåíöèàëüíîãî âêëþ÷åíèÿ è èõ íåêîòîðûå ïðèìåíåíèÿ.

Â ñëó÷àå, êîãäà ôóíêöèÿ V (·) ÿâëÿåòñÿ C1-äèôôåðåíöèðóåìîé, êëàññè÷åñêîå óñëîâèå,
ãàðàíòèðóþùåå ñèëüíóþ ìîíîòîííîñòü, èìååò âèä

sup
f∈F (x)

⟨∇V (x), f⟩ ≤ 0 ∀x ∈ Rn.

Çäåñü ⟨·, ·⟩ îçíà÷àåò ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå, ∇ � ãðàäèåíò. Â ñëó÷àå ëîêàëüíîé ëèïøèöå-
âîñòè (èëè ïîëóíåïðåðûâíîñòè ñíèçó) ôóíêöèè V (·) ñîîòâåòñòâóþùåå óñëîâèå íà îñíîâå
ïðîèçâîäíîé Dini èìååò âèä [14]

sup
f∈F (x)

D+V (x; f) ≤ 0 ∀x ∈ Rn, (3)
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à íà îñíîâå îáîáùåííîãî ãðàäèåíòà îíî èìååò âèä

sup
f∈F (x)

max{⟨p, f⟩ : p ∈ ∂V (x)} ≤ 0 ∀x ∈ Rn.

Óñëîâèå (3) îçíà÷àåò, ÷òî åñëè íàïðàâëåíèÿ âñåõ âåêòîðîâ f ∈ F (x) äëÿ ëþáîé òî÷êè x îò-
âå÷àþò íåâîçðàñòàþùèì íàïðàâëåíèÿì ôóíêöèè V (·), òî âñå ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî
âêëþ÷åíèÿ (1) òàêæå ñîîòâåòñòâóþò íåâîçðàñòàþùèì íàïðàâëåíèÿì ôóíêöèè V (·). Åñëè
F (·) � íåïðåðûâíîå ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå èç Rn íà ñîâîêóïíîñòü íåïóñòûõ êîìïàêò-
íûõ ìíîæåñòâ, òî ýòè óñëîâèÿ ÿâëÿþòñÿ äàæå íåîáõîäèìûìè [5]. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå îíè
ÿâëÿþòñÿ äîñòàòî÷íûìè.

Äëÿ îñëàáëåíèÿ âûøåóïîìÿíóòûõ óñëîâèé â [3, 4, 7] ââåäåíî ñëåäóþùåå ïîíÿòèå ìíîãî-
çíà÷íîé ïðîèçâîäíîé V (·) ïî äèôôåðåíöèàëüíîìó âêëþ÷åíèþ (1):

V̇ (1)(x) = {v ∈ R : ∃f ∈ F (x) òàêîé, ÷òî ⟨p, f⟩ = v ∀p ∈ ∂V (x)},

� è ïîêàçàíî, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ

sup V̇ (1)(x) ≤ 0 ∀x ∈ Rn (4)

ãàðàíòèðóåòñÿ ñèëüíàÿ ìîíîòîííîñòü â ñëó÷àå, êîãäà ëîêàëüíî ëèïøèöåâà ôóíêöèÿ V (·)
ÿâëÿåòñÿ Êëàðê-ðåãóëÿðíîé èëè íåîñîáîé. Â ýòîé ñâÿçè íàïîìíèì (ñì. [4]), ÷òî ôóíêöèÿ
V (·) : Rn → R íàçûâàåòñÿ íåîñîáîé (nonpathological, ïî çàðóáåæíîé òåðìèíîëîãèè), åñ-
ëè äëÿ êàæäîé àáñîëþòíî íåïðåðûâíîé ôóíêöèè x(·) : R → Rn è äëÿ ïî÷òè âñåõ t ìíî-
æåñòâî ∂V (x(t)) ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì àôôèííîãî ïîäïðîñòðàíñòâà, îðòîãîíàëüíîãî ê
ẋ(t)). Íåîñîáûå ôóíêöèè îáðàçóþò øèðîêèé êëàññ, êîòîðûé âêëþ÷àåò â ñåáÿ êëàññ Êëàðê-
ðåãóëÿðíûõ ôóíêöèé è ðÿä äðóãèõ êëàññîâ ôóíêöèé. Ïðîâåðêà íåîñîáîé ôóíêöèè ÿâëÿåòñÿ
äîñòàòî÷íî òðóäíîé.

Â [12, Òåîðåìà 3.1] ââåäåíî óñëîâèå óáûâàíèÿ

d

dt
V (x(t)) ≤ 0

äëÿ êàæäîãî ðåøåíèÿ x(·) äèôôåðåíöèàëüíîãî âêëþ÷åíèÿ (1) äëÿ ïî÷òè âñåõ t è äîêàçàíû
äâå ëåììû, êîòîðûå ïîçâîëÿþò óïðîùàòü ïðîâåðêó ýòîãî óñëîâèÿ.

Â äàííîé ðàáîòå èññëåäóåòñÿ äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ñèëüíîé ìîíîòîííîñòè â ñëó÷àå, êîãäà
ôóíêöèÿ V (·) ÿâëÿåòñÿ êóñî÷íî-ãëàäêîé âèäà

V (x) = min
i∈I

max
j∈Ji

φij(x) (5)

ëèáî
V (x) = max

i∈I
min
j∈Ji

φij(x), x ∈ Rn. (6)

Çäåñü I, Ji � êîíå÷íûå ìíîæåñòâà, φij(·) : Rn → R � C1-äèôôåðåíöèðóåìûå ôóíêöèè.
Ôóíêöèè òàêîãî âèäà íå îáÿçàíû ÿâëÿòüñÿ Êëàðê-ðåãóëÿðíûìè.

Â ðàáîòå ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî äàííûå ôóíêöèè ÿâëÿþòñÿ íåîñîáûìè, è ïðåäëàãàåòñÿ óñëî-
âèå ñèëüíîé ìîíîòîííîñòè. Ìû ââîäèì îãðàíè÷åíèå íà F (·) â óñëîâèè (3) ñ ïîìîùüþ ïðî-
ñòðàíñòâ, êàñàòåëüíûõ ê ïîâåðõíîñòÿì, ãäå íàðóøàåòñÿ ãëàäêîñòü êóñî÷íî-ãëàäêîé ôóíê-
öèè, áåç èñïîëüçîâàíèÿ ìíîãîçíà÷íîé ïðîèçâîäíîé. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî êóñî÷íî-ãëàäêàÿ ôóíê-
öèÿ óáûâàåò ïî ðåøåíèÿì äèôôåðåíöèàëüíîãî âêëþ÷åíèÿ, õîòÿ íàïðàâëåíèÿ òîëüêî íåêî-
òîðûõ, à íå âñåõ âåêòîðîâ, èç F (x) ÿâëÿþòñÿ íåâîçðàñòàþùèìè íàïðàâëåíèÿìè ôóíêöèè
V (·). Â ñëó÷àå êóñî÷íî-ãëàäêîé ôóíêöèè ïðåäëîæåííîå óñëîâèå ýêâèâàëåíòíî (4), íî äîëæ-
íî âûïîëíÿòüñÿ âñþäó, êðîìå ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà èç Rn. Â êîíöå ðàáîòû ðàññìàòðèâàåòñÿ
ñëó÷àé íåñòàöèîíàðíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî âêëþ÷åíèÿ ẋ ∈ F (t, x).
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2. Îñíîâíîé ðåçóëüòàò

Îñíîâíîå âíèìàíèå óäåëèì ðàññìîòðåíèþ ôóíêöèè V (·) âèäà (5). Äëÿ ôóíêöèè V (·)
âèäà (6) áóäåì îòìå÷àòü ëèøü ñîîòâåòñòâóþùèå ðàçëè÷èÿ.

Â äàëüíåéøåì áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèå ìíîæåñòâà èíäåêñîâ:

K := {(i, j) : j ∈ Ji, i ∈ I}, I(x) := {i ∈ I : max
j∈Ji

φij(x) = V (x)},

J(x, i) := {j ∈ Ji : φij(x) = max
j∈Ji

φij(x)},

L(x) := {(i, j) : j ∈ J(x, i), i ∈ I(x)}. (7)

Äëÿ ôóíêöèè V (·) âèäà (6)

I(x) := {i ∈ I : min
j∈Ji

φij(x) = V (x)}, J(x, i) := {j ∈ Ji : φij(x) = min
j∈Ji

φij(x)}).

Êóñî÷íî-ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ V (·) ëîêàëüíî ëèïøèöåâà è, êðîìå òîãî, äèôôåðåíöèðóåìà
ïî íàïðàâëåíèþ, òî åñòü ïðåäåë

DV (x; f) := lim
δ→+0

V (x+ δf)− V (x)

δ
(8)

ñóùåñòâóåò è îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùåé ôîðìóëîé (ñì. [1]):

DV (x; f) = min
i∈I(x)

max
j∈J(x,i)

⟨∇φij(x), f⟩. (9)

Â ñëó÷àå ôóíêöèè V (·), ââåäåííîé â (6),

DV (x; f) = max
i∈I(x)

min
j∈J(x,i)

⟨∇φij(x), f⟩).

Ââåäåì äëÿ êàæäîé òî÷êè x ∈ Rn ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî Tn(x) â Rn ôîðìóëîé

T (x) = {f ∈ Rn : ⟨∇φi1j1(x), f⟩ = ⟨∇φi2j2(x), f⟩, (i1, j1), (i2, j2) ∈ L(x)}. (10)

Â ñîîòâåòñòâèè ñ (10) ïðîñòðàíñòâî Rn ìîæíî ðàçäåëèòü íà òàêèå äèôôåðåíöèðóåìûå ìíî-
ãîîáðàçèÿ ðàçëè÷íûõ ðàçìåðíîñòåé, ÷òî ñóæåíèå ôóíêöèè V (·) íà êàæäîå ìíîãîîáðàçèå
ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì. Òîãäà â òî÷êå x n-ìåðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ T (x) = Rn; â òî÷êå x m-ìåðíîãî
ìíîãîîáðàçèÿ, ãäå m < n, T (x) ÿâëÿåòñÿ m-ìåðíûì ïðîñòðàíñòâîì, êàñàòåëüíûì â òî÷êå x
ê ýòîìó ìíîãîîáðàçèþ; â òî÷êå x 0-ìåðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ T (x) = {0}.

Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè f ∈ T (x) âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

DV (x; f) = min
i∈I(x)

min
j∈J(x,i)

⟨∇φij(x), f⟩ = ⟨∇φij(x), f⟩, (i, j) ∈ L(x). (11)

Ëåììà 1. Ïóñòü x(·) : [a, b] → Rn � àáñîëþòíî íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ. Ïîëîæèì

[a, b]∗ := {t ∈ [a, b] : ẋ(t) ∈ T (x(t))}. (12)

Òîãäà äîïîëíåíèå [a, b]\[a, b]∗ ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì ìåðû íóëü.

(Ëåììà 1 îçíà÷àåò, ÷òî êóñî÷íî-ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ V (·) ÿâëÿåòñÿ íåîñîáîé).
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Åñëè îïðåäåëèòü îòíîøåíèå ìåæäó òî÷êàìè x1 è x2 èç

Rn ðàâåíñòâîì L(x1) = L(x2), òî ýòî îòíîøåíèå ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè,
âñëåäñòâèå ÷åãî ìîæíî ðàçäåëèòü ïðîñòðàíñòâî Rn íà êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè, òî åñòü íà
êîíå÷íîå ñåìåéñòâî {Mα}α=1,m òàêèõ ìíîæåñòâ, ÷òî

187



1) ∪m
α=1Mα = Rn, Mα ∩Mβ = ∅ (α ̸= β);

2) x1, x2 ∈ Mα =⇒ L(x1) = L(x2).
(Êîíå÷íîñòü ñåìåéñòâà {Mα} âûòåêàåò èç êîíå÷íîñòè ìíîæåñòâ I è Ji).

Èç óñëîâèÿ ∪m
α=1Mα = Rn âûòåêàåò, ÷òî [a, b] = ∪m

α=1{t ∈ [a, b] : x(t) ∈ Mα}. Òîãäà

[a, b]\[a, b]∗ = ∪m
α=1({t ∈ [a, b] : x(t) ∈ Mα}\{t ∈ [a, b] : ẋ(t) ∈ T (x(t))}) =

= ∪m
α=1{t ∈ [a, b] : x(t) ∈ MαΛẋ(t) ̸∈ T (x(t))}.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ëåììû îñòàåòñÿ ïîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî [a, b]α := {t ∈ [a, b] : x(t) ∈
MαΛẋ(t) ̸∈ T (x(t))} ÿâëÿåòñÿ íå áîëåå, ÷åì ñ÷åòíûì, òî åñòü ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì ìåðû
íóëü. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî íèêàêàÿ òî÷êà èç [a, b]α íå ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé íà-
êîïëåíèÿ ìíîæåñòâà [a, b]α.

Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Òîãäà íàéäóòñÿ òî÷êà t0 ∈ [a, b]α è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {tn}
èç [a, b]α (tn ̸= t0), ñõîäÿùàÿñÿ ê t0 ïðè n → ∞. Èç óñëîâèé t0, tn ∈ [a, b]α âûòåêàåò, ÷òî x(·)
äèôôåðåíöèðóåìà â t0; x(t0), x(tn) ∈ Mα, ò.å. L(x(t0)) = L(x(tn)); ẋ(t0) ̸∈ T (x(t0)).

Òåïåðü ïîêàæåì, ÷òî ẋ(t0) ∈ T (x(t0)). Ýòî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ ẋ(t0) ̸∈ T (x(t0)).
Ïóñòü (i1, j1), (i2, j2) ∈ L(x(t0)). Òîãäà èç îïðåäåëåíèÿ L(·) (7) è ðàâåíñòâà L(x(t0)) =

L(x(tn)) âûòåêàåò, ÷òî φi1j1(x(t0)) = φi2j2(x(t0)) è φi1j1(x(tn)) = φi2j2(x(tn)). Ïîýòîìó ñïðà-
âåäëèâî ðàâåíñòâî

⟨∇φi1j1(x(t0)), ẋ(t0)⟩ =
dφi1j1(x(t))

dt

∣∣∣∣
t=t0

= lim
n→∞

φi1j1(x(tn))− φi1j1(x(t0))

tn − t0
=

= lim
n→∞

φi2j2(x(tn))− φi2j2(x(t0))

tn − t0
=

dφi2j2(x(t))

dt

∣∣∣∣
t=t0

= ⟨∇φi2j2(x(t0)), ẋ(t0)⟩.

Èç îïðåäåëåíèÿ T (·) â (10) âûòåêàåò, ÷òî ẋ(t0) ∈ T (x(t0)). Ëåììà äîêàçàíà.
Òåîðåìà 1. Åñëè âî âñåõ òî÷êàõ x èç Rn, êðîìå ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà, ñïðàâåäëèâî

íåðàâåíñòâî
sup

f∈FT (x)
DV (x; f) ≤ 0, (13)

òî ôóíêöèÿ V (·) óáûâàåò ïî äèôôåðåíöèàëüíîìó âêëþ÷åíèþ (1). Çäåñü

FT (x) := F (x) ∩ T (x). (14)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî
âêëþ÷åíèÿ (1) âûïîëíåíî (2). Äëÿ ýòîãî âûáåðåì è çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå ðåøåíèå
x(·) : [a, b] → Rn äèôôåðåíöèàëüíîãî âêëþ÷åíèÿ (1). Â ñèëó àáñîëþòíîé íåïðåðûâíîñòè
ðåøåíèÿ x(·) è ëîêàëüíîé ëèïøèöåâîñòè ôóíêöèè V (·) ôóíêöèÿ t → V (x(t)) íà [t1, t2]
òàêæå ÿâëÿåòñÿ àáñîëþòíî íåïðåðûâíîé, ïîýòîìó

V (x(t2))− V (x(t1)) =

∫
[t1,t2]

dV (x(t))

dt
dt.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç [t1, t2]
′ ìíîæåñòâî âñåõ òî÷åê t èç [t1, t2], â êîòîðûõ ẋ(t) ∈ F (x(t)),

ẋ(t) ∈ T (x(t)), à ôóíêöèÿ V (x(·)) äèôôåðåíöèðóåìà â t. Òîãäà â ñèëó îïðåäåëåíèÿ ðåøåíèÿ
äèôôåðåíöèàëüíîãî âêëþ÷åíèÿ, ëåììû 1 è àáñîëþòíîé íåïðåðûâíîñòè V (x(·)) äîïîëíåíèå
[t1, t2]\[t1, t2] ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì ìåðû íóëü, âñëåäñòâèå ÷åãî

V (x(t2))− V (x(t1)) =

∫
[t1,t2]′

dV (x(t))

dt
dt.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç S ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî òî÷åê, â êîòîðûõ íå âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî
(13), è ðàçîáüåì [t1, t2] ñëåäóþùèì îáðàçîì:

[t1, t2]
′ = J ∪

∪
x∈S

(J ′
x ∪ J ′′

x ).
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Çäåñü
J := {t ∈ [t1, t2]

′ : x(t) ̸∈ S}; Jx := {t ∈ [t1, t2]
′ : x(t) = x};

J ′
x := {t ∈ Jx : t� òî÷êà íàêîïëåíèÿ ìíîæåñòâà Jx};

J ′′
x := Jx\J ′

x ïðè x ∈ S.

Òàê êàê ìíîæåñòâî J ′′
x ÿâëÿåòñÿ ñ÷åòíûì ìíîæåñòâîì, òî åñòü ìíîæåñòâîì ìåðû íóëü,

òî ìíîæåñòâî
∪

x∈S J ′′
x òàêæå ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì ìåðû íóëü, ïîýòîìó

V (x(t2))− V (x(t1)) =

∫
J∪

∪
x∈S J ′

x

dV (x(t))

dt
dt.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî dV (x(t))
dt ≤ 0 ïðè t ∈ J ∪

∪
x∈S J ′

x.
Â ñèëó [2, c. 63�65] è ðàâåíñòâà (11)

dV (x(t))

dt
= DV (x(t); ẋ(t)) = ⟨∇φij(x(t)), ẋ(t)⟩, (i, j) ∈ L(x(t)).

Òîãäà, åñëè t ∈ J ′
x (x ∈ S), òî ẋ(t) = 0, ïîýòîìó dV (x(t))

dt = 0; à åñëè t ∈ J(⊂ [t1, t2]
′\S), òî â

ñèëó ñîîòíîøåíèÿ
ẋ(t) ∈ F (x(t)) ∩ T (x(t)) = FT (x(t))

è íåðàâåíñòâà (13)

dV (x(t))

dt
= DV (x(t); ẋ(t)) ≤ sup

f∈FT (x(t))
DV (x(t); f) ≤ 0.

Òåîðåìà äîêàçàíà.
Îòìåòèì, ÷òî ìíîæåñòâî FT (x) ìîæåò áûòü ïóñòûì. Â ýòîì ñëó÷àå ïîëàãàåì ïî îïðåäå-

ëåíèþ sup ∅ = −∞.
Ñëåäñòâèå 1. Åñëè âî âñåõ òî÷êàõ x èç Rn, êðîìå ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà òî÷åê, ñïðàâåä-

ëèâî ñîîòíîøåíèå
sup

f∈F (x)
min
i∈I(x)

min
j∈J(x,i)

⟨∇φij(x), f⟩ ≤ 0, (15)

òî ôóíêöèÿ V (·) óáûâàåò ïî äèôôåðåíöèàëüíîìó âêëþ÷åíèþ (1).
Â ñàìîì äåëå, èç ðàâåíñòâà (11) âûòåêàåò íåðàâåíñòâî

sup
f∈FT (x)

DV (x; f) ≤ sup
f∈F (x)

min
i∈I(x)

min
j∈J(x,i)

⟨∇φij(x), f⟩.

Â ñèëó ýòîãî èç íåðàâåíñòâà (15) âûòåêàåò íåðàâåíñòâî (13). Ñëåäñòâèå 1 äîêàçàíî.
Â ñâÿçè ñî ñëåäñòâèåì 1 çàìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå êóñî÷íî-ãëàäêîé ôóíêöèè V (·) óñëîâèå

(3) ýêâèâàëåíòíî íåðàâåíñòâó

sup
f∈F (x)

min
i∈I(x)

max
j∈J(x,i)

⟨∇φij(x), f⟩ ≤ 0.

(Â ñëó÷àå ôóíêöèè V (·), óäîâëåòâîðÿþùåé (6), óñëîâèå (3) ýêâèâàëåíòíî íåðàâåíñòâó

sup
f∈F (x)

max
i∈I(x)

min
j∈J(x,i)

⟨∇φij(x), f⟩ ≤ 0.)

Çàìå÷àíèå 1. Â ñèëó ðàâåíñòâà (11) íåðàâåíñòâî (13) íà ñàìîì äåëå ðàâíîñèëüíî íåðà-
âåíñòâó

sup
f∈FT (x)

⟨∇φij(x), f⟩ ≤ 0

äëÿ ëþáîé âûáðàííîé ïàðû èíäåêñîâ (i, j) ∈ L(x).
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Çàìå÷àíèå 2. Îòìåòèì, ÷òî íåëüçÿ çàìåíèòü âûðàæåíèå �âî âñåõ òî÷êàõ x èç Rn, êðîìå
ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà òî÷åê� òåîðåìû 1 (èëè ñëåäñòâèÿ 1) âûðàæåíèåì �äëÿ ïî÷òè âñåõ òî÷åê
x èç Rn�. Íàïðèìåð, íåïðåðûâíàÿ êðèâàÿ ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì ìåðû íóëü â Rn (n ≥ 2). Åñ-
ëè íåðàâåíñòâî (13) íå âûïîëíÿåòñÿ íà ýòîé êðèâîé, ïðè÷åì ýòà êðèâàÿ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì
äèôôåðåíöèàëüíîãî âêëþ÷åíèÿ (1), òî óñëîâèå òåîðåìû 1 íå äàåò êàêèõ-ëèáî îãðàíè÷åíèé
íà ýòî ðåøåíèå.

3. Ñëó÷àé íåñòàöèîíàðíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî âêëþ÷åíèÿ

Ïóñòü çàäàíû ôóíêöèÿ V (·) : R1+n → R è äèôôåðåíöèàëüíîå âêëþ÷åíèå
ẋ ∈ F (t, x), t ∈ R, x ∈ Rn. (16)

Êàê è âûøå, ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñóùåñòâóåò àáñîëþòíî íåïðåðûâíîå ðåøåíèå äèôôåðåí-
öèàëüíîãî âêëþ÷åíèÿ (16).

Ãîâîðÿò, ÷òî ôóíêöèÿ V (·) óáûâàåò ïî äèôôåðåíöèàëüíîìó âêëþ÷åíèþ (16), åñëè äëÿ
êàæäîãî ðåøåíèÿ x(·) : [a, b] → Rn äèôôåðåíöèàëüíîãî âêëþ÷åíèÿ (16) âûïîëíÿåòñÿ ñîîò-
íîøåíèå

∀t1, t2 ∈ [a, b] : t1 < t2 =⇒ V (t1, x(t1)) ≥ V (t2, x(t2)).

Óêàçàííîå ñâîéñòâî òàêæå íàçûâàåòñÿ ñèëüíîé ìîíîòîííîñòüþ.
Íèæå ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü óñëîâèå ñèëüíîé ìîíîòîííîñòè êóñî÷íî-ãëàäêîé ôóíêöèè

V (·) ñëåäóþùåãî âèäà:
V (t, x) = min

i∈I
max
j∈Ji

φij(t, x), (t, x) ∈ R1+n (17)

(èëè V (t, x) = max
i∈I

min
j∈Ji

φij(t, x) ). (18)

Çäåñü I, Ji � êîíå÷íûå ìíîæåñòâà; φij(·) : R1+n → R � C1� äèôôåðåíöèðóåìûå ôóíêöèè.
Ðàññìàòðèâàÿ ïåðåìåííóþ âðåìåíè t êàê âñïîìîãàòåëüíóþ ïåðåìåííóþ ñîñòîÿíèÿ, ìîæ-

íî òðàíñôîðìèðîâàòü äèôôåðåíöèàëüíîå âêëþ÷åíèå (16) â äèôôåðåíöèàëüíîå âêëþ÷åíèå
(1), âñëåäñòâèå ÷åãî ìîæíî äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ ïðèìåíÿòü òåîðåìó 1. Äàëåå áóäåì ðàññìàòðè-
âàòü íåêîòîðîå îáîáùåíèå. Äëÿ ýòîãî áóäåì èñïîëüçîâàòü èçëîæåííûé â íà÷àëå §2 ìàòåðèàë
è îáîçíà÷åíèÿ, â êîòîðûõ ñëåäóåò çàìåíèòü x íà t, x.

Ëåììà 2. Ïóñòü x(·) : [a, b] → Rn � àáñîëþòíî íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ. Ïîëîæèì
[a, b]∗ := {t ∈ [a, b] : (1, ẋ(t)) ∈ T (t, x(t))}.

Òîãäà äîïîëíåíèå [a, b]\[a, b]∗ ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì ìåðû íóëü.

Ëåììà 2 óòâåðæäàåò, äðóãèìè ñëîâàìè, ÷òî êóñî÷íî-ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ V (·), îïðåäåëåí-
íàÿ â (17) èëè â (18), ÿâëÿåòñÿ íåîñîáîé.

Ðàññìàòðèâàÿ ïåðåìåííóþ âðåìåíè t êàê âñïîìîãàòåëüíóþ ïåðåìåííóþ ñîñòîÿíèÿ, àíà-
ëîãè÷íî ëåììå 1 ìîæíî äîêàçàòü ëåììó 2.

Òåîðåìà 2. Åñëè äëÿ ïî÷òè âñåõ òî÷åê t ∈ R è âñåõ òî÷åê x ∈ Rn ñïðàâåäëèâî

íåðàâåíñòâî
sup

f∈FT (t,x)
DV (t, x : 1, f) ≤ 0,

òî ôóíêöèÿ V (·), ââåäåííàÿ â (17), (18), óáûâàåò ïî äèôôåðåíöèàëüíîìó âêëþ÷åíèþ (16).

Çäåñü
FT (t, x) := {f ∈ F (t, x) : (1, f) ∈ T (t, x)}.

Òåîðåìà 2 äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî ïðåäëîæåíèþ 8 èç [7, §2.4].
Ñëåäñòâèå 2. Åñëè â ïî÷òè âñåõ òî÷êàõ t èç R è âî âñåõ òî÷êàõ x èç Rn ñïðàâåäëèâî

íåðàâåíñòâî
sup

f∈F (t,x)
min

i∈I(t,x)
min

j∈J(t,x,i)
⟨∇φij(t, x), (1, f)⟩ ≤ 0,

òî ôóíêöèÿ V (·), îïðåäåëåííàÿ â (17) ëèáî â (18), óáûâàåò ïî äèôôåðåíöèàëüíîìó âêëþ-
÷åíèþ (16).

Àâòîð áëàãîäàðèò Ë.Ò. Àùåïêîâà è Ã.Â. Àëåêñååâà çà öåííûå ñîâåòû è ïîëåçíûå îáñóæ-
äåíèÿ ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû.
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ABSTRACT

The condition of decreasing of function on solutions of di�erential conslusion is stud-
ied. Weakened condition in the case of a piecewise smooth function is suggested.
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