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Ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç íàäåæíîñòè ñåòåé ñ

èäåíòè÷íûìè ðåáðàìè

Â ðàáîòå ñòðîÿòñÿ ýêîíîìíûå è áûñòðûå àëãîðèòìû âû÷èñëåíèÿ ïàðàìåòðîâ àñèìï-
òîòè÷åñêîé ôîðìóëû Áóðòèíà � Ïèòòåëÿ äëÿ ñåòè ñ èäåíòè÷íûìè âûñîêîíàäåæíûìè
ðåáðàìè. Ýòè àëãîðèòìû ïðèìåíÿþòñÿ ê ïðîöåäóðå ñðàâíåíèÿ ñåòåé, ïîëó÷àþùèõñÿ èç
ðàäèàëüíî-êîëüöåâîé ñåòè óäàëåíèåì íåêîòîðûõ ðåáåð, ñòÿãèâàíèåì èõ â âåðøèíû è
ðàçäåëüíûì ðåçåðâèðîâàíèåì.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ðàäèàëüíî-êîëüöåâûå ñåòè, ðàçäåëüíîå ðåçåðâèðîâàíèå, ôîðìóëà Áóð-
òèíà � Ïèòòåëÿ.

1. Ââåäåíèå

Çàäà÷à âû÷èñëåíèÿ âåðîÿòíîñòè ñâÿçè äâóõ âåðøèí ñëó÷àéíîãî ãðàôà (âåðîÿòíîñòè ñó-
ùåñòâîâàíèÿ ïóòè ñ ðàáîòàþùèìè ðåáðàìè) ÿâëÿåòñÿ ñëîæíîé âû÷èñëèòåëüíîé çàäà÷åé.
Îíà â îáùåì ñëó÷àå òðåáóåò ÷èñëà àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé, ðàñòóùåãî â ãåîìåòðè÷å-
ñêîé ïðîãðåññèè îò ÷èñëà ðåáåð ãðàôà [1], [2]. Ïîýòîìó ðàçðàáîòêà ñïåöèàëüíûõ ìåòîäîâ
óìåíüøåíèÿ âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè áûëà è îñòàåòñÿ àêòóàëüíîé çàäà÷åé ïðèêëàäíîé
ìàòåìàòèêè.

Äëÿ ñëó÷àéíûõ ãðàôîâ ñ èäåíòè÷íûìè âûñîêîíàäåæíûìè ðåáðàìè èçâåñòíà àñèìïòîòè-
÷åñêàÿ ôîðìóëà Áóðòèíà � Ïèòòåëÿ [3], âûðàæàþùàÿ âåðîÿòíîñòü îòñóòñòâèÿ ñâÿçè ìåæäó
íà÷àëüíîé è êîíå÷íîé âåðøèíàìè ÷åðåç ìèíèìàëüíîå ÷èñëî ðåáåð â ðàçðåçàõ ãðàôà è êî-
ëè÷åñòâî ðàçðåçîâ ñ ìèíèìàëüíûì ÷èñëîì ðåáåð. Îäíèì èç óäîáíûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ äàí-
íîé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ âû÷èñëåíèå êîýôôèöèåíòîâ ìíîãî÷ëåíà, âûðàæàþùåãî âåðîÿòíîñòü
îòñóòñòâèÿ ñâÿçè ìåæäó íà÷àëüíîé è êîíå÷íîé âåðøèíàìè ÷åðåç âåðîÿòíîñòü îòêàçà ðåá-
ðà ãðàôà, è îñíîâàííîãî íà ñåòåâûõ òîïîëîãè÷åñêèõ èíâàðèàíòàõ (÷àñòíîå ñîîáùåíèå È.
Ãåðöáàõà � �private communication of I. Gertsbukh�). Òàêàÿ ôîðìóëà ïîçâîëÿåò ïî åäèíî-
æäû âû÷èñëåííûì êîýôôèöèåíòàì ìíîãî÷ëåíà íàõîäèòü åãî çíà÷åíèÿ ïðè ïðîèçâîëüíîì
çíà÷åíèè àðãóìåíòà. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ýòèõ êîýôôèöèåíòîâ ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü ìå-
òîä Ìîíòå-Êàðëî, îøèáêà ïðèáëèæåíèÿ â êîòîðîì, õîòÿ è ñ ìàëîé âåðîÿòíîñòüþ, ìîæåò
ñóùåñòâåííî ñêàçàòüñÿ íà òî÷íîñòè àñèìïòîòè÷åñêîé ôîðìóëû.

Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî âûíóæäàåò âåðíóòüñÿ ê òî÷íûì àëãîðèòìàì Ôîðäà � Ôàëêåðñî-
íà äëÿ íàõîæäåíèÿ ìèíèìàëüíîãî ÷èñëà ðåáåð â ðàçðåçå � îñíîâíîãî àñèìïòîòè÷åñêîãî
ïàðàìåòðà â ôîðìóëå Áóðòèíà � Ïèòòåëÿ. Â ðÿäå ñëó÷àåâ ýòè àëãîðèòìû ìîãóò áûòü ñó-
ùåñòâåííî óïðîùåíû ïóòåì ïîñòðîåíèÿ ðàçëè÷íûõ äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé ìèíèìàëüíîñòè.
Ïîäîáíûå óñëîâèÿ äåëàþò âîçìîæíûì èññëåäîâàíèå âëèÿíèÿ ðàçëè÷íûõ ñâÿçåé � ãîðèçîí-
òàëüíûõ èëè âåðòèêàëüíûõ � íà àñèìïòîòèêó âåðîÿòíîñòè îòñóòñòâèÿ ñâÿçè ìåæäó âåðøè-
íàìè ãðàôà. Â ðåçóëüòàòå óäàåòñÿ îáíàðóæèòü ñóùåñòâåííîå èçìåíåíèå íàäåæíîñòè ñåòè
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ïðè åå ñòðóêòóðíûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ ïóòåì óäàëåíèÿ ðåáåð èëè èõ ñòÿãèâàíèÿ â óçåë, à
òàêæå ïðè ðàçäåëüíîì ðåçåðâèðîâàíèè ðåáåð. Ýòè ðàññìîòðåíèÿ ïðîâîäÿòñÿ íà ìîäåëüíîì
ïðèìåðå ðàäèàëüíî-êîëüöåâîé ñåòè ñ íåñêîëüêèìè êîíöåíòðè÷åñêèìè îêðóæíîñòÿìè.

2. Îñíîâíûå îáîçíà÷åíèÿ è óòâåðæäåíèÿ

Ïóñòü Γ = {U,W} � íåîðèåíòèðîâàííûé ãðàô ñ êîíå÷íûì ìíîæåñòâîì âåðøèí U , ñ
ìíîæåñòâîì ðåáåð W = {w = (u, v), u, v ∈ U} è ñ ôèêñèðîâàííûìè íà÷àëüíîé è êîíå÷íîé
âåðøèíàìè u0, v0 ∈ U. Çàäàäèì ìíîæåñòâî R âñåõ àöèêëè÷åñêèõ ïóòåé R ìåæäó âåðøèíàìè
u0, v0 è ìíîæåñòâî L = {L(A), A ∈ A} ðàçðåçîâ, êîòîðûå ñòðîÿòñÿ ïî ôîðìóëàì

A = {A ⊂ U, u0 ∈ A, v0 /∈ A}, L = L(A) = {w = (u, v) : u ∈ A, v ∈ U \A}.

Îáîçíà÷èì L1 = {L1, ..., Ln} ñîâîêóïíîñòü ìèíèìàëüíûõ ïî òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîìó
âêëþ÷åíèþ ðàçðåçîâ èç ñåìåéñòâà L. Êàæäîå ðåáðî w ∈ W îòêàçûâàåò ñ âåðîÿòíîñòüþ
pw = 1 − pw, 0 < pw < 1, íåçàâèñèìî îò äðóãèõ ðåáåð. Îáîçíà÷èì PΓ âåðîÿòíîñòü îòêàçà
ãðàôà Γ.

Òåîðåìà 1. Åñëè pw(h) = h, w ∈ W, òî ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà Áóðòèíà � Ïèòòåëÿ

PΓ ∼ chd, h → 0, (1)

ãäå li � ÷èñëî ðåáåð â ðàçðåçå Li, d = min
1≤i≤n

li, c � êîëè÷åñòâî ðàçðåçîâ c ÷èñëîì ðåáåð d.

3. Íåîáõîäèìûé îáúåì ðàçäåëüíîãî ðåçåðâà

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî pw(h) ≡ q = const, 0 < q < 1, w ∈ W, è êàæäîå ðåáðî
ãðàôà èìååò k-êðàòíûé ðåçåðâ. Òàêàÿ ñõåìà ðåçåðâèðîâàíèÿ íàçâàíà ñõåìîé ðàçäåëüíîãî
ðåçåðâèðîâàíèÿ è ïîäðîáíî èññëåäîâàíà â [1]. Îáîçíà÷èì ãðàô Γ ñ k-êðàòíûì ðåçåðâîì
êàæäîãî ðåáðà Γk è ïîëîæèì

N(ε) = min(k : PΓk
< ε), 0 < ε < 1.

Òåîðåìà 2. Âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

N(ε) ∼ ln ε

d ln q
, ε → 0. (2)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Àñèìïòîòè÷åñêàÿ ôîðìóëà (1) ïðèìåò âèä

PΓk
∼ cqkd, k → ∞. (3)

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþáîãî δ > 0 ñóùåñòâóåò N1 = N1(δ) òàêîå, ÷òî ïðè k > N1(δ) âûïîë-
íÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

cqkd(1− δ) ≤ PΓk
≤ cqkd(1 + δ), (4)

Çàôèêñèðóåì δ è ïðåäïîëîæèì, ÷òî ε < PΓN1(δ)
. Òîãäà èç ñîîòíîøåíèÿ (4) ïîëó÷àåì íåðà-

âåíñòâà
cqN(ε)d(1− δ) ≤ ε ≤ cq(N(ε)−1)d(1 + δ),

èç êîòîðûõ ñëåäóåò, ÷òî

ln c+N(ε)d ln q + ln(1− δ) ≤ ln ε ≤ ln c+ (N(ε)− 1)d ln q + ln(1 + δ),
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è çíà÷èò,

ln c+ ln(1− δ)

ln ε
+

N(ε)d ln q

ln ε
≥ 1 ≥ ln c+ ln(1 + δ)− d ln q

ln ε
+

N(ε)d ln q

ln ε
.

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì

N(ε) ∼ ln ε

d ln q
, ε → 0.

Çàìåòèì, ÷òî àñèìïòîòè÷åñêàÿ ôîðìóëà (1) äëÿ âû÷èñëåíèÿ âåðîÿòíîñòè îòêàçà ñåòè PΓ

âêëþ÷àåò â ñåáÿ êîíñòàíòû c, d, òîãäà êàê àñèìïòîòè÷åñêàÿ ôîðìóëà (2) äëÿ îïðåäåëåíèÿ
íåîáõîäèìîãî îáúåìà ðåçåðâà N(ε) âêëþ÷àåò â ñåáÿ òîëüêî îäíó êîíñòàíòó d. Äëÿ íàõîæäå-
íèÿ êîíñòàíòû d äîñòàòî÷íî âîñïîëüçîâàòüñÿ àëãîðèòìîì Ôîðäà � Ôàëêåðñîíà [4] (ñì. òàê-
æå áîëåå ñîâðåìåííûé âàðèàíò èçëîæåíèÿ ñ ó÷åòîì âîçìîæíîñòè ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ [5]),
îáúåì âû÷èñëåíèé â êîòîðîì ïðîïîðöèîíàëåí êóáó ÷èñëà ðåáåð ãðàôà [6]. Â ñâîþ î÷åðåäü,
îöåíêà êîíñòàíòû c çíà÷èòåëüíî ñëîæíåå è ïî ñóùåñòâó ÿâëÿåòñÿ NP -ïîëíîé ïðîöåäóðîé
ïåðåáîðà.

Òåîðåìà 3. Ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

N(ε) ≤ |ln(ε/n)|
| ln q|

+ 1. (5)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äåéñòâèòåëüíî, âåðîÿòíîñòü PΓk
ñóùåñòâîâàíèÿ ðàáîòàþùåãî

ïóòè èç íà÷àëüíîé â êîíå÷íóþ âåðøèíó ãðàôà Γk óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

PΓk
≥ (1− qk)n ≥ 1− nqk,

èç êîòîðîãî ñëåäóåò ôîðìóëà (5).
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ãðàô Γ ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíûì ñîåäèíåíèåì n ðåáåð, à ãðàô Γk

ïîëó÷àåòñÿ èç Γ ïàðàëëåëüíûì ñîåäèíåíèåì k íåçàâèñèìûõ êîïèé ãðàôà Γ. Òîãäà íåñëîæíî
ïîëó÷èòü îöåíêó M(ε) = inf(k : PΓk ≥ 1− ε) âåëè÷èíû íåîáõîäèìîãî ðåçåðâà äëÿ áëî÷íîãî
ðåçåðâèðîâàíèÿ:

M(ε) ≥ 1− ε

pn
.

Òåì ñàìûì íåîáõîäèìûé îáúåì ðåçåðâà ïîçâîëÿåò îáíàðóæèòü ñóùåñòâåííîå ðàçëè÷èå ìåæ-
äó ðàçäåëüíûì è áëî÷íûì ðåçåðâèðîâàíèåì â ñëó÷àå ïîñëåäîâàòåëüíîãî ñîåäèíåíèÿ n ðåáåð
(è äëÿ íåêîòîðûõ àíàëîãè÷íûõ ñîåäèíåíèé ðåáåð).

4. Ðàäèàëüíî-êîëüöåâàÿ ñõåìà

Ðàññìîòðèì ðàäèàëüíî-êîëüöåâîé ãðàô Γ ñ m êîíöåíòðè÷åñêèìè îêðóæíîñòÿìè, l ðà-
äèàëüíûìè ïóòÿìè èç öåíòðà äî âíåøíåé îêðóæíîñòè è íåçàâèñèìî ðàáîòàþùèìè ðåáðàìè
ñ âåðîÿòíîñòüþ îòêàçà êàæäîãî pw = h.

4.1. Âëèÿíèå ñòðóêòóðíûõ èçìåíåíèé íà àñèìïòîòèêó âåðîÿòíîñòè îòêàçà

Íàñ áóäåò èíòåðåñîâàòü âåðîÿòíîñòü îòñóòñòâèÿ ñâÿçè PΓ ìåæäó âåðøèíîé u, íàõîäÿ-
ùåéñÿ íà m-îé êîíöåíòðè÷åñêîé îêðóæíîñòè, è âåðøèíîé v, ïîìåùåííîé â öåíòðå. Íàçîâåì
ðåáðà, ó êîòîðûõ îáà êîíöà ðàñïîëîæåíû íà îäíîé è òîé æå îêðóæíîñòè, êîëüöåâûìè, à ñâÿ-
çè, îáåñïå÷èâàåìûå ýòèìè ðåáðàìè � ãîðèçîíòàëüíûìè. Ðåáðà, ðàñïîëîæåííûå íà ðàäèóñàõ
ãðàôà Γ íàçîâåì ðàäèàëüíûìè, à ñâÿçè, îáåñïå÷èâàåìûå ýòèìè ðåáðàìè � âåðòèêàëüíûìè.
Íàøåé çàäà÷åé ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå âëèÿíèÿ ãîðèçîíòàëüíûõ ñâÿçåé íà âåëè÷èíó PΓ
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ïðè h → 0, òî åñòü â òîì ñëó÷àå, êîãäà ðåáðà îáëàäàþò âûñîêîé íàäåæíîñòüþ è îäèíàêîâîé
âåðîÿòíîñòüþ îòêàçà h.

Äëÿ ïðîñòîòû ðàññìîòðåíèÿ ïîëîæèì l > 3, òîãäà íåòðóäíî âû÷èñëèòü d = 3, c = 1,
ïðè÷åì åäèíñòâåííûé ðàçðåç ñ ìèíèìàëüíûì ÷èñëîì ðåáåð d = 3 ñîñòîèò èç ðåáåð, îêàí÷è-
âàþùèõñÿ â âåðøèíå u. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì PΓ ∼ h3, h → 0.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî âñå êîëüöåâûå ðåáðà èìåþò åäèíè÷íóþ íàäåæíîñòü è, çíà-
÷èò, èõ ìîæíî ñòÿíóòü â òî÷êó. Â ýòîì ñëó÷àå âìåñòî ãðàôà Γ ïîëó÷àåì ïîñëåäîâàòåëüíîå
ñîåäèíåíèå m äâóõïîëþñíèêîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ ñîñòîèò èç l ïàðàëëåëüíî ñîåäèíåí-
íûõ ðåáåð. Ïîñëå íåñëîæíûõ âû÷èñëåíèé ïîëó÷àåì, ÷òî d = l, c = m è, ñëåäîâàòåëüíî,
PΓ ∼ mhl, h → 0.

Ïóñòü âñå êîëüöåâûå ðåáðà èìåþò íóëåâóþ íàäåæíîñòü è, çíà÷èò, èõ ìîæíî óäàëèòü.
Â ýòîì ñëó÷àå âåðøèíû u, v ñîåäèíåíû åäèíñòâåííûì ïóòåì, ñîñòîÿùèì èç l ïîñëåäîâà-
òåëüíî ñîåäèíåííûõ ðåáåð. Ïîñëå íåñëîæíûõ âû÷èñëåíèé ïîëó÷àåì, ÷òî d = 1, c = m è,
ñëåäîâàòåëüíî, PΓ ∼ mh, h → 0.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî äâà êîëüöåâûõ ðåáðà ñ êîíöîì â âåðøèíå u èìåþò r-êðàòíûé
ðåçåðâ, òî åñòü çàìåíåíû íà ïàðàëëåëüíîå ñîåäèíåíèå r èäåíòè÷íûõ ðåáåð, 2r + 1 < l. Â
ýòîì ñëó÷àå d = 2r + 1, c = 1, PΓ ∼ h2r+1, h → 0.

Òàêèì îáðàçîì, ìàíèïóëÿöèè ñ çàìåíîé êîëüöåâûõ ðåáåð íà àáñîëþòíî íàäåæíûå, àáñî-
ëþòíî íåíàäåæíûå, à òàêæå ñîçäàíèå ðåçåðâà ó âûäåëåííûõ êîëüöåâûõ ðåáåð ìîãóò ñóùå-
ñòâåííî ïîâëèÿòü íà âåðîÿòíîñòü îòñóòñòâèÿ ñâÿçè ìåæäó âåðøèíîé íà âíåøíåé îêðóæíî-
ñòè è öåíòðîì. Òåì ñàìûì ìû ïîêàçàëè, ñêîëü âåëèêî âëèÿíèå ãîðèçîíòàëüíûõ ñâÿçåé íà
ôóíêöèîíèðîâàíèå ðàäèàëüíî-êîëüöåâîé ñåòè ñ íåñêîëüêèìè êîíöåíòðè÷åñêèìè îêðóæíî-
ñòÿìè.

4.2. Óñêîðåííûé àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ êîíñòàíòû d

Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî âû÷èñëåíèå êîíñòàíòû d îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà
ñ ïîëèíîìèàëüíîé (êóáè÷åñêîé) ñëîæíîñòüþ, ýòî äîñòàòî÷íî ãðîìîçäêàÿ ïðîöåäóðà, åñëè
ïðîèçâîäèòü åå äëÿ âñåâîçìîæíûõ ïàð âåðøèí ãðàôà. Ïîýòîìó âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü ïî-
ñòðîåíèÿ áîëåå êîìïàêòíûõ è áûñòðûõ àëãîðèòìîâ ïðèìåíèòåëüíî ê îòäåëüíûì ñåìåéñòâàì
ãðàôîâ. Â ðàáîòå [7] òàêîé àëãîðèòì áûë ïîñòðîåí äëÿ ïðÿìîóãîëüíèêà, ðàñïîëîæåííîãî íà
öåëî÷èñëåííîé ðåøåòêå. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ðàäèàëüíî-êîëüöåâîé ãðàô
Γ ñ m êîíöåíòðè÷åñêèìè îêðóæíîñòÿìè è l ðàäèàëüíûìè ïóòÿìè èç öåíòðà äî âíåøíåé
îêðóæíîñòè.

Ñ ïîìîùüþ òåîðåìû Ôîðäà � Ôàëêåðñîíà î ðàâåíñòâå ìàêñèìàëüíîãî ïîòîêà è ìèíè-
ìàëüíîé ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòè ðàçðåçîâ [4, ãë. 1] íåòðóäíî, ïîäñ÷èòûâàÿ ÷èñëî αu ðåáåð,
ñîåäèíåííûõ ñ íà÷àëüíîé âåðøèíîé u, è ÷èñëî αv ðåáåð, ñîåäèíåííûõ ñ êîíå÷íîé âåðøèíîé
v, ïîëó÷èòü íåðàâåíñòâî

d ≤ δ, δ = min(αu, αv). (6)

Èç íåðàâåíñòâà (6) è òåîðåìû Ôîðäà � Ôàëêåðñîíà ñëåäóåò, ÷òî ïðè íàëè÷èè d ïîïàðíî
íåïåðåñåêàþùèõñÿ ðåáðàìè ïóòåé èç íà÷àëüíîé â êîíå÷íóþ âåðøèíó ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

d = δ. (7)

Ïðèìåíèì ýòî äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ê âû÷èñëåíèþ êîíñòàíòû d, îáîçíà÷èâ Cu, Cv îêðóæ-
íîñòè, êîòîðûì ïðèíàäëåæàò âåðøèíû u, v, è ïîëîæèâ, ÷òî Ru, Rv � ðàäèóñû, êîòîðûì
ïðèíàäëåæàò âåðøèíû u, v, ñîîòâåòñòâåííî. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ñ÷èòàåì, ÷òî Cu

îêàéìëÿåò Cv.
Âû÷èñëåíèå êîíñòàíòû d. Ïóñòü l > 2.

1) Åñëè âåðøèíû u, v ëåæàò íà âíåøíåé îêðóæíîñòè, òî δ = 3 è ìåæäó íèìè ñóùåñòâóåò äâà
ïóòè ïî âíåøíåé îêðóæíîñòè è îäèí ïóòü ÷åðåç öåíòð, êîòîðûå ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ
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ðåáðàìè (Ðèñ.1). Ñëåäîâàòåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå d = 3.
2) Åñëè âåðøèíû u, v ëåæàò íà âíóòðåííåé îêðóæíîñòè, òî δ = 4 è ìåæäó íèìè ñóùåñòâóåò
äâà ïóòè íà ýòîé îêðóæíîñòè, îäèí ïóòü ÷åðåç öåíòð è îäèí ïóòü ÷åðåç âíåøíþþ îêðóæ-
íîñòü (Ðèñ 2). Â ýòîì ñëó÷àå d = 4.

Ðèñ. 1. Ðèñ. 2.

3) Ïóñòü âåðøèíà u ëåæèò íà âíåøíåé îêðóæíîñòè, à âåðøèíà v � íà âíóòðåííåé îêðóæ-
íîñòè, òîãäà δ = 3. Â ñëó÷àå, êîãäà âåðøèíû íàõîäÿòñÿ íà ðàçëè÷íûõ ðàäèóñàõ, òî ìåæäó
íèìè ñóùåñòâóþò: ïóòü èç u ïî ðàäèóñó Ru äî îêðóæíîñòè Cv è ïî íåé äî v; ïóòü ïî îêðóæ-
íîñòè Cu äî ðàäèóñà Rv è ïî íåìó äî âåðøèíû v; ïóòü ïî îêðóæíîñòè Cu äî ðàäèóñà, íå
ñîâïàäàþùåãî ñ Ru, Rv, äàëåå ïî ýòîìó ðàäèóñó äî öåíòðà è èç íåãî ïî ðàäèóñó Rv äî âåð-
øèíû v (Ðèñ. 3a). Íèêàêèå äâà ïóòè èç ýòîãî ñïèñêà íå èìåþò îáùèõ ðåáåð, ñëåäîâàòåëüíî,
d = 3. Â ñëó÷àå, êîãäà âåðøèíû u, v íàõîäÿòñÿ íà îäíîì ðàäèóñå, ñóùåñòâóþò: ïóòü èç u â v
ïî ðàäèóñó; ïóòè ïî äóãå âíåøíåé îêðóæíîñòè, äàëåå ïî ðàäèóñó äî âíóòðåííåé îêðóæíîñòè
è ïî íåé äî âåðøèíû v (Ðèñ. 3b). Íèêàêèå äâà ïóòè èç ýòîãî ñïèñêà íå èìåþò îáùèõ ðåáåð,
ñëåäîâàòåëüíî, d = 3.

Ðèñ. 3a. Ðèñ. 3b.

4) Ïóñòü âåðøèíû u, v ëåæàò íà âíóòðåííèõ îêðóæíîñòÿõ, òîãäà δ = 4. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé,
êîãäà ýòè âåðøèíû íàõîäÿòñÿ íà ðàçëè÷íûõ ðàäèóñàõ.

Â ñëó÷àå l = 3 ìîæíî ïîñòðîèòü ðàçðåç ìåæäó âåðøèíàìè u, v, ñîñòîÿùèé èç ðåáåð ñ
êîíöàìè íà Cu, ðàñïîëîæåííûõ íà ðàçëè÷íûõ ðàäèóñàõ, ñëåäîâàòåëüíî, d ≤ 3. Ðàññìîòðèì
ñëåäóþùèå ïóòè ìåæäó u, v : èç u ïî Cu äî ðàäèóñà Rv è äàëåå ïî íåìó äî v; èç u ïî ðàäèóñó
Ru äî îêðóæíîñòè Cv è äàëåå ïî íåé äî v; èç u ïî Cu äî òðåòüåãî ðàäèóñà è äàëåå ïî íåìó
÷åðåç öåíòð ñ ïåðåõîäîì íà ðàäèóñ Rv äî âåðøèíû v. Íèêàêèå äâà ïóòè èç ýòîãî ñïèñêà
(Ðèñ. 4à) íå èìåþò îáùèõ ðåáåð, ñëåäîâàòåëüíî, d ≥ 3, è, çíà÷èò, d = 3.

Â ñëó÷àå l > 3 âûäåëÿþòñÿ ÷åòûðå ïóòè: ïóòü èç u ïî îêðóæíîñòè Cu äî ðàäèóñà Rv è
äàëåå ïî íåìó äî v; ïóòü èç u ïî ðàäèóñó Ru äî îêðóæíîñòè Cv è äàëåå ïî íåé äî âåðøèíû
v; ïóòü èç u ïî îêðóæíîñòè Cu äî òðåòüåãî ðàäèóñà, ïî íåìó äî öåíòðà è äàëåå ÷åðåç öåíòð

196



ïî ðàäèóñó Rv äî âåðøèíû v; ïóòü èç âåðøèíû u ïî ðàäèóñó Ru íà âíåøíþþ îêðóæíîñòü,
ïî íåé äî ÷åòâåðòîãî ðàäèóñà, ïî íåìó äî îêðóæíîñòè Cv è äàëåå ïî íåé äî v. Íèêàêèå äâà
ïóòè èç ýòîãî ñïèñêà (Ðèñ. 4b) íå èìåþò îáùèõ ðåáåð, ñëåäîâàòåëüíî, d = 4.

Ðèñ. 4a. Ðèñ. 4b.

Â ñëó÷àå, êîãäà âåðøèíû íàõîäÿòñÿ íà îäíîì ðàäèóñå, ðåçóëüòàò îñòàåòñÿ ïðåæíèì: ïðè
l = 3 çíà÷åíèå êîíñòàíòû d ðàâíî 3, à ïðè l > 3 âåëè÷èíà d ðàâíà 4.

Âû÷èñëåíèå êîíñòàíòû c.
Ïóñòü âåðøèíà v íàõîäèòñÿ â öåíòðå, à âåðøèíà u � íà m1-îé îò öåíòðà êîíöåíòðè÷åñêîé
îêðóæíîñòè, m1 ≤ m. Åñëè l = 3, òî c = m1 ïðè m1 < m, à c = m1 + 1 ïðè m1 = m. Åñëè
l = 4, òî c = m1 + 1 ïðè m1 < m, à c = 1 ïðè m1 = m. Åñëè l > 4, òî c = 1.

5. Çàêëþ÷åíèå

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ïîëó÷åííàÿ â ðàáîòå àñèìïòîòè÷åñêàÿ ôîðìóëà äëÿ ñåòåé ñ âû-
ñîêîíàäåæíûìè ðåáðàìè, íåñìîòðÿ íà èñïîëüçîâàííûå âûøå ñîîáðàæåíèÿ (âî ìíîãîì ýâ-
ðèñòè÷åñêèå), îñòàåòñÿ äîñòàòî÷íî ñëîæíîé. Â ýòîé ñâÿçè èìååò ñìûñë óêàçàòü íà ïðèìåð
ðàäèàëüíî-êîëüöåâîé ñåòè ñ íåñêîëüêèìè êîíöåíòðè÷åñêèìè îêðóæíîñòÿìè, íèçêîíàäåæ-
íûìè êîëüöåâûìè ðåáðàìè è èìåþùèìè êîíå÷íóþ íàäåæíîñòü ðàäèàëüíûìè ðåáðàìè. Äëÿ
ýòîãî ñëó÷àÿ ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ äîêàçàííûì â [7] óòâåðæäåíèåì.

Ðàññìîòðèì äâóõïîëþñíèê Γ ñ âûäåëåííûìè íà÷àëüíîé è êîíå÷íîé âåðøèíàìè u∗, v∗,
êîíå÷íûì ìíîæåñòâîì âåðøèí U è êîíå÷íûì ìíîæåñòâîì ðåáåð W. Ïóñòü ìíîæåñòâî ðåáåð
W ñîñòîèò èç íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîäìíîæåñòâ W1,W2, ïðè÷åì äëÿ w ∈ W1 ñïðàâåäëèâî
ðàâåíñòâî pw(h) ≡ pw > 0, à äëÿ w ∈ W2 âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå pw(h) → 0, h → 0.
Îáîçíà÷èì R = {R1, . . . , Rn} ñîâîêóïíîñòü âñåõ àöèêëè÷åñêèõ ïóòåé ìåæäó âåðøèíàìè
u∗, v∗.

Òåîðåìà 4. Åñëè âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ

R1 ⊆ W1, R2 ∩W2 ̸= ⊘, . . . , Rn ∩W2 ̸= ⊘, (8)

òî âåðîÿòíîñòü ñâÿçè âåðøèí u∗, v∗ â ãðàôå Γ

PΓ(u
∗, v∗) →

∏
w∈R1

pw, h → 0. (9)

Èñïîëüçóÿ òåîðåìó 4, íåòðóäíî óñòàíîâèòü, ÷òî â ðàäèàëüíî-êîëüöåâîé ñåòè ñ íåñêîëü-
êèìè êîíöåíòðè÷åñêèìè îêðóæíîñòÿìè ïðè h → 0 ïðåäåë âåðîÿòíîñòè ñâÿçè âåðøèí u, v
ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ íàäåæíîñòè ðàäèàëüíûõ ðåáåð, îáðàçóþùèõ àöèêëè÷åñêèé ïóòü ìåæäó
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óêàçàííûìè âåðøèíàìè. Â ñëó÷àå, êîãäà ðàäèàëüíî-êîëüöåâàÿ ñåòü ñîäåðæèò îäíó îêðóæ-
íîñòü, òî÷íîñòü è áûñòðîäåéñòâèå ýòîãî ïðåäåëüíîãî ñîîòíîøåíèÿ ÷èñëåííî èññëåäîâàíû â
ðàáîòå [8].
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ABSTRACT

E�cient and fast algorithms of a calculation of parameters in the asymptotic Burtin �
Pittel formula for networks with identical and high reliable edges are constructed.
These algorithms are applied to a comparison of networks constructed from a radial-
circle network by a canceling of some edges or their collapsing into nodes or by edges
separate reservation.
Key words: a radial-circle network, a separate reservation, the Burtin � Pittel for-
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