
ÄÀËÜÍÅÂÎÑÒÎ×ÍÛÉ ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÈÉ ÆÓÐÍÀË. 2011. Òîì 11. � 1. C. 28�36

ÓÄÊ 512.62, 517.54
MSC2000 30C10, 30C75

c⃝ Â.Í. Äóáèíèí1

Ê òåîðåìàì èñêàæåíèÿ äëÿ àëãåáðàè÷åñêèõ

ïîëèíîìîâ

Ðàññìàòðèâàþòñÿ ïðèëîæåíèÿ îäíîé èç ãðàíè÷íûõ âåðñèé ëåììû Øâàðöà, à òàêæå
ïðèëîæåíèÿ ñâîéñòâ êîíôîðìíîé åìêîñòè êîíäåíñàòîðîâ ê íåêîòîðûì íåðàâåíñòâàì
äëÿ ìîäóëåé ïîëèíîìîâ è èõ ïðîèçâîäíûõ. Äîêàçûâàåòñÿ íîâîå íåðàâåíñòâî áåðíøòåé-
íîâñêîãî òèïà äëÿ ïîëèíîìîâ íà îêðóæíîñòè. Óñòàíàâëèâàþòñÿ äâóñòîðîííèå îöåíêè
äëÿ ïîëèíîìîâ ñ îãðàíè÷åíèÿìè íà èõ êðèòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ è äâóñòîðîííèå îöåíêè
óñðåäíåííîãî èñêàæåíèÿ ïî âñåì íóëÿì ïîëèíîìà.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ïîëèíîìû, êðèòè÷åñêèå òî÷êè, êðèòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ, ïîëèíîì ×å-

áûøåâà, íåðàâåíñòâî Áåðíøòåéíà, òåîðåìû èñêàæåíèÿ, åìêîñòè êîíäåíñàòîðîâ.

Ââåäåíèå

Õîðîøî èçâåñòåí èíòåðåñ ìàòåìàòèêîâ ðàçíûõ ñïåöèàëüíîñòåé ê êëàññè÷åñêèì è ñî-
âðåìåííûì íåðàâåíñòâàì äëÿ ïîëèíîìîâ (ñì., íàïðèìåð, [1]�[3]). Äàííàÿ ñòàòüÿ äîïîëíÿåò
èññëåäîâàíèÿ ïî ïðèìåíåíèþ ãåîìåòðè÷åñêîé òåîðèè ôóíêöèé êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî
ê òàêîãî ðîäà íåðàâåíñòâàì, íà÷àòûå â ðàáîòàõ [4]�[8] è îòëè÷íûå îò ïîäõîäîâ â [1]�[3].
Ðàññìàòðèâàþòñÿ ïðîèçâîëüíûå àëãåáðàè÷åñêèå ïîëèíîìû âèäà

P (z) = c0 + c1z + . . .+ cnz
n, cn ̸= 0, n ≥ 1,

ñ êîìïëåêñíûìè êîýôôèöèåíòàìè ck, k = 0, 1, . . . , n. Â ïåðâîì ïàðàãðàôå óñòàíàâëèâàåòñÿ
îöåíêà ìîäóëÿ âåëè÷èíû (

|P (z)|2
)′
φ
= −2|P (z)|2ImzP ′(z)

P (z)

â òî÷êàõ z = eiφ åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè |z| = 1 (òåîðåìà 1). Ýòà îöåíêà çàâèñèò îò ìîäóëåé
êîýôôèöèåíòîâ c0, cn è ñëåäóþùèõ âåëè÷èí:

m(P ) = min{|P (z)| : |z| = 1}, M(P ) = max{|P (z)| : |z| = 1}.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1 îïèðàåòñÿ íà ãðàíè÷íóþ âåðñèþ ëåììû Øâàðöà äëÿ ãîëîìîðô-
íûõ íàêðûòèé åäèíè÷íîãî êðóãà, ïðåäëîæåííóþ â [7]. Â êà÷åñòâå ñëåäñòâèé ýòîé òåîðåìû
âûâåäåíû îöåíêè äëÿ ìîäóëÿ |P (z)| è, â ÷àñòíîñòè, ïîëó÷åíî óñèëåíèå íåäàâíåãî ðåçóëüòàòà
Øåéë-Ñìîëëà [9]. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç îöåíêè ìîäóëÿ |P (z)| âûòåêàåò èíîå äîêàçàòåëüñòâî
êëàññè÷åñêîãî íåðàâåíñòâà Áåðíøòåéíà äëÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ñóìì [10, c.154]. Âî âòîðîì
ïàðàãðàôå äîêàçûâàåòñÿ îáùàÿ òåîðåìà äëÿ ïîëèíîìîâ ñ êðèòè÷åñêèìè çíà÷åíèÿìè, ïðè-
íàäëåæàùèìè íåêîòîðîìó êîíòèíóóìó γ. Ïîä êðèòè÷åñêèì çíà÷åíèåì ïîíèìàåòñÿ çíà÷åíèå
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ïîëèíîìà P â êðèòè÷åñêèõ òî÷êàõ, ò.å. â òî÷êàõ ζ, ãäå ïðîèçâîäíàÿ P ′(ζ) = 0. Âûáèðàÿ â
êà÷åñòâå γ, íàïðèìåð, êðóã èëè îòðåçîê, ïîëó÷àåì êîíêðåòíûå òî÷íûå îöåíêè ñ ó÷àñòèåì
êðèòè÷åñêèõ òî÷åê è êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèé ïîëèíîìà. Èíòåðåñ ê òàêîãî ðîäà îöåíêàì âû-
çâàí èçâåñòíîé ðàáîòîé Ñìåéëà [11] (ñì. òàêæå [3]). Â ñëó÷àå, êîãäà êîíòèíóóì γ åñòü êðóã,
ýêñòðåìàëüíûì ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîì âèäà P (z) = (1+ tz)n, t ̸= 0, à â ñëó÷àå, êîãäà êîíòèíóóì
γ ïðåäñòàâëåí â âèäå îòðåçêà � ïîëèíîì ×åáûøåâà ïåðâîãî ðîäà Tn(z) = 2n−1zn+ . . .. Äîêà-
çàòåëüñòâà ÷àñòè óòâåðæäåíèé èç §2 è óòâåðæäåíèé §3 îïèðàþòñÿ íà ñâîéñòâà êîíôîðìíîé
åìêîñòè êîíäåíñàòîðîâ. Ñîîòâåòñòâóþùèå îáîçíà÷åíèÿ è îïðåäåëåíèÿ âçÿòû íàìè èç [12].
Ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 3 èñïîëüçóåòñÿ ãîëîìîðôíàÿ ôóíêöèÿ, îïèñàííàÿ â ñòàòüå [6],
êîòîðàÿ ïîçâîëÿåò ñâåñòè óòâåðæäåíèÿ äëÿ ïîëèíîìîâ ê íåêîòîðûì òåîðåìàì äëÿ èçâåñò-
íûõ êëàññîâ îäíîëèñòíûõ ôóíêöèé [13]. Äîêàçàòåëüñòâî íåðàâåíñòâà (6) òåîðåìû 3 ÿâëÿåòñÿ
ïðèìåðîì ïðèìåíåíèÿ òàêîãî ïîäõîäà. Â òðåòüåì ïàðàãðàôå ïîäíèìàåòñÿ âîïðîñ îá îöåíêàõ
ñðåäíèõ çíà÷åíèé ìîäóëåé |P ′(zk)| â òî÷êàõ zk, èìåþùèõ îäèíàêîâûé îáðàç ïðè îòîáðàæå-
íèè P : P (zk) = P (z1), k = 1, . . . , n. Ìû ðàññìàòðèâàåì ñëó÷àé, êîãäà zk, k = 1, . . . , n, � íóëè
ïîëèíîìà P . Ïðè äîêàçàòåëüñòâå îäíîé èç îöåíîê èñïîëüçóåòñÿ àíàëîã íåðàâåíñòâà Øóðà
[14], âçÿòûé èç êíèãè [12].

1. Íåðàâåíñòâà äëÿ ïîëèíîìîâ è èõ ïðîèçâîäíûõ

íà îêðóæíîñòè

Âñþäó íèæå ïðèíÿòû îáîçíà÷åíèÿ èç ââåäåíèÿ. Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò îòíîñèòñÿ ê òàê
íàçûâàåìûì íåðàâåíñòâàì áåðíøòåéíîâñêîãî òèïà [1]�[3].

Òåîðåìà 1. Äëÿ ëþáîãî ïîëèíîìà P (z) = c0+c1z+ . . .+cnz
n, n ≥ 2, è ëþáîé òî÷êè z íà

îêðóæíîñòè |z| = 1, â êîòîðîé |P (z)| îòëè÷åí îò m(P ) è M(P ), ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà∣∣∣(|P (z)|2
)′
φ

∣∣∣√
(|P (z)|2 −m2(P )) (M2(P )− |P (z)|2)

≤ λn :=

:=
n2
(
M2(P )−m2(P ) + 4|c0cn|

)
(n+ 1) (M2(P )−m2(P )) + 4|c0cn|(n− 1)

≤ n. (1)

Ðàâåíñòâà â ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòè (1) äîñòèãàþòñÿ â ñëó÷àå P (z) = c0 + cnz
n äëÿ ëþáûõ

òî÷åê z, |z| = 1, zn ̸= ±c0/cn, ãäå c0 è cn - ïðîèçâîëüíûå êîìïëåêñíûå ÷èñëà, óäîâëåòâîðÿ-

þùèå óñëîâèþ |c0| = |cn| ̸= 0.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî c0 ̸= 0 è cn ̸= 0. Â ýòèõ óñëîâèÿõ m(P ) <
M(P ). Äåéñòâèòåëüíî, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïîëèíîì P îòîáðàæàåò îêðóæíîñòü |z| = 1 â
ñåáÿ è, ââèäó òîãî, ÷òî P (∞) = ∞, ïðèíöèï ñèììåòðèè äàåò ðàâåíñòâî P (0) = 0. Ýòî
ïðîòèâîðå÷èò äîïóùåíèþ P (0) = c0 ̸= 0. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ζ = Φ(w) ôóíêöèþ, êîòîðàÿ
êîíôîðìíî è îäíîëèñòíî îòîáðàæàåò âíåøíîñòü îòðåçêà γ =

[
m2(P ),M2(P )

]
íà êðóã |ζ| < 1

òàê, ÷òî Φ(∞) = 0 è Φ(m2(P )) = −1. Òîãäà ôóíêöèÿ

f(z) = Φ
(
P (z)P (1/z)

)
ðåãóëÿðíà íà ìíîæåñòâå

G =
{
z : |z| < 1, P (z)P (1/z) ̸∈ γ

}
è àíàëèòè÷åñêè ïðîäîëæèìà íà ìíîæåñòâî

E = {z : |z| = 1, |P (z)| ̸= m(P ), |P (z)| ̸= M(P )} .
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Â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè íà÷àëà êîîðäèíàò ñïðàâåäëèâî ðàçëîæåíèå

f(z) =
M2(P )−m2(P )

4c0cn
zn + . . . .

Êðîìå òîãî, f(z) ̸= 0 ïðè z ∈ G\{0} è âñå ïðåäåëüíûå ãðàíè÷íûå çíà÷åíèÿ |f(z)| â G ðàâíû
åäèíèöå. Ïî òåîðåìå 1 ðàáîòû [7] â òî÷êàõ z ìíîæåñòâà E âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

|f ′(z)| ≤ λn ≤ n. (2)

Ðàâåíñòâî â îáåèõ ÷àñòÿõ (2) äîñòèãàåòñÿ â ñëó÷àå, åñëè ôóíêöèÿ f(z) = czn, |c| = 1, è
îáëàñòü G = {z : |z| < 1}. Íåïîñðåäñòâåííîå âû÷èñëåíèå ìîäóëÿ ïðîèçâîäíîé |f ′(z)|, àíàëî-
ãè÷íîå âû÷èñëåíèþ íà ñòðàíèöå 58 ðàáîòû [5], äàåò

|f ′(z)| =

∣∣∣(|P (z)|2
)′
φ

∣∣∣√
(|P (z)|2 −m2(P )) (M2(P )− |P (z)|2)

,

z = eiφ ∈ E. Ó÷èòûâàÿ íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè |f ′(z)| çàêëþ÷àåì, ÷òî íåðàâåíñòâî (1)
âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ òî÷åê z íà îêðóæíîñòè |z| = 1, â êîòîðûõ |P (z)| îòëè÷åí îò m(P ) è
M(P ). ×òî êàñàåòñÿ ïðîâåðêè ñëó÷àÿ, êîãäà äîñòèãàþòñÿ ðàâåíñòâà â (1), òî äëÿ ïîëèíîìà
P (z) = c0+ cnz

n ñ |c0| = |cn| èìååì m(P ) = 0, M(P ) = 2|c0| è, ñëåäîâàòåëüíî, λn = n. Ëåâàÿ
÷àñòü íåðàâåíñòâà (1) òàêæå ðàâíà n. Äåéñòâèòåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå

Φ−1(f(z)) = (c0 + cnz
n)

(
c0 + cn

1

zn

)
= 2|c0|2 + |c0|2

(
c0
cn

zn +
cn
c0

1

zn

)
,

à ïî îïðåäåëåíèþ ôóíêöèè Φ

Φ−1(f(z)) = 2|c0|2 + |c0|2
(
f(z) +

1

f(z)

)
.

Òàêèì îáðàçîì, f(z) = (c0/cn)z
n è äëÿ òàêèõ ôóíêöèé â íåðàâåíñòâàõ (2) âûïîëíÿåòñÿ

ðàâåíñòâî. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî â ñëó÷àå M2(P ) − m2(P ) < 4|c0cn|(n − 1)2 íåðàâåíñòâî (1)
ñèëüíåå íåðàâåíñòâà (12) ðàáîòû [5].

Òåîðåìà 2. Äëÿ ïîëèíîìà P ñòåïåíè n, óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèþ m(P ) ̸= M(P ), è
äëÿ ëþáûõ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë φ1, φ2 ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî∣∣∣∣∣∣arcsin

√
|P (eiφ)|2 −m2(P )

M2(P )−m2(P )

∣∣∣∣φ2

φ1

∣∣∣∣∣∣ ≤ λn|φ1 − φ2|
2

, (3)

ãäå âåëè÷èíà λn îïðåäåëåíà â ôîðìóëèðîâêå òåîðåìû 1.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè φ1 < φ2. Èíòåãðèðóÿ íåðàâåíñòâî
(1) íà èíòåðâàëå (φ1, φ2) è äåëàÿ çàìåíû ïîñëåäîâàòåëüíî u = u(φ) =

∣∣P (eiφ)
∣∣2 , t =√

u−m2(P ), ïîëó÷àåì

λn(φ2 − φ1) ≥ ±
φ2∫

φ1

u′φdφ√
(u−m2(P ))(M2(P )− u)

= ±
u(φ2)∫

u(φ1)

du√
(u−m2(P ))(M2(P )− u)

=

= ±2

t2∫
t1

dt√
M2(P )−m2(P )− t2

= ±2 arcsin
t√

M2(P )−m2(P )

∣∣∣∣t2
t1

,
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ãäå tk =
√

u(φk)−m2(P ), k = 1, 2. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå 1. (ñð. [9, òåîðåìà 1]). Äëÿ ëþáîãî ïîëèíîìà P ñòåïåíè n è ëþáîãî íàòó-

ðàëüíîãî ÷èñëà N ≥ n âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

max
ωN=1

|P (ω)| ≥ cos
πλn

2N
max
|z|=1

|P (z)|.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü z0 = eiφ0 � îäíà èç òî÷åê, â êîòîðîé äîñòèãàåòñÿ ìàêñè-
ìóì M(P ). Ñðåäè êîðíåé N -îé ñòåïåíè èç åäèíèöû íàéäåòñÿ ïî êðàéíåé ìåðå îäèí, ïóñòü
ωk = eiφk , òàêîé, ÷òî |φk − φ0| ≤ π/N . Ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî (3), ïîëó÷àåì

arcsin

√
|P (eiφk)|2 −m2(P )

M2(P )−m2(P )
≥ π

2
− λn

2
|φk − φ0| ≥

π

2
− πλn

2N
≥ 0.

Îòñþäà √
|P (eiφk)|2 −m2(P )

M2(P )−m2(P )
≥ cos

πλn

2N
,

è, ñëåäîâàòåëüíî, ∣∣P (eiφk)
∣∣ ≥ M(P ) cos

πλn

2N
.

Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî
∣∣P (eiφk)

∣∣ ≤ max
ωN=1

|P (ω)|. Ñëåäñòâèå äîêàçàíî.

Ñëåäñòâèå 2. (ñì. [10, c.154]). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ ñóììà

Sn(θ) =
A0

2
+

n∑
k=1

Ak cos kθ +Bk sin kθ

óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì |Sn(0)| ≤ 1, |Sn(α)| ≤ 1 ïðè íåêîòîðîì α, 0 < α < π/n. Åñëè
àáñîëþòíûé ìàêñèìóì M âûðàæåíèÿ |Sn(θ)| äîñòèãàåòñÿ íà èíòåðâàëå (0, α), òî

M ≤ 1

cos nα
2

.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Çàïèøåì òðèãîíîìåòðè÷åñêóþ ñóììó â âèäå

Sn(θ) =

n∑
k=−n

ake
ikθ, ak ∈ C, k = 0,±1, . . . ,±n.

Äåëàÿ çàìåíó z = eiθ, ïðèõîäèì ê ðàâåíñòâó

Sn(θ) = z−nP (z),

ãäå P (z) � àëãåáðàè÷åñêèé ïîëèíîì ñòåïåíè 2n. Â óñëîâèÿõ ñëåäñòâèÿ âûïîëíÿþòñÿ ñîîò-
íîøåíèÿ

|P (1)| ≤ 1,
∣∣P (eiα)

∣∣ ≤ 1, M(P ) = M =
∣∣P (eiα0)

∣∣
ïðè íåêîòîðîì α0, 0 < α0 < α. Ïîâòîðÿÿ äîêàçàòåëüñòâî ïðåäûäóùåãî ñëåäñòâèÿ, ïîëó÷àåì
íåðàâåíñòâî ∣∣P (eiφ)

∣∣ ≥ M(P ) cosn(φ− α0),

ñïðàâåäëèâîå äëÿ ëþáûõ φ, |φ−α0| ≤ π/2n, Ïîëàãàÿ çäåñü φ = 0 èëè φ = α, â çàâèñèìîñòè
îò òîãî, ÷òî α0 ≤ α/2 èëè, ñîîòâåòñòâåííî, α0 ≥ α/2, ïðèõîäèì ê òðåáóåìîìó íåðàâåíñòâó.
Ñëåäñòâèå äîêàçàíî.
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2. Îãðàíè÷åíèÿ íà êðèòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ ïîëèíîìîâ

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî íåâûðîæäåííîãî êîíòèíóóìà γ îòêðûòîé w-ïëîñêîñòè îáîçíà÷èì
÷åðåç F (w) ôóíêöèþ Ðèìàíà:

F (w) = (d(γ))−1w + a0 +
a1
w

+ . . .

� êîíôîðìíî è îäíîëèñòíî îòîáðàæàþùóþ ñâÿçíóþ êîìïîíåíòó ìíîæåñòâà Cw \ γ, ñîäåð-
æàùóþ áåñêîíå÷íîñòü, íà îáëàñòü |ζ| > 1.

Òåîðåìà 3. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âñå êðèòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ ïîëèíîìà P ñòåïåíè n ≥ 2
ïðèíàäëåæàò íåêîòîðîìó íåâûðîæäåííîìó êîíòèíóóìó γ ⊂ Cw, è ïóñòü òî÷êà z òàêî-

âà, ÷òî åå îáðàç P (z) ïðèíàäëåæèò ñâÿçíîé êîìïîíåíòå ìíîæåñòâà Cw \ γ, ñîäåðæàùåé

áåñêîíå÷íî óäàëåííóþ òî÷êó. Òîãäà âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

|ζ − z||P ′(z)| ≤
n|F (P (z))|

(
|F (P (z))|1/n + 1

)
|F ′(P (z))|

(
|F (P (z))|1/n − 1

) , (4)

|ζ − z| ≥ (d(γ)/|cn|)1/n
(
|F (P (z))|1/2n − |F (P (z))|−1/2n

)2
. (5)

Åñëè, äîïîëíèòåëüíî, P (1) íå ïðèíàäëåæèò óêàçàííîé âûøå ñâÿçíîé êîìïîíåíòå, òî

ñïðàâåäëèâû òàêæå íåðàâåíñòâà

|F (P (z))|1/n − 1

|F (P (z))|1/n + 1
≤
∣∣∣∣ nF (P (z))

(z − 1)P ′(z)F ′(P (z))

∣∣∣∣ ≤ |F (P (z))|1/n + 1

|F (P (z))|1/n − 1
. (6)

Çäåñü ζ � ïðîèçâîëüíàÿ êðèòè÷åñêàÿ òî÷êà ïîëèíîìà P, cn � ñòàðøèé êîýôôèöèåíò ýòîãî

ïîëèíîìà, F � ôóíêöèÿ Ðèìàíà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ êîíòèíóóìó γ, à d(γ)� ïîñòîÿííàÿ

×åáûøåâà.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Îáîçíà÷èì ÷åðåç G ñâÿçíóþ êîìïîíåíòó ìíîæåñòâà Cw \ γ,
ñîäåðæàùóþ áåñêîíå÷íî óäàëåííóþ òî÷êó, è ïóñòü B = {z : P (z) ∈ G}. Ñîãëàñíî ëåììå
2.7 ðàáîòû [6], ôóíêöèÿ Ψ(z) := (F (P (z)))1/n ðàñïàäàåòñÿ â îäíîñâÿçíîé îáëàñòè B íà
n ðåãóëÿðíûõ âåòâåé, êàæäàÿ èç êîòîðûõ îäíîëèñòíî îòîáðàæàåò ýòó îáëàñòü íà îáëàñòü
|ζ| > 1. Äàëåå Ψ îçíà÷àåò îäíó èç ýòèõ âåòâåé.

Íà÷íåì ñ äîêàçàòåëüñòâà íåðàâåíñòâà (4). Ïóñòü z0 � ïðîèçâîëüíàÿ ôèêñèðîâàííàÿ òî÷-
êà îáëàñòè B, à ζ � ïðîèçâîëüíàÿ êðèòè÷åñêàÿ òî÷êà ïîëèíîìà P, ζ ̸∈ B. Â ïëîñêîñòè Cz

ðàññìîòðèì êîíäåíñàòîð C(r;Cz \Γ,Γ, {z0}, {0, 1}, {r}), ãäå Γ = {z : z = z0+(ζ−z0)t, t ≥ 1}
[12, c.38,43]. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Γ′ ñâÿçíîå ïîäìíîæåñòâî Γ ∩ B, ñîåäèíÿþùåå òî÷êó z = ∞
ñ ãðàíèöåé ∂B, à ÷åðåç Cr � êðóãîâóþ ñèììåòðèçàöèþ îòíîñèòåëüíî âåùåñòâåííîé îòðèöà-
òåëüíîé ïîëóîñè [12, c. 108]. Èç ìîíîòîííîñòè åìêîñòè, êîíôîðìíîé èíâàðèàíòíîñòè åìêî-
ñòè è ïðèíöèïà êðóãîâîé ñèììåòðèçàöèè Ïîëèà ïîñëåäîâàòåëüíî ïîëó÷àåì

capC(r;Cz \ Γ,Γ, {z0}, {0, 1}, {r}) ≥ capC(r;B \ Γ′,Γ′, {z0}, {0, 1}, {r}) =

= capC(r; {ζ : |ζ| > 1, ζ ̸∈ Ψ(Γ′)},Ψ(Γ′), {Ψ(z0)}, {0, 1}, {|Ψ′(z0)|r}) ≥

≥ capCrC(r; {ζ : |ζ| > 1, ζ ̸∈ Ψ(Γ′)},Ψ(Γ′), {Ψ(z0)}, {0, 1}, {|Ψ′(z0)|r}) =

= capC(r; {ζ : |ζ| > 1, ζ ̸∈ [−∞,−1]}, [−∞,−1], {|Ψ(z0)|}, {0, 1}, {|Ψ′(z0)|r}).

Ââèäó ñèììåòðèè ôóíêöèè Æóêîâñêîãî ω = (ζ +1/ζ)/2, ïîñëåäíÿÿ åìêîñòü ðàâíà åìêîñòè
êîíäåíñàòîðà

C(r;Cω \ [−∞,−1], [−∞,−1], {(|Ψ(z0)|+ 1/|Ψ(z0)|)/2},
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{0, 1}, {(|1− |Ψ(z0)|−2|/2)|Ψ′(z0)|r}).

Ñðàâíèâàÿ àñèìïòîòèêó åìêîñòè ýòîãî êîíäåíñàòîðà ñ àñèìïòîòèêîé åìêîñòè êîíäåíñàòîðà
C(r;Cz \ Γ,Γ, {z0}, {0, 1}, {r}) ïðè r → 0, ïðèõîäèì ê íåðàâåíñòâó

4|ζ − z0|
(
|1− |Ψ(z0)|−2|/2

)
|Ψ′(z0)| ≤ 4(1 + (|Ψ(z0)|+ 1/|Ψ(z0)|)/2)

(ñì. [12, c. 40,44]). Îòñþäà ñëåäóåò íåðàâåíñòâî (4) äëÿ z = z0.
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íåðàâåíñòâà (5) ðàññìîòðèì êîíäåíñàòîð C(r;Cz \ [z0, ζ], [z0, ζ],

{∞}, {0, 1}, {r}), ãäå z0 è ζ îïðåäåëåíû âûøå. Âíîâü èç ìîíîòîííîñòè, êîíôîðìíîé èíâàðè-
àíòíîñòè, ïðèíöèïà êðóãîâîé ñèììåòðèçàöèè è ñèììåòðèè ôóíêöèè Æóêîâñêîãî ïîëó÷àåì

capC(r;Cz \ L,L, {∞}, {0, 1}, {r}) ≥ capC(r;B \ L′, L′, {∞}, {0, 1}, {r}) =

= capC(r; {ζ : |ζ| > 1, ζ ̸∈ Ψ(L′)},Ψ(L′), {∞}, {0, 1}, {(d(γ)/|cn|)1/nr}) ≥

≥ capCrC(r; {ζ : |ζ| > 1, ζ ̸∈ Ψ(L′)},Ψ(L′), {∞}, {0, 1}, {(d(γ)/|cn|)1/nr}) =

= capC(r; {ζ : |ζ| > 1, ζ ̸∈ [−|Ψ(z0)|,−1]}, [−|Ψ(z0)|,−1], {∞}, {0, 1},

{(d(γ)/|cn|)1/nr}) = capC(r;Cω \ [−(|Ψ(z0)|+ 1/|Ψ(z0)|)/2,−1],

[−(|Ψ(z0)|+ 1/|Ψ(z0)|)/2,−1], {∞}, {0, 1}, {2(d(γ)/|cn|)1/nr}).

Çäåñü L = [z0, ζ], à L′ � ñâÿçíîå ïîäìíîæåñòâî L∩B, ñîåäèíÿþùåå òî÷êó z0 ñ ãðàíèöåé ∂B.
Ñðàâíåíèå àñèìïòîòèê ïåðâîé è ïîñëåäíåé åìêîñòè â âûïèñàííûõ ñîîòíîøåíèÿõ ïðè

r → 0 äàåò íåðàâåíñòâî

|ζ − z0| ≥ 2

(
d(γ)

|cn|

) 1
n
[
1

2

(
|Ψ(z0)|+

1

|Ψ(z0)|

)
− 1

]
,

êîòîðîå ñîâïàäàåò ñ íåðàâåíñòâîì (5).
Ïåðåéäåì òåïåðü ê äîêàçàòåëüñòâó íåðàâåíñòâà (6). Èç ñâîéñòâ ôóíêöèè Ψ è óñëîâèÿ

P (1) ̸∈ G ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ z = f(ω), îáðàòíàÿ ê ñóïåðïîçèöèè

ω =

(
Ψ

((
d(γ)

cn

)1/n 1

z
+ 1

))−1

,

ïðèíàäëåæèò èçâåñòíîìó êëàññó S. Äëÿ òàêèõ ôóíêöèé ñïðàâåäëèâà äâóñòîðîííÿÿ îöåíêà

1− |ω|
1 + |ω|

≤
∣∣∣∣ωf ′(ω)

f(ω)

∣∣∣∣ ≤ 1 + |ω|
1− |ω|

,

0 < |ω| < 1 (ñì., íàïðèìåð, [13, c.35]). Ïîñëå ïðîñòûõ âû÷èñëåíèé óáåæäàåìñÿ, ÷òî äàííàÿ
îöåíêà âëå÷åò çà ñîáîé íåðàâåíñòâî (6). Òåîðåìà äîêàçàíà.

Îòìåòèì ÷àñòíûå ñëó÷àè íåðàâåíñòâ (4) è (5), êîãäà âñå êðèòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ ïîëèíîìà
P ïðèíàäëåæàò êðóãó |w−w0| ≤ R. Â ýòîì ñëó÷àå γ = {w : |w−w0| ≤ R}, F (w) = (w−w0)/R
è d(γ) = R. Èç íåðàâåíñòâà (4) âûòåêàåò îöåíêà

|ζ − z||P ′(z)|
(
|P (z)− w0| −R1/n

)
≤ n|P (z)− w0|

(
|P (z)− w0|+R1/n

)
,

ñïðàâåäëèâàÿ äëÿ ëþáîé òî÷êè z ∈ C. Ïîëàãàÿ w0 = 0, ïîëó÷àåì ñëåäñòâèå 3.

Ñëåäñòâèå 3. (cp. [4, òåîðåìà 7]). Åñëè P (z) = 1 + c1z + . . . + cnz
n, n ≥ 2, cn ̸= 0, òî

ñóùåñòâóåò ïî êðàéíåé ìåðå îäíà êðèòè÷åñêàÿ òî÷êà a, P ′(a) = 0, òàêàÿ, ÷òî

|ζP ′(0)|
(
1− |P (a)|1/n

)
≤ n

(
1 + |P (a)|1/n

)
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äëÿ ëþáûõ êðèòè÷åñêèõ òî÷åê ζ. Ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ äëÿ ïîëèíîìà P (z) = (1 + tz)n,
ãäå t � ïðîèçâîëüíîå êîìïëåêñíîå ÷èñëî, îòëè÷íîå îò íóëÿ.

Íåðàâåíñòâî (5) äàåò ñëåäñòâèå 4.

Ñëåäñòâèå 4. Åñëè P (z) = 1 + c1z + . . . + cnz
n, n ≥ 2, cn ̸= 0, òî ñóùåñòâóåò ïî

êðàéíåé ìåðå îäíà êðèòè÷åñêàÿ òî÷êà a, P ′(a) = 0, òàêàÿ, ÷òî ëèáî |P (a)| ≥ 1, ëèáî

|ζ| ≥ (1/|cn|)1/n
(
|P (a)|1/n − 1

)2
äëÿ ëþáûõ êðèòè÷åñêèõ òî÷åê ζ. Ðàâåíñòâî â ïîñëåäíåì ñîîòíîøåíèè âûïîëíÿåòñÿ â

ñëó÷àå, êîãäà P (z) = (1 + tz)n, t ̸= 0.

Ðàññìîòðèì òàêæå ÷àñòíûé ñëó÷àé íåðàâåíñòâà (6), êîãäà γ = [L(P ),H(P )], ãäå

L(P ) = min{ReP (z) : z ∈ [−1, 1]} è H(P ) = max{ReP (z) : z ∈ [−1, 1]}.

Ôóíêöèÿ F êîíôîðìíî è îäíîëèñòíî îòîáðàæàåò âíåøíîñòü îòðåçêà γ íà îáëàñòü |ζ| > 1,
è, ñëåäîâàòåëüíî, îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ èìååò âèä

F−1(ζ) =
1

2

(
ζ +

1

ζ

)
H(P )− L(P )

2
+

H(P ) + L(P )

2
=

1

4
(H(P )− L(P ))ζ + . . . ,

d(γ) = 1
4(H(P )− L(P )). Íåðàâåíñòâî (6) äàåò ñëåäñòâèå 5.

Ñëåäñòâèå 5. (ñð. [7, òåîðåìà 7]). Äëÿ ëþáîãî ïîëèíîìà P ñòåïåíè n ñ âåùåñòâåííûìè

êîýôôèöèåíòàìè è ñ êðèòè÷åñêèìè òî÷êàìè íà îòðåçêå [−1, 1] âûïîëíÿåòñÿ

|F (P (z))|1/n − 1

|F (P (z))|1/n + 1
≤

∣∣∣∣∣n(H(P )− L(P ))
[
F 2(P (z))− 1

]
4(z − 1)P ′(z)F (P (z))

∣∣∣∣∣ ≤ |F (P (z))|1/n + 1

|F (P (z))|1/n − 1
, (7)

ãäå z � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà ïëîñêîñòè C, äëÿ êîòîðîé P (z) ̸∈ [L(P ),H(P )]. Ðàâåíñòâî â

ëåâîé ÷àñòè (7) äîñòèãàåòñÿ äëÿ ïîëèíîìà ×åáûøåâà Tn(z) = 2n−1zn + . . . ïðè −∞ < z <
−1, à â ïðàâîé ÷àñòè (7) � äëÿ òîãî æå ïîëèíîìà è 1 < z < ∞.

3. Îöåíêè óñðåäíåííûõ èñêàæåíèé

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âñå íóëè ïîëèíîìà P ñòåïåíè n ëåæàò íà îòðåçêå [−1, 1]. Èç òåîðåìû
4.5 ðàáîòû [6] ñëåäóåò íåðàâåíñòâî áåðíøòåéíîâñêîãî òèïà

∣∣∣P ′(z)
√

1− z2
∣∣∣ ≤ n

H(P )− L(P )

2
2n

√
22−n|cn|

H(P )− L(P )
,

ñïðàâåäëèâîå ïðè ëþáîì z ∈ [−1, 1]. Çäåñü cn � ñòàðøèé êîýôôèöèåíò ïîëèíîìà P , è

22−n|cn| ≤ H(P )− L(P )

(ñì. [6, c. 28]). Äàííîå íåðàâåíñòâî äîïóñêàåò óòî÷íåíèå, åñëè åãî ëåâóþ ÷àñòü çàìåíèòü íà
ñðåäíåå ãåîìåòðè÷åñêîå çíà÷åíèé ýòîé ÷àñòè, âû÷èñëåííûõ â íóëÿõ ïîëèíîìà P .

Òåîðåìà 4. Äëÿ ëþáîãî ïîëèíîìà

P (z) = cn

n∏
k=1

(z − zk), cn ̸= 0,

34



ñ íóëÿìè zk ∈ [−1, 1], k = 1, . . . , n, ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

n

√√√√ n∏
k=1

∣∣∣∣P ′(zk)
√

1− z2k

∣∣∣∣ ≤ n21−n|cn|.

Ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ â ñëó÷àå ïîëèíîìà ×åáûøåâà Tn.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî âñå íóëè ïîëèíîìà P ïîïàðíî ðàçëè÷íû è
ïðèíàäëåæàò èíòåðâàëó (−1, 1). Â êíèãå [12, ñ. 150] â êà÷åñòâå ïðèëîæåíèÿ ñâîéñòâ åìêîñòåé
êîíäåíñàòîðîâ áûë ïðåäëîæåí ñëåäóþùèé àíàëîã êëàññè÷åñêîãî íåðàâåíñòâà Øóðà: n∏

k=1

n∏
l=1
l ̸=k

|zk − zl|

 n∏
k=1

√
1− z2k ≤ nn2n−n2

. (8)

Îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî k = 1, . . . , n

|P ′(zk)| = |cn|
n∏

l=1
l ̸=k

|zk − zl|

è, ñëåäîâàòåëüíî,
n∏

k=1

|P ′(zk)| = |cn|n
n∏

k=1

n∏
l=1
l ̸=k

|zk − zl|.

Ñëó÷àé ðàâåíñòâà ïðîâåðÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííûì âû÷èñëåíèåì. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 5. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîëèíîì P ñòåïåíè n óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì óñëî-

âèÿì: âñå íóëè zk, k = 1, . . . , n, ïîëèíîìà P ëåæàò íà îòðåçêå [−1, 1], à âñå êðèòè÷åñêèå

çíà÷åíèÿ è çíà÷åíèÿ â òî÷êàõ z = ±1 ëåæàò íà âåùåñòâåííîé îñè âíå èíòåðâàëà (−1, 1).
Òîãäà

n

√√√√ n∏
k=1

∣∣∣∣P ′(zk)
√

1− z2k

∣∣∣∣ ≥ n.

Çíàê ðàâåíñòâà âûïîëíÿåòñÿ â ñëó÷àå P = Tn.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:
B = Cw \ {w : Imw = 0, |Rew| ≥ 1}, R � ðèìàíîâà ïîâåðõíîñòü ôóíêöèè, îáðàòíîé ê
ïîëèíîìó P , ëåæàùàÿ íàä w-ïëîñêîñòüþ, P � ñîîòâåòñòâóþùåå P îòîáðàæåíèå ñôåðû Cz

íà R (ïðîåêöèÿ P(z) ðàâíà P (z)),Wk � îáðàçû òî÷åê zk íà ïîâåðõíîñòè R ïðè îòîáðàæåíèè
P, Bk, k = 1, . . . , n, � êîïèè îáëàñòè B, ëåæàùèå íà R íàä îáëàñòüþ B. Ìû ñ÷èòàåì òî÷êè
zk, k = 1, . . . , n, ðàçëè÷íûìè è ëåæàùèìè íà èíòåðâàëå (−1, 1). Èç óñëîâèé òåîðåìû ñëåäóåò,
÷òî îáëàñòè

Dk := P−1(Bk), k = 1, . . . , n,

ÿâëÿþòñÿ îäíîñâÿçíûìè, ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèìèñÿ è íå ñîäåðæàùèìè òî÷åê z = ±1.
Ñëåäîâàòåëüíî, äîïîëíåíèå

Cz \
n∪

k=1

Dk

ñîäåðæèò íåêîòîðûé êîíòèíóóì, ñîåäèíÿþùèé òî÷êè z = ±1. Ïî òåîðåìå 6.18 èç êíèãè [12]
ñïðàâåäëèâà îöåíêà

n∏
k=1

r(Dk, zk)∣∣∣√1− z2k

∣∣∣ ≤
(
2

n

)n

, (9)
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ãäå r(D, z) îçíà÷àåò âíóòðåííèé ðàäèóñ îáëàñòè D îòíîñèòåëüíî òî÷êè z [12, c. 30]. Ñ äðóãîé
ñòîðîíû,

r(Dk, zk) = r(Bk,Wk)
1

|P ′(zk)|
= r(B, 0)

1

|P ′(zk)|
=

2

|P ′(zk)|
,

k = 1, . . . , n. Îñòàëîñü ïîäñòàâèòü ýòè ñîîòíîøåíèÿ â íåðàâåíñòâî (9). Ñëó÷àé ðàâåíñòâà
ïðîâåðÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííûì âû÷èñëåíèåì. Òåîðåìà äîêàçàíà.
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ABSTRACT

The applications of a boundary Schwarz lemma and the properties of the condenser
capacity to some inequalities for polynomials and their derivatives are considered.
We prove a new Bernstein-type inequality for the polynomials on a circle, two-sided
estimates for the polynomials with constraints on their critical values, and two-sided
estimates of the average distortion computed at zeros of the polynomials.
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