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Ëàãðàíæåâà ôîðìóëèðîâêà îïðåäåëÿþùèõ

ñîîòíîøåíèé ãèïåðóïðóãîãî ìàòåðèàëà Ãåíêè

Ïîëó÷åíî íîâîå ïðåäñòàâëåíèå òåíçîðà óïðóãîñòè ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà äëÿ ãèïåðóïðó-
ãîãî èçîòðîïíîãî ìàòåðèàëà Ãåíêè. Êîìïàêòíîñòü ýòîãî ïðåäñòàâëåíèÿ îáóñëîâëåíà èñ-
ïîëüçîâàíèåì ñîáñòâåííûõ ïðîåêöèé ïðàâîãî òåíçîðà äåôîðìàöèé Êîøè � Ãðèíà. Ïî-
êàçàíî, ÷òî ïîëó÷åííûé òåíçîð óïðóãîñòè îáëàäàåò êàê ìèíîðíûìè ñèììåòðèÿìè, òàê
è ãëàâíîé ñèììåòðèåé.
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ñîáñòâåííûå ïðîåêöèè.

Ââåäåíèå

Èçâåñòíî (ñì., íàïðèìåð, [1, 17, 22, 24, 47, 51]), ÷òî ýëàñòîìåðû ìîãóò ïðåòåðïåâàòü áîëü-
øèå äåôîðìàöèè (íåñêîëüêî ñîòåí ïðîöåíòîâ) áåç ðàçðóøåíèÿ è ïîâðåæäåíèÿ ñòðóêòóðû
ìàòåðèàëà. Ïîòðåáíîñòü â ìàòåìàòè÷åñêîì ìîäåëèðîâàíèè ïðîöåññîâ äåôîðìèðîâàíèÿ òåë
è êîíñòðóêöèé èç òàêèõ ìàòåðèàëîâ ñòèìóëèðóåò ðàçâèòèå òåîðèè áîëüøèõ äåôîðìàöèé ãè-
ïåðóïðóãèõ òåë, ñîçäàíèå àëãîðèòìîâ ÷èñëåííûõ ðåøåíèé óðàâíåíèé ãèïåðóïðóãîñòè è èõ
ïðîãðàììíóþ ðåàëèçàöèþ. Îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ òåîðèè ãèïåðóïðóãîñòè â íàñòîÿùåå âðåìÿ
äîñòàòî÷íî õîðîøî ðàçðàáîòàíû è ïðåäñòàâëåíû, íàïðèìåð, â [11, 12, 15, 20, 35, 41, 45, 46,
54, 60, 63, 72, 77, 78, 83, 87, 88]. Îäíàêî åùå æäóò ñâîåãî ðåøåíèÿ çàäà÷è ïîèñêà ôîðì
çàïèñè óðàâíåíèé ñ òî÷êè çðåíèÿ ýôôåêòèâíîñòè èõ èñïîëüçîâàíèÿ â ïðèëîæåíèÿõ.

Âàæíûì ìîìåíòîì ïðè ôîðìóëèðîâàíèè îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé ãèïåðóïðóãîñòè
ÿâëÿåòñÿ êîíñòðóèðîâàíèå ñêàëÿðíîé ôóíêöèè óäåëüíîé ýíåðãèè äåôîðìàöèé òàêîé, äëÿ
êîòîðîé òåíçîð íàïðÿæåíèé ÿâëÿåòñÿ ãðàäèåíòàëüíîé òåíçîðíîé ôóíêöèåé (ñì., íàïðèìåð,
[15]) òåíçîðà äåôîðìàöèé. Äëÿ êîððåêòíîñòè ôîðìóëèðîâêè îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé
ãèïåðóïðóãîñòè òåíçîðû íàïðÿæåíèé è äåôîðìàöèé äîëæíû îáðàçîâûâàòü ïàðó òåíçîðîâ,
ñîïðÿæ¼ííûõ ïî ìîùíîñòè âíóòðåííèõ ñèë. Âïåðâûå ïîíÿòèå ñîïðÿæ¼ííûõ ïàð òàêèõ òåí-
çîðîâ ââ¼ë Â.Â. Íîâîæèëîâ [76]. Ïîçäíåå Ð. Õèëë [44, 45] ââ¼ë áîëåå îáùåå îïðåäåëåíèå
ñîïðÿæ¼ííûõ òåíçîðîâ íàïðÿæåíèé è äåôîðìàöèé. Äàëüíåéøåå ðàçâèòèå èäåè ñîïðÿæ¼í-
íîñòè ýòèõ òåíçîðîâ äàíî â [3, 42, 55, 56] è äð.

Èñïîëüçóÿ òåõíèêó ïîñòðîåíèÿ òåíçîðà â ãëàâíûõ îñÿõ, Ð. Õèëë â [44, 45] (ñì. òàêæå
[31]) ïîëó÷èë âûðàæåíèÿ äëÿ òåíçîðîâ íàïðÿæåíèé, ñîïðÿæ¼ííûõ ñ òåíçîðàìè äåôîðìà-
öèé ñåìåéñòâà Õèëëà. Ì. Øåéäëåð [85] äîêàçàë ïðàâèëüíîñòü ýòèõ âûðàæåíèé â ñëó÷àå

1Èíñòèòóò ãèäðîäèíàìèêè èì. Ì.À. Ëàâðåíòüåâà ÑÎ ÐÀÍ, 630090, ã. Íîâîñèáèðñê, ïðîñï. àêàä.
Ëàâðåíòüåâà, 15; Íîâîñèáèðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, 630090, ã. Íîâîñèáèðñê, óë.
Ïèðîãîâà, 2; Êîìñîìîëüñêèé-íà-Àìóðå ãîñóäàðñòâåííûé òåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò, 631013, ã.
Êîìñîìîëüñê-íà-Àìóðå, ïðîñï. Ëåíèíà, 27. Ýëåêòðîííàÿ ïî÷òà: s.n.korobeynikov@mail.ru,
cvmi@knastu.ru

155



ñîâïàäåíèÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé òåíçîðîâ äåôîðìàöèé. Ïðîñòîòà âûðàæåíèé äëÿ êîìïî-
íåíò òåíçîðîâ äåôîðìàöèé è ñîïðÿæ¼ííûõ ñ íèìè òåíçîðîâ íàïðÿæåíèé, ïîñòðîåííûõ â
ãëàâíûõ îñÿõ òåíçîðà äåôîðìàöèé, ê ñîæàëåíèþ, ïðèâîäèò ê òðóäíîñòÿì èõ èñïîëüçîâà-
íèÿ â ïðèëîæåíèÿõ, òàê êàê äëÿ ïîñòðîåíèÿ òåíçîðà â ãëàâíûõ îñÿõ òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü
òðîéêè îðòîíîðìàëüíûõ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ. Êðîìå òîãî, äëÿ êðàòíûõ ñîáñòâåííûõ çíà-
÷åíèé òåíçîðîâ ñîáñòâåííûå âåêòîðû îïðåäåëÿþòñÿ íåîäíîçíà÷íî, ÷òî ñîçäàåò ïðîáëåìó èõ
âûáîðà.

Äëÿ èçáåæàíèÿ òðóäíîñòåé ïîñòðîåíèÿ òåíçîðîâ â ãëàâíûõ îñÿõ áûëè ðàçâèòû àëüòåð-
íàòèâíûå ïðåäñòàâëåíèÿ òåíçîðîâ äåôîðìàöèé, íàïðÿæåíèé è èõ ñêîðîñòåé, ñâîáîäíûå îò
âûáîðà áàçèñà (ñì., íàïðèìåð, [6, 7, 26, 27, 28, 29, 30, 32, 49, 50, 61, 92]). Îäíàêî ïðåäñòàâ-
ëåíèÿ ýòèõ òåíçîðîâ â òàêîì âèäå ÿâëÿþòñÿ äîñòàòî÷íî ãðîìîçäêèìè.

Îïòèìàëüíûì âàðèàíòîì ïðåäñòàâëåíèé ñèììåòðè÷íûõ òåíçîðîâ íàïðÿæåíèé, äåôîð-
ìàöèé è èõ ñêîðîñòåé, ñîõðàíÿþùèõ ïðîñòîòó ñòðóêòóðû âûðàæåíèé òåíçîðîâ â ãëàâíûõ
îñÿõ è â òî æå âðåìÿ óäîáñòâî èõ ïðèëîæåíèÿ, ÿâëÿþòñÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ýòèõ òåíçîðîâ ÷åðåç
ñîáñòâåííûå ïðîåêöèè (ñì., íàïðèìåð, [11, 15, 41, 49, 57, 59, 87, 92]). Âûðàæåíèÿ òåíçîðîâ
íàïðÿæåíèé, äåôîðìàöèé è èõ ñêîðîñòåé ÷åðåç ñîáñòâåííûå ïðîåêöèè òåíçîðîâ äåôîðìàöèé
äàíû â [34, 39, 40, 57, 65, 66, 67, 71, 79, 93, 95, 96, 97] è äð.

Íàèáîëåå ïîäõîäÿùåé ïàðîé ñîïðÿæ¼ííûõ òåíçîðîâ íàïðÿæåíèé è äåôîðìàöèé äëÿ èñ-
ïîëüçîâàíèÿ â óðàâíåíèÿõ ìåõàíèêè ñïëîøíîé ñðåäû â ïåðåìåííûõ Ëàãðàíæà ÿâëÿåòñÿ
ïàðà (S(2),E(2)), ãäå S(2) � âòîðîé òåíçîð íàïðÿæåíèé Ïèîëà � Êèðõãîôà, à E(2) � òåíçîð
äåôîðìàöèé Ãðèíà � Ëàãðàíæà [19, 20, 46, 54, 78]. Ãëàâíûì ïðåèìóùåñòâîì òåíçîðà äåôîð-
ìàöèé Ãðèíà � Ëàãðàíæà ïåðåä äðóãèìè òåíçîðàìè äåôîðìàöèé ñåìåéñòâà Õèëëà ÿâëÿåòñÿ
òî, ÷òî êîìïîíåíòû ýòîãî òåíçîðà â ïåðåìåííûõ Ëàãðàíæà îïðåäåëÿþòñÿ íåïîñðåäñòâåííî
â ñèñòåìå îòñ÷åòà áåç ñïåêòðàëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ýòîãî òåíçîðà (ò.å. íå òðåáóåòñÿ îïðå-
äåëÿòü åãî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è âåêòîðû). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñ ïîìîùüþ òåíçîðà S(2)

óäîáíî ôîðìóëèðîâàòü óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ (ðàâíîâåñèÿ) êàê â èñõîäíîì âèäå, òàê è ÷åðåç
ñêîðîñòè. Ôîðìóëèðîâêà ýòèõ óðàâíåíèé ÷åðåç ñêîðîñòè òðåáóåòñÿ êàê äëÿ èõ ïîøàãîâîãî
èíòåãðèðîâàíèÿ, òàê è äëÿ ïðèìåíåíèÿ êðèòåðèåâ óñòîé÷èâîñòè ðàâíîâåñíûõ ñîñòîÿíèé è
êâàçèñòàòè÷åñêèõ (äèíàìè÷åñêèõ) äâèæåíèé (ñì., íàïðèìåð, [8, 54, 78]). Òàêèì îáðàçîì,
äëÿ ââåäåíèÿ íîâîé ìîäåëè ìàòåðèàëà (â ÷àñòíîñòè, è ãèïåðóïðóãîé ñðåäû) â áèáëèîòåêè
ìîäåëåé ìàòåðèàëîâ ïàêåòîâ ïðîãðàìì îáùåãî íàçíà÷åíèÿ, ðåàëèçóþùèõ ìåòîä êîíå÷íûõ
ýëåìåíòîâ ðåøåíèÿ çàäà÷ ìåõàíèêè äåôîðìèðóåìîãî òâåðäîãî òåëà â ïåðåìåííûõ Ëàãðàí-
æà (íàïðèìåð, òàêèõ êàê ADINA [8], MSC.Marc [62], PIONER [53]), äîñòàòî÷íî ðàçðàáîòàòü
è âíåäðèòü â ýòè ïàêåòû ïîäïðîãðàììû, ðåàëèçóþùèå ñâÿçè êîìïîíåíò òåíçîðà S(2) ñ êîì-
ïîíåíòàìè òåíçîðà E(2), à òàêæå ìàòðèöû, ñâÿçûâàþùèå êîìïîíåíòû èõ ñêîðîñòåé.

Äëÿ èçîòðîïíîé ãèïåðóïðóãîé ñðåäû ìîäåëÿìè ìàòåðèàëîâ, äëÿ êîòîðûõ ìîæíî ïðÿìî
(áåç îïðåäåëåíèÿ ãëàâíûõ îñåé òåíçîðà äåôîðìàöèé) ïîëó÷èòü óïîìÿíóòûå âûøå ôîðìóëû
ñâÿçè, ÿâëÿþòñÿ òàêèå êàê ìîäåëü Êèðõãîôà � Ñåí-Âåíàíà [20, 88, 90], íåîãóêîâà, Ìóíè �
Ðèâëèíà (ñì., íàïðèìåð, [54]). Äëÿ ýòèõ ìîäåëåé ìàòåðèàëîâ óäåëüíàÿ ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåð-
ãèÿ äåôîðìàöèé âûðàæàåòñÿ ïðè ïîìîùè óðàâíåíèÿ, â êîòîðîì îíà çàâèñèò îò ãëàâíûõ
èíâàðèàíòîâ òåíçîðà E(2). Îáùèå ôîðìóëû ñâÿçè êîìïîíåíò òåíçîðà S(2) ñ êîìïîíåíòàìè
òåíçîðà E(2) è ìàòðèö, ñâÿçûâàþùèõ êîìïîíåíòû èõ ñêîðîñòåé äëÿ èçîòðîïíîé ãèïåðóïðó-
ãîé ñðåäû ïðè òàêîé çàïèñè óäåëüíîé ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè äåôîðìàöèé, ïðèâåäåíû â
[75]. Ê ñîæàëåíèþ, ìîäåëè ìàòåðèàëîâ, â êîòîðûõ ó÷èòûâàåòñÿ ÿâíàÿ çàâèñèìîñòü óäåëü-
íîé ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè äåôîðìàöèé îò ãëàâíûõ èíâàðèàíòîâ òåíçîðà E(2), ïîçâîëÿþò
îïèñûâàòü äåôîðìèðîâàíèå òîëüêî óçêîãî êëàññà ìàòåðèàëîâ ïðè óìåðåííûõ äåôîðìàöèÿõ.

Àëüòåðíàòèâíûì ïîäõîäîì ê îïðåäåëåíèþ óäåëüíîé ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè èçîòðîïíîé
ãèïåðóïðóãîé ñðåäû ÿâëÿåòñÿ åå çàäàíèå â âèäå ôóíêöèè ãëàâíûõ óäëèíåíèé. Âàæíåéøèì
ñâîéñòâîì ýòîé ôóíêöèè ÿâëÿåòñÿ åå çàâèñèìîñòü îò ñòåïåíåé ãëàâíûõ óäëèíåíèé (ìîäåëü
ìàòåðèàëà Îãäåíà [78]) è áîëåå ñëîæíûå çàâèñèìîñòè îò ñòåïåíåé, ýêñïîíåíò è ëîãàðèô-
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ìîâ ãëàâíûõ óäëèíåíèé [22]. Çàäàíèå ïàðàìåòðîâ â ýòèõ ìîäåëÿõ ìàòåðèàëîâ ïîçâîëÿåò
ïîñòðîèòü êðèâûå äåôîðìèðîâàíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå ãëàâíûì óäëèíåíèÿì âî âñåì äèà-
ïàçîíå äåôîðìèðîâàíèÿ ýëàñòîìåðîâ. Åñëè óäåëüíàÿ ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ äåôîðìàöèé
èçîòðîïíîãî ãèïåðóïðóãîãî ìàòåðèàëà ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ôóíêöèè îò ãëàâíûõ óäëèíå-
íèé, òî êîìïàêòíûå ïðåäñòàâëåíèÿ òåíçîðà S(2) è òåíçîðà óïðóãîñòè ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà
ìîæíî ïîëó÷èòü â ãëàâíûõ îñÿõ òåíçîðà E(2). Ýòè âûðàæåíèÿ ïðèâåäåíû, íàïðèìåð, â
[12, 46, 63, 78]. Áîëåå ãðîìîçäêèå âûðàæåíèÿ ýòèõ òåíçîðîâ â âèäå, íå çàâèñÿùåì îò âûáîðà
áàçèñà, ïðèâåäåíû â [30]. Êîìïàêòíûå ïðåäñòàâëåíèÿ ýòèõ òåíçîðîâ â ñîáñòâåííûõ ïðîåê-
öèÿõ ëàãðàíæåâûõ òåíçîðîâ äåôîðìàöèé óäîáíûå äëÿ ïðèëîæåíèé ïðèâåäåíû â [67, 79].

Èñïîëüçîâàíèå ñëîæíûõ ìîäåëåé ìàòåðèàëîâ ðàáîòîñïîñîáíûõ âî âñåì äèàïàçîíå äå-
ôîðìèðîâàíèÿ ýëàñòîìåðîâ òðåáóåò òùàòåëüíîé ïîñòàíîâêè ýêñïåðèìåíòîâ è áîëüøîé ðà-
áîòû ïî ïîèñêó ïàðàìåòðîâ äëÿ îïèñàíèÿ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ êðèâûõ. Âîçíèêàåò âîïðîñ:
ìîæíî ëè äëÿ ýëàñòîìåðîâ ñêîíñòðóèðîâàòü òàêóþ ôóíêöèþ äëÿ óäåëüíîé ïîòåíöèàëüíîé
ýíåðãèè äåôîðìàöèé, êîòîðàÿ èìåëà áû âèä ïîòåíöèàëüíîé ôóíêöèè äëÿ èçîòðîïíîé óïðó-
ãîé ñðåäû ïðè áåñêîíå÷íî ìàëûõ äåôîðìàöèÿõ, äëÿ êîòîðîé ñïðàâåäëèâ çàêîí Ãóêà, è â òî
æå âðåìÿ áûëà áû ïðèãîäíîé äëÿ îïèñàíèÿ äåôîðìàöèé ýëàñòîìåðîâ, âûõîäÿùèõ çà ðàìêè
ïðèìåíåíèÿ óðàâíåíèé ëèíåéíîé òåîðèè óïðóãîñòè?

Ïåðâûé øàã ê îòâåòó íà ýòîò âîïðîñ ñîñòîèò â ðàçðàáîòêå ìåòîäèêè ïîñòðîåíèÿ ôóíêöèé
óäåëüíîé ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè äåôîðìàöèé äëÿ ìîäåëåé ìàòåðèàëîâ èçîòðîïíîé ãèïåð-
óïðóãîé ñðåäû, îáîáùàþùèõ çàêîí Ãóêà íà ñëó÷àé áîëüøèõ äåôîðìàöèé. Ýòó ìåòîäèêó
ïðåäëîæèë Ð. Õèëë [44, 45] (ñì. òàêæå [90]). Ñóòü ïðåäëîæåíèÿ Ð. Õèëëà ñîñòîèò â çàìåíå
òåíçîðîâ íàïðÿæåíèé è äåôîðìàöèé Êîøè â çàêîíå Ãóêà, èñïîëüçóåìûõ â óðàâíåíèÿõ ëè-
íåéíîé òåîðèè óïðóãîñòè, ëþáîé ïàðîé ñîïðÿæ¼ííûõ ëàãðàíæåâûõ òåíçîðîâ íàïðÿæåíèé
è äåôîðìàöèé (ïîñëåäíèå äîëæíû ïðèíàäëåæàòü ñåìåéñòâó òåíçîðîâ äåôîðìàöèé Õèëëà,
ââåäåííîìó â [44, 45]). Â ÷àñòíîñòè, òàêîé ïàðîé ÿâëÿåòñÿ ïàðà òåíçîðîâ (S(2),E(2)). Â ïî-
ñëåäíåì ñëó÷àå òàêàÿ ìîäåëü èçîòðîïíîãî ãèïåðóïðóãîãî ìàòåðèàëà íàçûâàåòñÿ ìîäåëüþ
Êèðõãîôà � Ñåí-Âåíàíà [20, 88, 90]. Äðóãèå ñïîñîáû îáîáùåíèé çàêîíà Ãóêà ñ áåñêîíå÷íî
ìàëûõ íà áîëüøèå äåôîðìàöèè ïðåäñòàâëåíû â [10, 16, 73], íî ìîäåëè ìàòåðèàëà, ðàññìàò-
ðèâàåìûå â ýòèõ ðàáîòàõ, â îáùåì ñëó÷àå ÿâëÿþòñÿ òîëüêî óïðóãèìè, íî íå ãèïåðóïðóãèìè
(íà çàìêíóòûõ ïóòÿõ äåôîðìèðîâàíèÿ íå ñîõðàíÿþò ýíåðãèþ) [46, 78, 88].

Âòîðûì øàãîì ê îòâåòó íà ïîñòàâëåííûé âîïðîñ ÿâëÿåòñÿ îòáîð òàêèõ ìîäåëåé ìàòå-
ðèàëîâ (ñðåäè òåîðåòè÷åñêè äîïóñòèìûõ), ïîâåäåíèå êîòîðûõ íå ïðîòèâîðå÷èò óñòàíîâèâ-
øèìñÿ ôèçè÷åñêèì ïðåäñòàâëåíèÿì î ïîâåäåíèè ìàòåðèàëîâ âî âñåì äîïóñòèìîì äèàïà-
çîíå èçìåíåíèÿ ãëàâíûõ óäëèíåíèé, è îïðåäåëåíèå òàêèõ äèàïàçîíîâ èçìåíåíèÿ äåôîðìà-
öèé, äëÿ êîòîðûõ ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè ñîîòâåòñòâóåò äàííûì ýêñïåðèìåíòà. Ïîâåäåíèå
ðÿäà ìîäåëåé ãèïåðóïðóãèõ ìàòåðèàëîâ ýòîãî ñåìåéñòâà èçó÷àëîñü ïóòåì ïîñòðîåíèÿ êðè-
âûõ îäíîîñíîãî äåôîðìèðîâàíèÿ è ïðîñòîãî ñäâèãà â [9, 10, 19, 21, 23, 25, 33, 51, 81, 94].
Ñóììèðóÿ ðåçóëüòàòû ýòèõ èññëåäîâàíèé, ìîæíî îòìåòèòü, ÷òî òîëüêî ìîäåëü ãèïåðóïðó-
ãîãî èçîòðîïíîãî ìàòåðèàëà Ãåíêè (Hencky) ñ èñïîëüçîâàíèåì òåíçîðà ëîãàðèôìè÷åñêèõ
äåôîðìàöèé E(0)1 (ñì., íàïðèìåð, [78]) è ñîïðÿæ¼ííîãî ñ íèì òåíçîðà íàïðÿæåíèé Íîëëà τ̄
[19] íå ïðîòèâîðå÷èò óñòàíîâèâøèìñÿ ôèçè÷åñêèì ïðåäñòàâëåíèÿì (äåôîðìàöèè ñòðåìÿò-
ñÿ ê ìèíóñ-áåñêîíå÷íîñòè ïðè íåîãðàíè÷åííîì ñæàòèè ìàòåðèàëà è ê ïëþñ-áåñêîíå÷íîñòè
ïðè åãî íåîãðàíè÷åííîì ðàñòÿæåíèè) è ñîãëàñóåòñÿ ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè äëÿ
äåôîðìàöèé óìåðåííîé âåëè÷èíû, âûõîäÿùèõ çà ðàìêè ïðèìåíèìîñòè óðàâíåíèé ëèíåé-
íîé òåîðèè óïðóãîñòè. Îòìåòèì, ÷òî àíàëîãè÷íûì ñâîéñòâîì îáëàäàåò ïàðà ñîïðÿæ¼ííûõ
òåíçîðîâ íàïðÿæåíèé è äåôîðìàöèé Ìóíè (Mooney) (SM ,EM ) [19, 21]. Ïðè ýòîì òåíçîð
äåôîðìàöèé Ìóíè EM (òåíçîð êâàçèëîãàðèôìè÷åñêèõ äåôîðìàöèé) èç ñåìåéñòâà Õèëëà

1Òåíçîð ëîãàðèôìè÷åñêèõ äåôîðìàöèé âïåðâûå ââåëè Èìáåðò (Imbert) â 1880 ã. è Ëþäâèê (Ludwik) â
1909 ã. Â ôîðìóëèðîâêå îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé ýòîò òåíçîð âïåðâûå èñïîëüçîâàë Ãåíêè (Hencky) â
1928 ã. [19].
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àïïðîêñèìèðóåò òåíçîð ëîãàðèôìè÷åñêèõ äåôîðìàöèé. Òàêîå æå ñîîòâåòñòâèå èçâåñòíûì
ýêñïåðèìåíòàëüíûì äàííûì ðåøåíèé çàäà÷ î êðó÷åíèè è èçãèáå ñòåðæíåé èç ìàòåðèàëà
Ãåíêè îòìå÷àåòñÿ â [13, 14, 107, 109]. Ë. Àíàíä [1] ïîêàçàë, ÷òî ìîäåëü ìàòåðèàëà Ãåíêè õî-
ðîøî îïèñûâàåò äåôîðìàöèþ âóëêàíèçèðîâàííîé ðåçèíû è óïðóãèå äåôîðìàöèè ìåòàëëîâ
ïðè âûñîêèõ äàâëåíèÿõ â èíòåðâàëå (0.7,1.3) èçìåíåíèÿ ãëàâíûõ óäëèíåíèé. Áîëåå òîãî, Ë.
Àíàíä ïîêàçàë [2], ÷òî îäíîïàðàìåòðè÷åñêàÿ ìîäåëü Ãåíêè äëÿ íåñæèìàåìîãî ìàòåðèàëà
(ïîä ïàðàìåòðîì ïîíèìàåòñÿ ìîäóëü Þíãà) ëó÷øå îïèñûâàåò ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå,
÷åì äâóõïàðàìåòðè÷åñêàÿ (ñ ïàðàìåòðàìè C1 è C2 [54]) ìîäåëü ãèïåðóïðóãîãî èçîòðîïíî-
ãî ìàòåðèàëà Ìóíè � Ðèâëèíà. Ïðåèìóùåñòâà èñïîëüçîâàíèÿ òåíçîðà ëîãàðèôìè÷åñêèõ
äåôîðìàöèé ïåðåä äðóãèìè òåíçîðàìè äåôîðìàöèé ñåìåéñòâà Õèëëà â óðàâíåíèÿõ ìåõàíè-
êè ñïëîøíîé ñðåäû, òàêèå êàê àääèòèâíîå ðàçëîæåíèå äåôîðìàöèè íà îáúåìíóþ è èçîõî-
ðè÷åñêóþ ñîñòàâëÿþùèå è ñóùåñòâîâàíèå êîðîòàöèîííîé ñêîðîñòè òåíçîðà ëîãàðèôìè÷å-
ñêèõ äåôîðìàöèé, ðàâíîé òåíçîðó ñêîðîñòè äåôîðìàöèé, õîðîøî èçâåñòíû (ñì., íàïðèìåð,
[11, 12, 33, 45, 93, 102, 104]).

Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî äàòü îäíîçíà÷íûé îòâåò íà âîïðîñ, ïîñòàâëåííûé âûøå: äëÿ
èçîòðîïíîé ãèïåðóïðóãîé ñðåäû åäèíñòâåííîé ïàðîé ñîïðÿæ¼ííûõ ëàãðàíæåâûõ òåíçîðîâ
íàïðÿæåíèé è äåôîðìàöèé èç ñåìåéñòâà Õèëëà, ïðîëîíãèðóþùèõ çàêîí Ãóêà èç îáëàñòè
ìàëûõ â îáëàñòü óìåðåííûõ äåôîðìàöèé è èìåþùèõ ïðèêëàäíîå çíà÷åíèå, ÿâëÿåòñÿ ïàðà
òåíçîðîâ (τ̄ ,E(0)) è ïàðà òåíçîðîâ (SM ,EM ), êîòîðûå àïïðîêñèìèðóþò, ñîîòâåòñòâåííî,
òåíçîðû â ïåðâîé ïàðå.

Äàëüíåéøåå óñëîæíåíèå ìîäåëè ìàòåðèàëà Ãåíêè ñ öåëüþ äîáèòüñÿ áîëüøåãî ñîîòâåò-
ñòâèÿ ñòðóêòóðû óäåëüíîé ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè äåôîðìàöèé äàííûì ýêñïåðèìåíòà ïðî-
âåäåíî â [17, 18, 24, 47, 51]. Ïðåèìóùåñòâà èñïîëüçîâàíèÿ òåíçîðà ëîãàðèôìè÷åñêèõ äå-
ôîðìàöèé â îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèÿõ íåóïðóãèõ ìàòåðèàëîâ ïî ñðàâíåíèþ ñ äðóãèìè
òåíçîðàìè ñåìåéñòâà Õèëëà õîðîøî èçâåñòíû è ýòîò òåíçîð èñïîëüçóåòñÿ èññëåäîâàòåëÿìè
â îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèÿõ ãèïîóïðóãîñòè [64, 94, 96, 99, 105, 111], óïðóãîïëàñòè÷íîñòè
[4, 5, 36, 37, 38, 40, 43, 68, 69, 70, 82, 91, 100, 106, 108, 110] è æ¼ñòêî-ïëàñòè÷åñêîãî òåëà [74].

Öåëüþ íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ âûâîä ÿâíîãî âûðàæåíèÿ òåíçîðà óïðóãîñòè äëÿ
èçîòðîïíîãî ãèïåðóïðóãîãî ìàòåðèàëà Ãåíêè. Ýòîò òåíçîð ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà ñâÿçûâàåò
ìàòåðèàëüíûå ïðîèçâîäíûå âòîðîãî òåíçîðà íàïðÿæåíèé Ïèîëà � Êèðõãîôà Ṡ(2) è òåíçîðà
äåôîðìàöèé Ãðèíà � Ëàãðàíæà Ė(2). Äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ òåíçîðà óïðóãîñòè èñïîëüçóþòñÿ
ñîáñòâåííûå ïðîåêöèè ïðàâîãî òåíçîðà äåôîðìàöèé Êîøè � Ãðèíà. Ïîäîáíîå ïðåäñòàâëå-
íèå òåíçîðà óïðóãîñòè èñïîëüçóåòñÿ â [79] äëÿ ìàòåðèàëà Îãäåíà è â [67] äëÿ ïðîèçâîëüíîãî
èçîòðîïíîãî ãèïåðóïðóãîãî ìàòåðèàëà (âêëþ÷àÿ è ìàòåðèàë Ãåíêè), íî â íàñòîÿùåé ðàáî-
òå èñïîëüçóåòñÿ îðèãèíàëüíàÿ òåõíèêà ïîëó÷åíèÿ òåíçîðà óïðóãîñòè äëÿ ìàòåðèàëà Ãåíêè.
Åñëè âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ïðàâîãî òåíçîðà äåôîðìàöèé Êîøè � Ãðèíà ðàçëè÷íû, òî
ïîëó÷åííîå â íàñòîÿùåé ðàáîòå âûðàæåíèå òåíçîðà óïðóãîñòè ñîâïàäàåò ñ âûðàæåíèåì ýòî-
ãî òåíçîðà äëÿ ìàòåðèàëà Ãåíêè, êîòîðîå ìîæíî ïîëó÷èòü, êîíêðåòèçèðóÿ äëÿ ýòîé ìîäåëè
ìàòåðèàëà âûðàæåíèå, ïðåäñòàâëåííîå â [67], íî äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ
ÿâëÿþòñÿ êðàòíûìè, ïîëó÷åíî âûðàæåíèå òåíçîðà óïðóãîñòè, èìåþùåå áîëåå ïðîñòîé âèä
ïî ñðàâíåíèþ ñ âûðàæåíèåì, äàííûì â [67].

Ïðàêòè÷åñêîå çíà÷åíèå íàñòîÿùåãî èññëåäîâàíèÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òî ïîëó÷åíî âûðà-
æåíèå òåíçîðà óïðóãîñòè äëÿ èçîòðîïíîãî ãèïåðóïðóãîãî ìàòåðèàëà Ãåíêè, êîòîðîå ìîæíî
ââîäèòü â ïîëüçîâàòåëüñêèå ïðîãðàììû êîììåð÷åñêèõ êîäîâ (òàêèõ, íàïðèìåð, êàê MSC.Marc)
ïðè îïðåäåëåíèè ìàòðèö êàñàòåëüíûõ æ¼ñòêîñòåé â ïåðåìåííûõ Ëàãðàíæà â îòñ÷åòíîé ñè-
ñòåìå êîîðäèíàò áåç ïåðåõîäà ê ãëàâíûì îñÿì ïðàâîãî òåíçîðà äåôîðìàöèé Êîøè � Ãðèíà.
Ýòî âûðàæåíèå ïîëó÷åíî êàê äëÿ ðàçëè÷íûõ, òàê è äëÿ êðàòíûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé
ïðàâîãî òåíçîðà äåôîðìàöèé Êîøè � Ãðèíà.
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1. Íåîáõîäèìûå ñâåäåíèÿ èç òåíçîðíîé àëãåáðû

Ñîâðåìåííàÿ ôîðìóëèðîâêà óðàâíåíèé ìåõàíèêè äåôîðìèðóåìîãî òâåðäîãî òåëà îñíî-
âàíà íà ñâîáîäíîì îò âûáîðà áàçèñà ïðåäñòàâëåíèè òåíçîðîâ (ñì., íàïðèìåð, [11, 12, 15,
20, 41, 46, 49, 54, 60, 63, 78, 82, 87, 88]). Ê ñîæàëåíèþ, åäèíîãî ñòàíäàðòà äëÿ îáîçíà÷åíèé
îïåðàöèé ñ òåíçîðàìè, ïðåäñòàâëåííûìè â òàêîì âèäå, íå ñóùåñòâóåò. Ïîýòîìó â íàñòîÿ-
ùåì ðàçäåëå ìû îïðåäåëÿåì îïåðàöèè ñ òåíçîðàìè âòîðîãî è ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêîâ, êîòîðûå
ïîòðåáóþòñÿ â èçëîæåíèè îñíîâíîãî ìàòåðèàëà ðàáîòû.

1.1. Òåíçîðû âòîðîãî è ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêîâ

Ñëåäóÿ òåðìèíîëîãèè â [78, 88] íàçîâåì òåëîì B òðåõìåðíîå äèôôåðåíöèðóåìîå ìíî-
ãîîáðàçèå, ýëåìåíòû êîòîðîãî íàçûâàþòñÿ ìàòåðèàëüíûìè òî÷êàìè (÷àñòèöàìè) P ∈ B,
äëÿ êîòîðûõ óñòàíàâëèâàåòñÿ âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ñ òðîéêîé âåùåñòâåííûõ
÷èñåë (θ1, θ2, θ3), íàçûâàåìûõ ìàòåðèàëüíûìè (ëàãðàíæåâûìè) êîîðäèíàòàìè.

Ïóñòü E îáîçíà÷àåò òðåõìåðíîå åâêëèäîâî òî÷å÷íîå ïðîñòðàíñòâî, à V � òðåõìåðíîå åâ-
êëèäîâî âåêòîðíîå (òðàíñëÿöèîííîå) ïðîñòðàíñòâî, àññîöèèðîâàííîå ñ òî÷å÷íûì ïðîñòðàí-
ñòâîì E (ìû îòîæäåñòâëÿåì ýòî âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî ñ åãî äóàëüíûì ïðîñòðàíñòâîì V∗)
[11, 78, 89]).

Êîíôèãóðàöèåé β òåëàB íàçîâåì îáëàñòü â òð¼õìåðíîì åâêëèäîâîì òî÷å÷íîì ïðîñòðàí-
ñòâå E òàêóþ, ÷òî ñóùåñòâóåò âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê P è
òî÷åê χ ∈ β ⊂ E : B ↔ β, ò. å. χ = χ(P ). Â êàæäîé òî÷êå χ(P ) ∈ β ïî îáû÷íûì ôîðìóëàì
òåíçîðíîãî àíàëèçà îïðåäåëÿåòñÿ òðîéêà êîâàðèàíòíûõ ei(χ(P )) = ei(P ) è êîíòðàâàðèàíò-
íûõ ei(P ) áàçèñíûõ âåêòîðîâ (çäåñü è äàëåå èíäåêñû âåêòîðîâ è òåíçîðîâ èçìåíÿþòñÿ â
ïðåäåëàõ îò îäíîãî äî òð¼õ), òàê ÷òî

ei · ej = δij ≡

{
0, åñëè i 6= j

1, åñëè i = j
.

Çäåñü è äàëåå òî÷êà ìåæäó âåêòîðàìè è (èëè) òåíçîðàìè îáîçíà÷àåò èõ âíóòðåííåå ïðîèç-
âåäåíèå.

Îïðåäåëèì òåíçîðû âòîðîãî H è ÷åòâåðòîãî H ïîðÿäêîâ èç òåíçîðíûõ ïðîñòðàíñòâ V⊗V
è V⊗V⊗V⊗V ñîîòâåòñòâåííî (çäåñü è äàëåå çíàê ⊗ îáîçíà÷àåò ïîëèàäíîå (òåíçîðíîå) ïðî-
èçâåäåíèå âåêòîðîâ âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà V). Îïðåäåëèì òàêæå òåíçîðíûå ïîëÿ âòîðîãî
H(P ) ≡ H(χ(P )) ∀ P ∈ B è ÷åòâåðòîãî H(P ) ≡ H(χ(P )) ∀ P ∈ B ïîðÿäêîâ, ò.å. H(B) ∈ T 2

è H(B) ∈ T 4 (çäåñü è äàëåå T 2 è T 4 îáîçíà÷àþò ñîâîêóïíîñòè âñåõ òåíçîðíûõ ïîëåé âòî-
ðîãî è ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêîâ ñîîòâåòñòâåííî, îïðåäåëåííûõ äëÿ âñåõ ÷àñòèö P ∈ B). Äàëåå
äëÿ êðàòêîñòè âìåñòî òåðìèíà ¾òåíçîðíîå ïîëå¿ èñïîëüçóåì òåðìèí ¾òåíçîð¿.

Ëþáîé òåíçîð H ∈ T 2 ìîæíî ïðåäñòàâèòü ðàçëîæåíèÿìè ïî äèàäàì êîâàðèàíòíîãî è
êîíòðàâàðèàíòíîãî áàçèñîâ, ñîîòâåòñòâåííî, ñëåäóþùèì îáðàçîì:

H = H ijei ⊗ ej = Hije
i ⊗ ej . (1)

Çäåñü è äàëåå ïîëàãàåì, ÷òî (åñëè íå îãîâîðåíî ïðîòèâíîå èëè îïåðàöèÿ ñóììèðîâàíèÿ
íå îáîçíà÷åíà â ÿâíîì âèäå) ïî ïîâòîðÿþùèìñÿ èíäåêñàì ïðîâîäèòñÿ ñóììèðîâàíèå îò 1
äî 3. Àíàëîãè÷íî, ëþáîé òåíçîð H ∈ T 4 ìîæíî ïðåäñòàâèòü ðàçëîæåíèÿìè ïî ïîëèàäàì
êîâàðèàíòíîãî è êîíòðàâàðèàíòíîãî áàçèñîâ, ñîîòâåòñòâåííî, â âèäå

H = Hijklei ⊗ ej ⊗ ek ⊗ el = Hijkle
i ⊗ ej ⊗ ek ⊗ el. (2)

Îòìåòèì, ÷òî íàðÿäó ñ ïðåäñòàâëåíèÿìè (1), (2) ìîæíî òàêæå ðàññìàòðèâàòü ïðåäñòàâëåíèÿ
òåíçîðîâ ñî ñìåøàííûìè (êîâàðèàíòíûìè è êîíòðàâàðèàíòíûìè) êîìïîíåíòàìè.
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1.2. Îïåðàöèè ñ òåíçîðàìè

Îïðåäåëåíèÿ îïåðàöèé ñ òåíçîðàìè âòîðîãî ïîðÿäêà â äîñòàòî÷íîé ñòåïåíè óñòàíîâè-
ëèñü (ñì., íàïðèìåð, [49, 54]), íî äëÿ òåíçîðîâ ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà àâòîðû ââîäÿò ðàçëè÷íûå
îïðåäåëåíèÿ îïåðàöèé, ïîýòîìó â íàñòîÿùåì ðàçäåëå â îñíîâíîì îïðåäåëÿþòñÿ îïåðàöèè ñ
òåíçîðàìè ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà.

Ïóñòü A,H ∈ T 2. Îïðåäåëèì îïåðàöèþ äâîéíîãî âíóòðåííåãî ïðîèçâåäåíèÿ òåíçîðîâ:

A : H = (Aijei ⊗ ej) : (Hkle
k ⊗ el) ≡ AijHklδ

k
i δ
l
j = AijHij . (3)

Òîãäà ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå òîæäåñòâà

A : H = H : A = AT : HT = HT : AT = tr(A·HT ) = tr(AT ·H) = tr(H·AT ) = tr(HT ·A). (4)

Çäåñü è äàëåå òî÷êà ìåæäó òåíçîðàìè îáîçíà÷àåò îïåðàöèþ èõ âíóòðåííåãî ïðîèçâåäåíèÿ,
à âåðõíèé èíäåêñ ¾T¿ � îïåðàöèþ òðàíñïîíèðîâàíèÿ òåíçîðà.

Åñëè A ∈ T 2, H ∈ T 2
sym (çäåñü è äàëåå T 2

sym ⊂ T 2 îáîçíà÷àåò ñîâîêóïíîñòü âñåõ ñèììåò-
ðè÷íûõ òåíçîðîâ âòîðîãî ïîðÿäêà), òî ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

A : H = symA : H = H : symA. (5)

Çäåñü è äàëåå symA îáîçíà÷àåò ñèììåòðè÷íóþ ñîñòàâëÿþùóþ òåíçîðà A ∈ T 2: symA ≡
(A + AT )/2.

Ïóñòü C ∈ T 4, A,H ∈ T 2. Òîãäà

C : H = (Cijklei ⊗ ej ⊗ ek ⊗ el) : (Hrse
r ⊗ es) ≡ CijklHrsδ

r
kδ
s
l ei ⊗ ej =

= CijklHklei ⊗ ej ,

H : C = (Hrse
r ⊗ es) : (Cijklei ⊗ ej ⊗ ek ⊗ el) ≡ HrsCijklδri δsjek ⊗ el =

= HijCijklek ⊗ el,

A : C : H ≡ AijCijklHkl.

(6)

Ïóñòü A,H ∈ T 2. Îïðåäåëèì ñëåäóþùèå ÷åòûðå îïåðàöèè â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëå-
íèÿìè, ïðèâåäåííûìè â [20, 46, 79]:

• âíåøíåå ïðîèçâåäåíèå

A⊗H = (Aijei ⊗ ej)⊗ (Hklek ⊗ el) ≡ AijHklei ⊗ ej ⊗ ek ⊗ el, (7)

• ïðÿìîå âíåøíåå ïðîèçâåäåíèå

A⊗H = (Aijei ⊗ ej)⊗(Hklek ⊗ el ≡ AikHjlei ⊗ ej ⊗ ek ⊗ el, (8)

• àëüòåðíàòèâíîå âíåøíåå ïðîèçâåäåíèå

A⊗H = (Aijei ⊗ ej)⊗(Hklek ⊗ el) ≡ AilHjkei ⊗ ej ⊗ ek ⊗ el, (9)

• ñèììåòðè÷íîå âíåøíåå ïðîèçâåäåíèå

A
sym

⊗ H ≡ 1

2
(A⊗H + A⊗H) =

1

2
(AikHjl +AilHjk)ei ⊗ ej ⊗ ek ⊗ el. (10)
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Ïðèìå÷àíèå 1.1. Îïåðàöèè âíåøíåãî ïðîèçâåäåíèÿ òåíçîðîâ ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà àëüòåð-
íàòèâíûå ê ïðåäñòàâëåííûì â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðèâåäåíû â [48, 49, 52, 80, 86].

Ïóñòü A,B,X,Y ∈ T 2. Èñïîëüçóÿ îïåðàöèè, îïðåäåë¼ííûå â (3)-(10), ìîæíî ïîêàçàòü
âûïîëíåíèå ñëåäóþùèõ òîæäåñòâ:

(A⊗B) : X = A(B : X),

(A
sym

⊗ B) : X = A · symX ·BT ,

X : (A⊗B) = B(A : X),

X : (A
sym

⊗ B) = sym(AT ·X ·B),

X : (A⊗B) : Y = (A : X)(B : Y),

X : (A
sym

⊗ B) : Y = (X ·B) : (A · symY).

(11)

Ïóñòü I ∈ T 2 � åäèíè÷íûé òåíçîð âòîðîãî ïîðÿäêà (åäèíñòâåííûé íåçàâèñèìûé èçî-
òðîïíûé òåíçîð âòîðîãî ïîðÿäêà, ñì. [60]). Ââîäèì ïîëíûé íàáîð íåçàâèñèìûõ èçîòðîïíûõ
òåíçîðîâ ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà (ñì. [60]):

CI ≡ I⊗ I, CII ≡ I⊗I, CIII ≡ I⊗I (12)

è èõ êîìáèíàöèþ [46] (symmetrizer [20])

S ≡ 1

2
(CII + CIII) = I

sym

⊗ I. (13)

Òåíçîð S ∈ T 4 îáëàäàåò ñâîéñòâîì (X ∈ T 2) [20, 46, 60]

S : X = symX.

Ïóñòü A,B,C,D ∈ T 2. Èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèÿ îïåðàöèé (4), (7)-(9), ïîëó÷èì

(A⊗B) : (C⊗D) = A⊗ (CT ·B ·D),

(A⊗B) : (C⊗D) = A⊗ (DT ·BT ·C).
(14)

Îïðåäåëåíèå 1.1. Ïóñòü C ∈ T 4. Åäèíñòâåííûé òåíçîð ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà (îáîçíà÷àåòñÿ
CT ) íàçûâàåòñÿ òðàíñïîíèðîâàííûì ê òåíçîðó C, åñëè âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî (ñì. [46])

X : CT : Y = Y : C : X [= (C : X) : Y] ∀ X,Y ∈ T 2. (15)

Ðàâåíñòâî (15) ýêâèâàëåíòíî ñëåäóþùåìó ðàâåíñòâó, çàïèñàííîìó ñ èñïîëüçîâàíèåì
êîìïîíåíò òåíçîðà C:

CT = (Cijklei ⊗ ej ⊗ ek ⊗ el)
T ≡ Cijklek ⊗ el ⊗ ei ⊗ ej = Cklijei ⊗ ej ⊗ ek ⊗ el.

Îïðåäåëåíèå 1.2. Òåíçîð C ∈ T 4 íàçûâàåòñÿ ñèììåòðè÷íûì (îáëàäàåò ñâîéñòâîì ãëàâíîé
ñèììåòðèè), åñëè

CT = C. (16)

Èç (15) è (16) ñëåäóåò, ÷òî íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì íàëè÷èÿ ãëàâíîé ñèì-
ìåòðèè òåíçîðà C ∈ T 4 ÿâëÿåòñÿ âûïîëíåíèå ðàâåíñòâà

X : C : Y = Y : C : X ∀ X,Y ∈ T 2. (17)
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Äëÿ òåíçîðà C, îáëàäàþùåãî ñâîéñòâîì ãëàâíîé ñèììåòðèè, ðàâåíñòâî (16) ýêâèâàëåíòíî
ñëåäóþùåìó ðàâåíñòâó, çàïèñàííîìó ñ èñïîëüçîâàíèåì êîìïîíåíò òåíçîðà C:

C = Cijklei ⊗ ej ⊗ ek ⊗ el = (CT ≡)Cijklek ⊗ el ⊗ ei ⊗ ej = Cklijei ⊗ ej ⊗ ek ⊗ el.

Îïðåäåëåíèå 1.3. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî òåíçîð C ∈ T 4 îáëàäàåò äâóìÿ ìèíîðíûìè ñèì-
ìåòðèÿìè, åñëè âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

X : C : Y = symX : C : symY ∀ X,Y ∈ T 2. (18)

Äëÿ òåíçîðà C, îáëàäàþùåãî äâóìÿ ìèíîðíûìè ñèììåòðèÿìè, ðàâåíñòâî (18) ýêâèâà-
ëåíòíî ñëåäóþùèì ðàâåíñòâàì, çàïèñàííûì ñ èñïîëüçîâàíèåì êîìïîíåíò òåíçîðà C:

C ≡ Cijklei ⊗ ej ⊗ ek ⊗ el = Cijklej ⊗ ei ⊗ ek ⊗ el = Cjiklei ⊗ ej ⊗ ek ⊗ el =

= Cijklei ⊗ ej ⊗ el ⊗ ek = Cijlkei ⊗ ej ⊗ ek ⊗ el.

Ââåäåì îïåðàöèè ïîâîðîòîâ òåíçîðîâ âòîðîãî è ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêîâ. Ïóñòü Ψ ∈ T 2+
orth

(çäåñü T 2+ ⊂ T 2 � ñîâîêóïíîñòü âñåõ òåíçîðîâ âòîðîãî ðàíãà H òàêèõ, ÷òî detH > 0,
T 2+
orth ⊂ T

2+ � ñîâîêóïíîñòü âñåõ ñîáñòâåííî îðòîãîíàëüíûõ òåíçîðîâ âòîðîãî ðàíãà Ψ òà-
êèõ, ÷òî Ψ−1 = ΨT , det Ψ = 1).

Îïðåäåëåíèå 1.4. Çàäàäèì òåíçîðû H ∈ T 2 è C ∈ T 4 ñëåäóþùèì îáðàçîì:

H = H ijei ⊗ ej , C = Cijklei ⊗ ej ⊗ ek ⊗ el.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî òåíçîðû

RΨ(H) ≡ H ije′i ⊗ e′j ,

RΨ(C) ≡ Cijkle′i ⊗ e′j ⊗ e′k ⊗ e′l
(19)

ïîëó÷åíû îïåðàöèÿìè ïîâîðîòà (÷àñòíûé ñëó÷àé îïåðàöèé ïðîèçâåäåíèÿ Ðýëåÿ âèäà Ψ?H,
Ψ?C, ñì. [11]), åñëè âåêòîðû áàçèñà e′i ïîëó÷åíû îïåðàöèÿìè ïîâîðîòà èç âåêòîðîâ èñõîäíîãî
áàçèñà, ò.å.

e′i = Ψ · ei = ei ·ΨT .

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî â ïðåäñòàâëåíèè ñâîáîäíîì îò âûáîðà áàçèñà îïåðàöèè ïîâîðîòà (19)
âûãëÿäÿò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

RΨ(H) = Ψ ·H ·ΨT ,

RΨ(C) = (Ψ⊗Ψ) : C : (ΨT⊗ΨT ).

1.3. Ñîáñòâåííûå ïðîåêöèè ñèììåòðè÷íûõ òåíçîðîâ âòîðîãî ïîðÿäêà

Ïóñòü S ∈ T 2
sym. Ïðåäñòàâèì ýòîò òåíçîð â ñïåêòðàëüíîì âèäå (ñì., íàïðèìåð, [46, 78])

S =

3∑
k=1

skMk ⊗Mk, (20)

ãäå sk ∈ R � ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è {Mk} (k = 1, 2, 3) � ïîä÷èíåííûå îðòîíîðìèðîâàííûå
ñîáñòâåííûå âåêòîðû. Äëÿ êðàòíûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé sk ñîáñòâåííûå âåêòîðû {Mk}
îïðåäåëÿþòñÿ íåîäíîçíà÷íî. Äëÿ èçáåæàíèÿ ýòîé íåîäíîçíà÷íîñòè èñïîëüçóåì âìåñòî ñïåê-
òðàëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ (20) ïðåäñòàâëåíèå òåíçîðà S ÷åðåç ñîáñòâåííûå ïðîåêöèè, ñì.
[11, 15, 41, 49, 57, 59, 92].
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç 1 ≤ m ≤ 3 ÷èñëî ðàçëè÷íûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé si (i = 1, . . . ,m).
Äàëåå ÷èñëî m áóäåì íàçûâàòü m-èíäåêñîì. Áåç ïîòåðè îáùíîñòè ðàññóæäåíèé íóìåðóåì
ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ sk â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèÿ m-èíäåêñà ñëåäóþùèì îáðàçîì:

m =


3, s1 6= s2 6= s3

2, s1 6= s2 = s3

1, s1 = s2 = s3

.

Ââåä¼ì ñîáñòâåííûå ïðîåêöèè òåíçîðà S, èñïîëüçóÿ ôîðìóëû Ñèëüâåñòðà

Si =


m∏
j=1
i 6=j

S−sjI
si−sj ïðè m = 2, 3

I ïðè m = 1

. (21)

Ñîáñòâåííûå ïðîåêöèè èìåþò ñëåäóþùèå ñâîéñòâà (ñì. [59])

Si · Sj =

{
Si, åñëè i = j,

O, åñëè i 6= j,

m∑
i=1

Si = I, trSi = mi. (22)

Çäåñü mi îáîçíà÷àåò êðàòíîñòü ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ si, O ∈ T 2 � íóëåâîé òåíçîð âòîðîãî
ïîðÿäêà. Èç îïðåäåëåíèÿ ñîáñòâåííûõ ïðîåêöèé (21) ñëåäóåò èõ ñèììåòðèÿ, ò.å. Si ∈ T 2

sym

(STi = Si).
Àëüòåðíàòèâíûì ê ïðåäñòàâëåíèþ (20) ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå ïðåäñòàâëåíèå òåíçîðà S:

S =
m∑
i=1

si
m
Si.

Èñïîëüçóÿ (14) è (22), îïðåäåëèì ñëåäóþùóþ îïåðàöèþ ñ ñîáñòâåííûìè ïðîåêöèÿìè

(Si ⊗ Sj) : (Sk
sym

⊗ Sl) = δkjδjl(Si ⊗ Sj) (íå ñóììèðîâàòü ïî j). (23)

Âåðíî ñëåäóþùåå òîæäåñòâî:

(Si ⊗ Si) : X = Si ·X · Si (íå ñóììèðîâàòü ïî i). (24)

2. Áàçîâàÿ êèíåìàòèêà

Ðàññìîòðèì äâèæåíèå òåëàB â òðåõìåðíîì åâêëèäîâîì òî÷å÷íîì ïðîñòðàíñòâå E . Ïóñòü
X è x îáîçíà÷àþò ðàäèóñ-âåêòîðû íåêîòîðîé ìàòåðèàëüíîé òî÷êè P â îòñ÷åòíîé (íåïî-
äâèæíîé) è òåêóùåé (äâèãàþùåéñÿ) êîíôèãóðàöèÿõ ñîîòâåòñòâåííî. Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî
ïðåîáðàçîâàíèå îòñ÷åòíîé êîíôèãóðàöèè â òåêóùóþ êîíôèãóðàöèþ îïèñûâàåòñÿ çàêîíîì
äâèæåíèÿ � íåïðåðûâíîé âåêòîðíîé ôóíêöèåé ñ òðåáóåìûìè óñëîâèÿìè ãëàäêîñòè (õîòÿ
áû C2 îò t, ñì. [85])

x = x(X, t) : x(X, t0) = X

ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ
0 < J(≡ det F) <∞ ∀ t > t0.

Çäåñü è äàëåå F ≡ Gradx = ∂x/∂X ∈ T 2+ � òåíçîð ãðàäèåíòà äåôîðìàöèè, t � ìîíîòîííî
âîçðàñòàþùèé ïàðàìåòð äåôîðìèðîâàíèÿ (äëÿ êðàòêîñòè äàëåå íàçûâàåì ýòîò ïàðàìåòð
âðåìåíåì), t0 � çíà÷åíèå ïàðàìåòðà t, ñîîòâåòñòâóþùåå îòñ÷åòíîé êîíôèãóðàöèè òåëà B.
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Ïî òåîðåìå î ïîëÿðíîì ðàçëîæåíèè (ñì., íàïðèìåð, [11, 46, 78, 88]) òåíçîð F ∈ T 2+ ìîæåò
áûòü ïðåäñòàâëåí åäèíñòâåííûì îáðàçîì â âèäå

F = R ·U = V ·R (U,V ∈ T 2++
sym , R ∈ T 2+

orth), (25)

ãäå U è V � ñîîòâåòñòâåííî, ïðàâûé è ëåâûé òåíçîðû èñêàæåíèÿ, R � òåíçîð ðîòàöèè
(çäåñü è äàëåå T 2++

sym ⊂ T 2+ îáîçíà÷àåò ñîâîêóïíîñòü âñåõ ñèììåòðè÷íûõ ïîëîæèòåëüíî
îïðåäåëåííûõ òåíçîðîâ âòîðîãî ïîðÿäêà). Îòìåòèì, ÷òî, â ñèëó ïðåäïîëîæåíèÿ x(X, t) ∈ C2

îò t, îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî F,R,U,V ∈ C1 îò t (ñì. [85]).
Ðàññìîòðèì åâêëèäîâû ïðåîáðàçîâàíèÿ [56, 57, 58, 78]

x∗(X∗, t∗) ≡ Q(t) · x(X, t) + c(t), X∗ ≡ Q0 ·X + c0, t∗ = t+ a,

ãäå Q(t) ∈ T 2+
orth � ïðîèçâîëüíûé òåíçîð, c(t) � ïðîèçâîëüíûé âåêòîð è a ∈ R � ïðîèç-

âîëüíîå ÷èñëî (Q0 ≡ Q(t0) è c0 ≡ c(t0)). Ñëåäóÿ îïðåäåëåíèþ â [78], äàäèì îïðåäåëåíèå
îáúåêòèâíûõ òåíçîðîâ.

Îïðåäåëåíèå 2.1 Òåíçîðû H ∈ T 2 è C ∈ T 4 íàçûâàþòñÿ îáúåêòèâíûìè ýéëåðîâûìè
èëè îáúåêòèâíûìè ëàãðàíæåâûìè (ýéëåðîâûìè èëè ëàãðàíæåâûìè) òåíçîðàìè, åñëè ïðè
åâêëèäîâûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ (25) äëÿ ïðîèçâîëüíûõ Q(t),Q0 ∈ T 2+

orth îíè èçìåíÿþòñÿ ïî
çàêîíàì

H∗(P, t) = RQ(H) [= Q(t) ·H(P, t) ·QT (t)],

C∗(P, t) = RQ(C) [= (Q(t)⊗Q(t)) : C(P, t) : (QT (t)⊗QT (t))],

èëè

H∗(P, t) = RQ0(H) [= Q0 ·H(P, t) ·QT
0 (t)],

C∗(P, t) = RQ0(C) [= (Q0⊗Q0) : C(P, t) : (QT
0⊗QT

0 )].

Ñðåäè ââåä¼ííûõ âûøå òåíçîðîâ êèíåìàòè÷åñêîãî òèïà òåíçîð U ÿâëÿåòñÿ ëàãðàíæåâûì,
òåíçîð V � ýéëåðîâûì, à òåíçîðû F è R íå ÿâëÿþòñÿ îáúåêòèâíûìè. Ââåä¼ì åùå îäèí
ëàãðàíæåâ òåíçîð: ïðàâûé òåíçîð äåôîðìàöèé Êîøè � Ãðèíà (ñì. [19])

C ≡ U2 = FT · F. (26)

Îòìåòèì, ÷òî ïðÿìîå ïðåäñòàâëåíèå òåíçîðà C ÷åðåç òåíçîð ãðàäèåíòà äåôîðìàöèè F äå-
ëàåò åãî èñïîëüçîâàíèå óäîáíûì äëÿ ïðèëîæåíèé.

Ïóñòü òåíçîð U ∈ T 2++
sym èìååò ñïåêòðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå

U =
3∑

k=1

λkNk ⊗Nk. (27)

Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ λk > 0 íàçûâàþòñÿ ãëàâíûìè óäëèíåíèÿìè, à òðîéêà âåêòîðîâ {Nk}
(k = 1, 2, 3) � ëàãðàíæåâîé òðîéêîé ïðàâîîðèåíòèðîâàííûõ îðòîíîðìèðîâàííûõ ñîáñòâåí-
íûõ âåêòîðîâ òåíçîðà U. Èç (26), (27) ïîëó÷àåì ñïåêòðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå òåíçîðà C

C =

3∑
k=1

µkNk ⊗Nk, µk = λ2
k. (28)

Ïóñòü m-èíäåêñ òåíçîðà U ðàâåí m. Ïðåîáðàçóåì ñïåêòðàëüíûå ïðåäñòàâëåíèÿ (27), (28)
òåíçîðîâ U è C, èñïîëüçóÿ ñîáñòâåííûå ïðîåêöèè Ui (i = 1, . . . ,m) òåíçîðà U. Ïîëó÷èì
(ñì. ðàçäåë 1)

U =
m∑
i=1

λiUi, C =
m∑
i=1

µiUi. (29)
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Îòìåòèì, ÷òî ñîáñòâåííûå ïðîåêöèè Ui ∈ T 2
sym ÿâëÿþòñÿ ëàãðàíæåâûìè òåíçîðàìè. Ââåä¼ì

äîïîëíèòåëüíî ê óñëîâèþ Ui ∈ C1 óñëîâèå λi ∈ C1 îò t (ñì. [57]).

Îïðåäåëåíèå 2.2 Êëàññè÷åñêèå [15] (ïðîñòûå [19]) èçîòðîïíûå òåíçîðíûå ôóíêöèè âèäà

E ≡ f(U) =

m∑
i=1

f(λi)Ui,

f(λ) ∈ R : f(λ) ∈ C2, f ′(λ) > 0 ïðè λ ∈ (0,∞), f(1) = 0, f ′(1) = 1 (30)

îáðàçóþò ñåìåéñòâî Õèëëà ëàãðàíæåâûõ òåíçîðîâ äåôîðìàöèé.
Ðàññìîòðèì äâà òåíçîðà èç ñåìåéñòâà ëàãðàíæåâûõ òåíçîðîâ äåôîðìàöèé Õèëëà

E(0) ≡
m∑
i=1

lnλiUi, E(2) ≡
m∑
i=1

f (2)(λi)Ui, f
(2)(λ) ≡ 1

2
(λ2 − 1).

Òåíçîð E(0) ≡ ln U íàçûâàåòñÿ ïðàâûì òåíçîðîì ëîãàðèôìè÷åñêèõ äåôîðìàöèé (ïðàâûì
òåíçîðîì äåôîðìàöèé Ãåíêè), à òåíçîð E(2) � òåíçîðîì äåôîðìàöèé Ãðèíà � Ëàãðàíæà
(ñì. [19]). Ïðåäñòàâèì òåíçîð E(2) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

E(2) =
1

2
(U2 − I) =

1

2
(FT · F− I) =

1

2
(C− I).

Îòìåòèì, ÷òî òåíçîðû U è C íå âõîäÿò â ñåìåéñòâî òåíçîðîâ äåôîðìàöèé Õèëëà.
Ââåäåì âåêòîð ñêîðîñòè v è òåíçîð ãðàäèåíòà ñêîðîñòè l ∈ T 2

v ≡ ẋ, l ≡ gradv = Ḟ · F−1,

à òàêæå ñèììåòðè÷íûé ýéëåðîâ òåíçîð ñêîðîñòè äåôîðìàöèé d ∈ T 2
sym

d ≡ sym l =
1

2
(l + lT ),

è åãî ëàãðàíæåâ äâîéíèê: ñèììåòðè÷íûé ëàãðàíæåâ òåíçîð ñêîðîñòè äåôîðìàöèé ñ èñêëþ-
÷åííûì ïîâîðîòîì D ∈ T 2

sym [19]

D ≡ RRT (d) = RT · d ·R =
1

2
(U̇ ·U−1 + U−1 · U̇). (31)

Çäåñü è äàëåå òî÷êà íàä âåëè÷èíîé îáîçíà÷àåò åå ìàòåðèàëüíóþ ïðîèçâîäíóþ. Ïåðåïèøåì
ðàâåíñòâî (31) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

U̇ ·U−1 + U−1 · U̇ = 2D. (32)

Ðàññìàòðèâàÿ (32) êàê òåíçîðíîå óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî U̇, ïîëó÷èì ðåøåíèå (ñì. [57])

U̇ =
m∑

i,j=1

ΨijUi ·D ·Uj , (33)

ãäå

Ψij ≡ Ψ(λi, λj) ≡

{
λi, åñëè i = j
2λiλj
λi+λj

, åñëè i 6= j
.

Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî [95]:

Ė =
m∑

i,j=1

φijUi · U̇ ·Uj , (34)
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ãäå

φij ≡ φ(λi, λj) ≡

{
f ′(λi), åñëè i = j
f(λi)−f(λj)

λi−λj , åñëè i 6= j
.

Ïîäñòàâëÿÿ â ïðàâóþ ÷àñòü (34) âûðàæåíèå äëÿ U̇ èç (33), ïîëó÷èì

Ė =
m∑

i,j=1

fijUi ·D ·Uj , (35)

ãäå

fij ≡ f̄(λi, λj) ≡ φ(λi, λj)Ψ(λi, λj) =

{
f ′(λi)λi, åñëè i = j
f(λi)−f(λj)

λi−λj
2λiλj
λi+λj

, åñëè i 6= j
.

Ïðèìå÷àíèå 2.1. Òàê êàê ìàòåðèàëüíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ëàãðàíæåâà òåíçîðà ÿâëÿåòñÿ ëàãðàí-
æåâûì òåíçîðîì [54], òî U̇ è Ė � ëàãðàíæåâû òåíçîðû.

Ïðèâåäåì ÿâíûå âûðàæåíèÿ âåëè÷èí fij äëÿ ââåä¼ííûõ âûøå òåíçîðîâ äåôîðìàöèé
(õîòÿ òåíçîð U è íå ïðèíàäëåæèò ñåìåéñòâó òåíçîðîâ äåôîðìàöèé Õèëëà, òàê êàê ãåíåðè-
ðóþùàÿ ýòîò òåíçîð ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ f(λ) = λ íå óäîâëåòâîðÿåò ñâîéñòâó f(1) = 0 â
(30), âûðàæåíèå (35) ïðè îòîæäåñòâëåíèè E = U îñòàåòñÿ ñïðàâåäëèâûì):

E = U, fUij =

{
λi, åñëè i = j
2λiλj
λi+λj

, åñëè i 6= j
. (36)

E = E(2), f
(2)
ij =

{
λ2
i , åñëè i = j
λiλj , åñëè i 6= j

. (37)

E = E(0), f
(0)
ij =

{
1, åñëè i = j
lnλi−lnλj
λi−λj

2λiλj
λi+λj

, åñëè i 6= j
. (38)

Îáðàùàÿ ðàâåíñòâî â (35), íàõîäèì

D =

m∑
i,j=1

f−1
ij Ui · Ė ·Uj .

Â ÷àñòíîñòè, îòîæäåñòâëÿÿ Ė ñ Ė(2), ïîëó÷èì

D =
m∑

i,j=1

f
(2)−1
ij Ui · Ė(2) ·Uj , (39)

ãäå èç (37) íàõîäèì

f
(2)−1
ij =

{
λ−2
i , åñëè i = j

λ−1
i λ−1

j , åñëè i 6= j
. (40)

3. Îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ ãèïåðóïðóãîãî

ìàòåðèàëà Ãåíêè

Ïóñòü s, τ ≡ Js � ýéëåðîâû òåíçîðû íàïðÿæåíèé Êîøè è Êèðõãîôà ñîîòâåòñòâåííî.
Ëàãðàíæåâ äâîéíèê òåíçîðà íàïðÿæåíèé Êèðõãîôà

τ̄ ≡ RRT (τ ) = RT · τ ·R
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íàçûâàåòñÿ òåíçîðîì íàïðÿæåíèé Êèðõãîôà ñ èñêëþ÷åííûì ïîâîðîòîì (òåíçîðîì íàïðÿ-
æåíèé Íîëëà [19]). Ââåä¼ì ìîùíîñòü âíóòðåííèõ ñèë äåôîðìèðóåìîãî òâåðäîãî òåëà íà
åäèíèöó îáúåìà â îòñ÷åòíîé êîíôèãóðàöèè [54]

w ≡ τ : d = τ̄ : D. (41)

Ïóñòü E � òåíçîð äåôîðìàöèé ñåìåéñòâà Õèëëà. Ñëåäóÿ ðàáîòàì [44, 45], íàçîâåì ïà-
ðó ëàãðàíæåâûõ òåíçîðîâ íàïðÿæåíèé è äåôîðìàöèé (S,E) ñîïðÿæ¼ííûìè ïî ìîùíîñòè
âíóòðåííèõ ñèë w, åñëè âûïîëíåíî ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî

S : Ė = τ̄ : D(= w). (42)

Èñïîëüçóÿ (35) è (42), ïîëó÷èì

S : (

m∑
i,j=1

fijUi ·D ·Uj) = τ̄ : D(= w). (43)

Èñïîëüçóÿ âòîðîå ðàâåíñòâî â (11), íàõîäèì (ïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî Ui,D ∈ T 2
sym)

Ui ·D ·Uj = (Ui

sym

⊗ Uj) : D.

Òîãäà
m∑

i,j=1

fijUi ·D ·Uj = [
m∑

i,j=1

fij(Ui

sym

⊗ Uj)] : D. (44)

Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâî ñèììåòðèè fij , íàõîäèì èç ÷åòâåðòîãî ðàâåíñòâà â (11)

S : [
m∑

i,j=1

fij(Ui

sym

⊗ Uj)] =
m∑

i,j=1

fijUi · S ·Uj . (45)

Èñïîëüçóÿ (44) è (45), ïîëó÷èì

S : (
m∑

i,j=1

fijUi ·D ·Uj) = (
m∑

i,j=1

fijUi · S ·Uj) : D. (46)

Èñïîëüçóÿ (43), (46) è ó÷èòûâàÿ óñëîâèå, ÷òî òåíçîð D âûáèðàåòñÿ ïðîèçâîëüíî, íàõîäèì

τ̄ =
m∑

i,j=1

fijUi · S ·Uj . (47)

Îáðàùàÿ ðàâåíñòâî (47) îòíîñèòåëüíî òåíçîðà S, ïîëó÷àåì âûðàæåíèå ñèììåòðè÷íîãî ëàãðàí-
æåâà òåíçîðà íàïðÿæåíèé S, ñîïðÿæ¼ííîãî ëàãðàíæåâó òåíçîðó äåôîðìàöèé E èç ñåìåéñòâà
òåíçîðîâ äåôîðìàöèé Õèëëà

S =

m∑
i,j=1

f−1
ij Ui · τ̄ ·Uj . (48)

Ðàññìîòðèì äâå ïàðû ñîïðÿæ¼ííûõ ëàãðàíæåâûõ òåíçîðîâ íàïðÿæåíèé è äåôîðìàöèé:
(S(2),E(2)) è (S(0),E(0)). Èç (48) ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå âûðàæåíèÿ òåíçîðîâ íàïðÿæåíèé S(2)

è S(0):

S(2) =
m∑

i,j=1

f
(2)−1
ij Ui · τ̄ ·Uj ,

S(0) =
m∑

i,j=1

f
(0)−1
ij Ui · τ̄ ·Uj .

(49)
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Âûðàæåíèÿ äëÿ âåëè÷èí f
(2)−1
ij ïðèâåäåíû â (40), à âûðàæåíèÿ äëÿ f

(0)−1
ij ïîëó÷èì èç (38):

f
(0)−1
ij =

{
1, åñëè i = j

λ2i−λ2j
2λiλj(lnλi−lnλj) , åñëè i 6= j

. (50)

Òåíçîð íàïðÿæåíèé S(2) íàçûâàåòñÿ âòîðûì òåíçîðîì íàïðÿæåíèé Ïèîëà � Êèðõãîôà, à
òåíçîð íàïðÿæåíèé S(0) � ïðàâûì òåíçîðîì íàïðÿæåíèé Ãåíêè. Èç ïåðâîãî ðàâåíñòâà â
(49) ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå ïðåäñòàâëåíèå òåíçîðà S(2), íå çàâèñÿùåå îò âûáîðà áàçèñà:

S(2) = U−1 · τ̄ ·U−1 (51)

Îïðåäåëåíèå 3.1. Ìàòåðèàë òåëà B íàçûâàåòñÿ ãèïåðóïðóãèì (óïðóãèì ïî Ãðèíó), åñ-
ëè ñóùåñòâóåò åñòåñòâåííàÿ (ñâîáîäíàÿ îò íàïðÿæåíèé) êîíôèãóðàöèÿ òåëà è ñêàëÿðíî-
çíà÷íàÿ ôóíêöèÿ W (U), îáðàçîâàííàÿ îòíîñèòåëüíî åñòåñòâåííîé êîíôèãóðàöèè (ò.å. åñòå-
ñòâåííàÿ êîíôèãóðàöèÿ òåëà B îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ îòñ÷åòíîé), òàêàÿ ÷òî ðàâåíñòâî

Ẇ (U) = w (52)

èìååò ìåñòî äëÿ âñåõ ÷àñòèö òåëà. Ïðè ýòîì ôóíêöèÿ W (U) ïîä÷èíÿåòñÿ ñëåäóþùèì îãðà-
íè÷åíèÿì [46]:

W (U) ≥ 0, W (U) = 0 ⇔ U = I, W (U)→∞ ïðè J → 0+ èëè J →∞.

ÔóíêöèÿW (U) íàçûâàåòñÿ óäåëüíîé ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèåé äåôîðìàöèé (óïðóãèì ïî-
òåíöèàëîì èëè ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèåé äåôîðìàöèé íà åäèíèöó îáúåìà òåëà â îòñ÷åòíîé
êîíôèãóðàöèè).

Ïóñòü E � ïðîèçâîëüíûé ëàãðàíæåâ òåíçîð äåôîðìàöèé èç ñåìåéñòâà Õèëëà. Òàê êàê
êëàññè÷åñêàÿ èçîòðîïíàÿ òåíçîðíàÿ ôóíêöèÿ f(U) îáðàòèìà, òî óïðóãèé ïîòåíöèàë W (U)
ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

W (U) = W [f−1(E)] ≡WE(E). (53)

Ïóñòü (S,E) � ïàðà ñîïðÿæåííûõ ëàãðàíæåâûõ ñèììåòðè÷íûõ òåíçîðîâ íàïðÿæåíèé è
äåôîðìàöèé (òåíçîð äåôîðìàöèé E ïðèíàäëåæèò ñåìåéñòâó Õèëëà). Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî
ñêàëÿðíîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ òåíçîðíîãî àðãóìåíòà WE(E) äîñòàòî÷íî ãëàäêàÿ îòíîñèòåëü-
íî êîìïîíåíò òåíçîðà E, èç (41), (42), (52) è (53) ïîëó÷èì [78]

S =
∂WE(E)

∂E
. (54)

Âûðàæåíèå (54) ñïðàâåäëèâî äëÿ ïðîèçâîëüíîé (àíèçîòðîïíîé) ñðåäû. Óòî÷íèì ýòî âû-
ðàæåíèå äëÿ èçîòðîïíîãî ãèïåðóïðóãîãî ìàòåðèàëà. Äëÿ ýòîãî ìàòåðèàëà ïîòåíöèàëüíàÿ
ôóíêöèÿ WE(E) áóäåò âûãëÿäåòü ñëåäóþùèì îáðàçîì [78]:

WE(E) = WE(f(λ1), f(λ2), f(λ3)) = W̃ (λ1, λ2, λ3). (55)

Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà [46]:

∂fi
∂E

= Ui, fi ≡ f(λi) (i = 1, . . .m). (56)

Èç (55), (56) ïîëó÷èì

∂WE(E)

∂E
=

m∑
i=1

∂WE

∂fi

∂fi
∂E

=

m∑
i=1

∂WE

∂fi
Ui. (57)
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Èç (54), (57) íàõîäèì

S =

m∑
i=1

SiUi, Si ≡
∂WE

∂fi
. (58)

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ èçîòðîïíîé ãèïåðóïðóãîé ñðåäû âñå ëàãðàíæåâû òåíçîðû íàïðÿæåíèé,
ñîïðÿæ¼ííûå ëàãðàíæåâûì òåíçîðàì äåôîðìàöèé ñåìåéñòâà Õèëëà, ñîîñíû äðóã äðóãó è
ëþáîìó òåíçîðó äåôîðìàöèé ýòîãî ñåìåéñòâà.

Èç (47) è ïåðâîãî ðàâåíñòâà â (58) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ èçîòðîïíîé ãèïåðóïðóãîé ñðåäû
òåíçîð íàïðÿæåíèé Íîëëà ñîîñåí òåíçîðàì äåôîðìàöèé Õèëëà è ñîïðÿæåííûõ ñ íèìè òåí-
çîðàì íàïðÿæåíèé, ïðè ýòîì ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà

τ̄ =
m∑
i=1

τiUi, τi ≡ fiiSi ⇐⇒ S =
m∑
i=1

f−1
ii τiUi. (59)

Èç âòîðîãî ðàâåíñòâà â (49) è èç (50), (58), (59) ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî ñïðàâåäëèâîå äëÿ
èçîòðîïíîé ãèïåðóïðóãîé ñðåäû [19, 44, 45, 84]

S(0) = τ̄ .

Òîãäà äëÿ èçîòðîïíîé ãèïåðóïðóãîé ñðåäû ïàðà ëàãðàíæåâûõ òåíçîðîâ íàïðÿæåíèé è äå-
ôîðìàöèé (τ̄ ,E(0)) ÿâëÿåòñÿ ñîïðÿæ¼ííîé è îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ (54) äëÿ ýòîé ïàðû
âûãëÿäÿò ñëåäóþùèì îáðàçîì [45, 103]:

τ̄ =
∂WE(0)(E(0))

∂E(0)
. (60)

Áîëåå êîíêðåòíóþ çàïèñü îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé (60) ïîëó÷èì èç (58) è (59)

τ̄ =
m∑
i=1

τiUi, τi =
∂WE(0)(lnλ1, lnλ2, lnλ3)

∂ lnλi
. (61)

Ê êëàññó ìîäåëåé ìàòåðèàëîâ ñ îïðåäåëÿþùèìè ñîîòíîøåíèÿìè âèäà (61) ïðèíàäëåæèò
ìîäåëü ãèïåðóïðóãîãî ìàòåðèàëà Ãåíêè, óïðóãèé ïîòåíöèàëWH ≡WE(0) äëÿ êîòîðîé èìååò
âèä

WH(lnλ1, lnλ2, lnλ3) ≡ 1

2
λ(

3∑
k=1

lnλk)
2 + µ

3∑
k=1

lnλ2
k, (62)

ãäå λ, µ � ïàðàìåòðû Ëàìý. Çàïèñü ïîòåíöèàëüíîé ôóíêöèè (62) ýêâèâàëåíòíà ñëåäóþùåé
çàïèñè:

WH(E(0)) =
1

2
λ(trE(0))2 + µE(0) : E(0). (63)

Äëÿ ìîäåëè ìàòåðèàëà Ãåíêè îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ (60), ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå (63),
âûãëÿäÿò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

τ̄ = λ(trE(0))I + 2µE(0),

èëè
τ̄ = CE : E(0), (64)

ãäå CE ∈ T 4
sym � ëàãðàíæåâ (îäíîâðåìåííî è ýéëåðîâ) òåíçîð (çäåñü è äàëåå T 4

sym îáîçíà÷àåò
ñîâîêóïíîñòü âñåõ òåíçîðîâ ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà, èìåþùèõ ãëàâíóþ ñèììåòðèþ) âèäà (ñì.
(12), (13))

CE ≡ λCI + µ(CII + CIII) = λCI + 2µS. (65)
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Âòîðîå ðàâåíñòâî â (61), ñ ó÷åòîì ðàâåíñòâà WE(0) = WH , áóäåò âûãëÿäåòü ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

τi =
∂WH

∂ lnλi
= λ

3∑
k=1

lnλk + 2µ lnλi (i = 1, . . .m). (66)

Èç (51) è (58) ïîëó÷àåì âûðàæåíèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ òåíçîðà S(2) ñ èñïîëüçîâàíèåì ñîá-
ñòâåííûõ ïðîåêöèé òåíçîðà U äëÿ ìàòåðèàëà Ãåíêè

S(2) =

m∑
i=1

τiλ
−2
i Ui, (67)

ãäå τi âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëå (66).

4. Òåíçîð óïðóãîñòè äëÿ ìàòåðèàëà Ãåíêè

Äèôôåðåíöèðóÿ ëåâóþ è ïðàâóþ ÷àñòè (64) ïî t, ïîëó÷àåì îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ
ìàòåðèàëà Ãåíêè ÷åðåç ñêîðîñòè

˙̄τ = CE : Ė(0). (68)

Òàê êàê ìàòåðèàëüíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ëàãðàíæåâà òåíçîðà ÿâëÿåòñÿ ëàãðàíæåâûì òåíçîðîì,
òî ýòè îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ îáúåêòèâíû ïî Ëàãðàíæó, ò.å. âñå âõîäÿùèå â (68) òåí-
çîðû ÿâëÿþòñÿ ëàãðàíæåâûìè.

Óòâåðæäåíèå 4.1. Îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ (68) ýêâèâàëåíòíû ñëåäóþùèì îáúåêòèâ-
íûì ïî Ëàãðàíæó îïðåäåëÿþùèì ñîîòíîøåíèÿì ÷åðåç ñêîðîñòè

τ̄D = CE : D, (69)

ãäå τ̄D îáîçíà÷àåò îáúåêòèâíóþ ïî Ëàãðàíæó êîðîòàöèîííóþ D-ñêîðîñòü òåíçîðà τ̄ , ââå-
äåííóþ â [96, 97]

τ̄D ≡ ˙̄τ −ΩD · τ̄ + τ̄ ·ΩD. (70)

Çäåñü è äàëåå ΩD(U,D) ∈ T 2
skew (T 2

skew ⊂ T 2 îáîçíà÷àåò ñîâîêóïíîñòü âñåõ êîñîñèììåò-
ðè÷íûõ òåíçîðîâ âòîðîãî ïîðÿäêà) � êîñîñèììåòðè÷íàÿ èçîòðîïíàÿ òåíçîðíàÿ ôóíêöèÿ
ñâîèõ àðãóìåíòîâ, âõîäÿùàÿ â ñåìåéñòâî íåïðåðûâíûõ ëàãðàíæåâûõ òåíçîðîâ-ñïèíîâ [57],
àññîöèèðîâàííàÿ ñ êîðîòàöèîííîé ñêîðîñòüþ (70), âèäà

ΩD ≡
m∑

i 6=j=1

(
2λiλj
λ2
j − λ2

i

+
1

lnλi − lnλj

)
Ui ·D ·Uj . (71)

Â (71) è äàëåå èñïîëüçóåòñÿ îáîçíà÷åíèå
∑m

i 6=j=1 äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ñóììèðîâàíèÿ ïî i, j =
1, . . .m ïðè i 6= j. Ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàåì, ÷òî çíà÷åíèå ýòîé ñóììû ðàâíî íóëåâîìó òåíçîðó
ïðè m = 1.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ëàãðàíæåâà îáúåêòèâíîñòü D-ñêîðîñòè ïðîèçâîëüíîãî ëàãðàíæå-
âà òåíçîðà (âêëþ÷àÿ è τ̄ ) ïîêàçàíà â [56, 57, 96, 97]. Çàïèñü (68) ýêâèâàëåíòíà ñëåäóþùåé
çàïèñè [98]:

τ̄D = CE : E(0)D.

Äëÿ D-ñêîðîñòè ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî [56, 57, 96, 97]

E(0)D = D,

îòêóäà è ñëåäóåò äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ.
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Èç ïåðâîãî ðàâåíñòâà â (61) è (71) ïîëó÷èì

ΩD · τ̄ − τ̄ ·ΩD =

m∑
i 6=j=1

[
2λiλj
λ2
j − λ2

i

+
1

lnλi − lnλj

]
(τj − τi)Ui ·D ·Uj . (72)

Èç (66) íàõîäèì
τj − τi = 2µ(lnλj − lnλi). (73)

Èç (72) è (73) ïîëó÷èì

ΩD · τ̄ − τ̄ ·ΩD =
m∑

i 6=j=1

[
2λiλj(τi − τj)

λ2
i − λ2

j

− 2µ

]
Ui ·D ·Uj . (74)

Èç (65), (69), (70) è (74) íàõîäèì

˙̄τ = τ̄D + ΩD · τ̄ − τ̄ ·ΩD = CE : D + ΩD · τ̄ − τ̄ ·ΩD =

= λ(trD)I + 2µ
m∑

i,j=1

Ui ·D ·Uj +
m∑

i 6=j=1

[
2λiλj(τi − τj)

λ2
i − λ2

j

− 2µ

]
Ui ·D ·Uj .

Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷èì

˙̄τ = λ(trD)I + 2µ
m∑
i=1

Ui ·D ·Ui +
m∑

i 6=j=1

2λiλj(τi − τj)
λ2
i − λ2

j

Ui ·D ·Uj . (75)

Èç (51) ñëåäóåò ðàâåíñòâî

Ṡ(2) = U−1 · ˙̄τ ·U−1 − rTU · S(2) − S(2) · rU , (76)

ãäå
rU ≡ U̇ ·U−1 =⇒ rTU = U−1 · U̇. (77)

Èç (35), ñ ó÷åòîì (36), ïîëó÷èì

U̇ =

m∑
i,j=1

fUijUi ·D ·Uj . (78)

Èç ïåðâîãî ðàâåíñòâà â (29) íàõîäèì

U−1 =

m∑
i=1

λ−1
i Ui. (79)

Ïîäñòàâëÿÿ (78), (79) â (77), ïîëó÷èì

rU =
m∑

i,j=1

fUij λ
−1
j Ui ·D ·Uj , rTU =

m∑
i,j=1

fUij λ
−1
i Ui ·D ·Uj . (80)

Èç (67) è (80) ïîëó÷èì

rTU · S(2) + S(2) · rU =
m∑

i,j=1

fUij (λ−1
i λ−2

j τj + λ−1
j λ−2

i τi)Ui ·D ·Uj .
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Ïðåîáðàçóåì ýòî ðàâåíñòâî ñ ó÷åòîì âûðàæåíèÿ äëÿ fUij â (36)

rTU · S(2) + S(2) · rU = 2
m∑
i=1

λ−2
i τiUi ·D ·Ui + 2

m∑
i 6=j=1

1

λi + λj

(
τj
λj

+
τi
λi

)
Ui ·D ·Uj . (81)

Ïðåîáðàçîâàâ ïåðâûé ÷ëåí â ïðàâîé ÷àñòè (81) ñ ó÷åòîì (24), ïîëó÷èì

rTU · S(2) + S(2) · rU = 2(
m∑
i=1

λ−2
i τiUi ⊗Ui) : D + 2

m∑
i 6=j=1

1

λi + λj

(
τj
λj

+
τi
λi

)
Ui ·D ·Uj . (82)

Èñïîëüçóÿ ïåðâîå ñâîéñòâî ñîáñòâåííûõ ïðîåêöèé â (22) è ïåðâîå ðàâåíñòâî â (29), ïîëó÷èì

U−1 · (λ(trD)I) ·U−1 = λ(
m∑
i=1

λ−2
i Ui)trD. (83)

Èñïîëüçóÿ (4) è âòîðîå ñâîéñòâî ñîáñòâåííûõ ïðîåêöèé â (22), íàõîäèì

trD = I : D = (
m∑
j=1

Uj) : D. (84)

Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèå äëÿ trD èç (84) â (83) è èñïîëüçóÿ ïåðâîå ðàâåíñòâî â (11), ïîëó÷èì

U−1 · (λ(trD)I) ·U−1 = λ(

m∑
i,j=1

λ−2
i Ui ⊗Uj) : D. (85)

Èç (24) è ïåðâîãî ðàâåíñòâà â (29) íàõîäèì

U−1 · (2µ
m∑
i=1

Ui ·D ·Ui) ·U−1 = 2µ(
m∑
i=1

λ−2
i Ui ⊗Ui) : D. (86)

Êðîìå òîãî,

U−1 · (
m∑

i 6=j=1

2λiλj(τi − τj)
λ2
i − λ2

j

Ui ·D ·Uj) ·U−1 =

m∑
i 6=j=1

2(τi − τj)
λ2
i − λ2

j

Ui ·D ·Uj . (87)

Èç (75), (85)-(87) ïîëó÷èì

U−1 · ˙̄τ ·U−1 = [λ
m∑

i,j=1

λ−2
i Ui⊗Uj + 2µ

m∑
i=1

λ−2
i Ui⊗Ui] : D +

m∑
i 6=j=1

2(τi − τj)
λ2
i − λ2

j

Ui ·D ·Uj . (88)

Ïîäñòàâëÿÿ â ïðàâóþ ÷àñòü (76) âûðàæåíèÿ (82) è (88), ïîëó÷èì

Ṡ(2) = [λ
m∑

i,j=1

λ−2
i Ui ⊗Uj + 2µ

m∑
i=1

λ−2
i Ui ⊗Ui − 2

m∑
i=1

λ−2
i τiUi ⊗Ui] : D+

+

m∑
i 6=j=1

2(τi − τj)
λ2
i − λ2

j

Ui ·D ·Uj − 2

m∑
i 6=j=1

1

λi + λj

(
τj
λj

+
τi
λi

)
Ui ·D ·Uj . (89)
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Ïðåîáðàçóåì äâà ïîñëåäíèõ ÷ëåíà â (89)

m∑
i 6=j=1

2(τi − τj)
λ2
i − λ2

j

Ui ·D ·Uj − 2
m∑

i 6=j=1

1

λi + λj

(
τj
λj

+
τi
λi

)
Ui ·D ·Uj =

= 2

m∑
i 6=j=1

1

λ2
i − λ2

j

(
λj
λi
τi −

λi
λj
τj

)
Ui ·D ·Uj . (90)

Èñïîëüçóÿ âòîðîå ðàâåíñòâî â (11), ïðåîáðàçóåì (39)

D = (
m∑

k,l=1

f
(2)−1
kl Uk

sym

⊗ Ul) : Ė(2). (91)

Ïîäñòàâèì âûðàæåíèå äëÿ D èç (91) â ïåðâûé ÷ëåí â ïðàâîé ÷àñòè (89) ñ ó÷åòîì (23). Äàëåå,
ïîäñòàâèì âûðàæåíèå (39) äëÿ D â ïðàâóþ ÷àñòü (90), à çàòåì ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå èç
ïðàâîé ÷àñòè (90) ïîäñòàâèì âìåñòî äâóõ ïîñëåäíèõ ÷ëåíîâ â (89). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì

Ṡ(2) = [λ
m∑

i,j=1

λ−2
i f

(2)−1
jj Ui ⊗Uj + 2µ

m∑
i=1

λ−2
i f

(2)−1
ii Ui ⊗Ui−

− 2

m∑
i=1

λ−2
i f

(2)−1
ii τiUi ⊗Ui] : Ė(2) + 2

m∑
i 6=j=1

f
(2)−1
ij

λ2
i − λ2

j

(
λj
λi
τi −

λi
λj
τj

)
Ui · Ė(2) ·Uj . (92)

Èñïîëüçóÿ âòîðîå ðàâåíñòâî â (11) è (37), ïðåîáðàçóåì (92) ê ñëåäóþùåìó âûðàæåíèþ:

Ṡ(2) = C : Ė(2),

ãäå

C ≡ λ
m∑

i,j=1

λ−2
i λ−2

j Ui ⊗Uj + 2

m∑
i=1

λ−4
i (µ− τi)Ui ⊗Ui+

+ 2

m∑
i 6=j=1

1

λ2
i − λ2

j

(
τi
λ2
i

− τj
λ2
j

)
Ui

sym

⊗ Uj . (93)

Óòâåðæäåíèå 4.2. Òåíçîð C, îïðåäåëåííûé â (93), îáëàäàåò äâóìÿ ìèíîðíûìè ñèììåò-
ðèÿìè.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèåì 1.3 íàäî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ òåíçîðà
C âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî (18). Íàõîäèì

X : C : Y = λ

m∑
i,j=1

λ−2
i λ−2

j X : (Ui ⊗Uj) : Y + 2

m∑
i=1

λ−4
i (µ− τi)X : (Ui ⊗Ui) : Y+

+ X :
m∑

i 6=j=1

pij(Ui

sym

⊗ Uj) : Y, (94)

ãäå

pij ≡
2

λ2
i − λ2

j

(
τi
λ2
i

− τj
λ2
j

)
, pij = pji. (95)
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Èñïîëüçóÿ ïÿòîå òîæäåñòâî â (11), ñâîéñòâî (5) äâîéíîãî âíóòðåííåãî ïðîèçâåäåíèÿ òåíçî-
ðîâ âòîðîãî ïîðÿäêà è òî, ÷òî Ui,Uj ∈ T 2

sym, ïîëó÷èì

X : (Ui ⊗Uj) : Y = (X : Ui)(Y : Uj) = symX : (Ui ⊗Uj) : symY,

X : (Ui ⊗Ui) : Y = (X : Ui)(Y : Ui) = symX : (Ui ⊗Ui) : symY.
(96)

Îïðåäåëèì òåíçîð Z ∈ T 2

Z ≡
m∑

i 6=j=1

pij(Ui

sym

⊗ Uj) : Y. (97)

Èñïîëüçóÿ âòîðîå òîæäåñòâî â (11), ïðåîáðàçóåì âûðàæåíèå â ïðàâîé ÷àñòè (97)

Z =

m∑
i 6=j=1

pijUi · symY ·Uj .

Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâî ñèììåòðèè pij (ñì. (95)) è òî, ÷òî Ui, Uj ∈ T 2
sym, ïîëó÷èì

ZT =
m∑

i 6=j=1

pijUj · symY ·Ui = Z,

ò.å. Z ∈ T 2
sym. Òîãäà èç (5) è (97) íàõîäèì

X : Z = symX :
m∑

i 6=j=1

pij(Ui

sym

⊗ Uj) : symY. (98)

Èç (94), (96) è (98) ïîëó÷èì, ÷òî äëÿ ëþáûõ X, Y ∈ T 2 ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî (18).

Ïðèìå÷àíèå 4.1. Òåíçîð C îáëàäàåò ìèíîðíûìè ñèììåòðèÿìè âñëåäñòâèå òîãî, ÷òî òåíçîð

óïðóãîñòè C ïðîèçâîäèò îòîáðàæåíèå T 2
sym

Lin→ T 2
sym ñèììåòðè÷íûõ òåíçîðîâ Ė(2) íà ñèììåò-

ðè÷íûå òåíçîðû Ṡ(2).

Óòâåðæäåíèå 4.3. Òåíçîð C, îïðåäåëåííûé â (93), ñèììåòðè÷åí (îáëàäàåò ãëàâíîé ñèì-
ìåòðèåé).
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Íàäî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ òåíçîðà C âûïîëíåíû äîñòàòî÷íûå óñëî-
âèÿ ãëàâíîé ñèììåòðèè (17). Òàê êàê ìû ïîêàçàëè (ñì. Óòâåðæäåíèå 4.2), ÷òî òåíçîð C
îáëàäàåò ìèíîðíûìè ñèììåòðèÿìè, òî â ðàâåíñòâå (17) äîñòàòî÷íî ïîëîæèòü X, Y ∈ T 2

sym.
Òîãäà èç øåñòîãî òîæäåñòâà â (11) ñëåäóþò ðàâåíñòâà

X : (Ui

sym

⊗ Uj) : Y = (X ·Uj) : (Ui ·Y),

Y : (Ui

sym

⊗ Uj) : X = (Y ·Uj) : (Ui ·X).
(99)

Èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâà (96), (99), ñâîéñòâî ñèììåòðèè âåëè÷èí pij (ñì. (95)) è ñâîéñòâà îïåðà-
öèé äâîéíîãî âíóòðåííåãî ïðîèçâåäåíèÿ (4), ëåãêî ïîêàçàòü âûïîëíåíèå ðàâåíñòâà (17).

Äîêàçàííîå ñâîéñòâî ãëàâíîé ñèììåòðèè òåíçîðà óïðóãîñòè C èìååò áîëüøîå òåîðåòè-
÷åñêîå çíà÷åíèå â èíêðåìåíòàëüíûõ ôîðìóëèðîâêàõ ãèïåðóïðóãîñòè, íàïðèìåð, ïðè ôîð-
ìóëèðîâêå âàðèàöèîííûõ ïðèíöèïîâ äëÿ óðàâíåíèé, ñôîðìóëèðîâàííûõ ñ èñïîëüçîâàíèåì
ñêîðîñòåé, è êðèòåðèåâ åäèíñòâåííîñòè è óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèé ýòèõ óðàâíåíèé [54]. Ýòî
ñâîéñòâî èìååò òàêæå è áîëüøîå ïðèêëàäíîå çíà÷åíèå, òàê êàê ïðè êîíå÷íî-ýëåìåíòíîé
àïïðîêñèìàöèè èñõîäíûõ óðàâíåíèé, èç ãëàâíîé ñèììåòðèè òåíçîðà óïðóãîñòè C ñëåäó-
åò ñèììåòðèÿ ìàòðèöû êàñàòåëüíîé æ¼ñòêîñòè ïðè äåéñòâèè êîíñåðâàòèâíûõ âíåøíèõ ñèë
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[54]. Îòìåòèì, ÷òî ñâîéñòâî ñèììåòðèè ìàòðèöû êàñàòåëüíîé æ¼ñòêîñòè íå âûïîëíÿåòñÿ
àâòîìàòè÷åñêè ïðè êîíå÷íî-ýëåìåíòíîé àïïðîêñèìàöèè óðàâíåíèé ãèïåðóïðóãîñòè. Íàïðè-
ìåð, â [39] ïðèâåäåíà ýéëåðîâà ôîðìóëèðîâêà óðàâíåíèé ãèïåðóïðóãîñòè äëÿ ìàòåðèàëà
Ãåíêè, êîòîðàÿ ïðè êîíå÷íî-ýëåìåíòíîé àïïðîêñèìàöèè èñõîäíûõ óðàâíåíèé ïðèâîäèò ê
ïîÿâëåíèþ íåñèììåòðè÷íîé ìàòðèöû êàñàòåëüíîé æ¼ñòêîñòè.

Äðóãîé ïóòü ïîëó÷åíèÿ âûðàæåíèÿ òåíçîðà óïðóãîñòè ïðåäñòàâëåí â [67]. Äëÿ ìàòåðè-
àëà Ãåíêè âûðàæåíèå ýòîãî òåíçîðà (ôîðìóëà (30) â [67]) ñîâïàäàåò ñ âûðàæåíèåì (93) ïðè
çíà÷åíèè m-èíäåêñà m = 3 (ò.å. ïðè îòñóòñòâèè êðàòíûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé). Îäíàêî
äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ÿâëÿþòñÿ êðàòíûìè, âûðàæåíèå (93) èìååò áîëåå
ïðîñòóþ ñòðóêòóðó ïî ñðàâíåíèþ ñ âûðàæåíèåì, ïðåäëàãàåìûì â [67].

Â çàêëþ÷åíèå ýòîãî ðàçäåëà îòìåòèì, ÷òî äëÿ ïðàêòè÷åñêîãî èñïîëüçîâàíèÿ ôîðìóë (67)
è (93) íàäî ñîáñòâåííûå ïðîåêöèè Ui çàìåíèòü íà ñîáñòâåííûå ïðîåêöèè Ci â ñîîòâåòñòâèè
ñ (29), à ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ λi íàäî îïðåäåëÿòü ÷åðåç ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ µi èç âòîðîé
ôîðìóëû â (28), ò.å. èç âûðàæåíèÿ λi =

√
µi. Â ñâîþ î÷åðåäü, ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ µi è

m-èíäåêñ ìîæíî îïðåäåëèòü èç ôîðìóë, ïðåäñòàâëåííûõ, íàïðèìåð, â [79, 101].

5. Çàêëþ÷åíèå

Ïîëó÷åíî íîâîå êîìïàêòíîå ïðåäñòàâëåíèå òåíçîðà óïðóãîñòè ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà, äà-
þùåãî ëèíåéíóþ ñâÿçü ìàòåðèàëüíûõ ïðîèçâîäíûõ âòîðîãî òåíçîðà íàïðÿæåíèé Ïèîëà �
Êèðõãîôà è òåíçîðà äåôîðìàöèé Ãðèíà � Ëàãðàíæà, äëÿ ãèïåðóïðóãîãî èçîòðîïíîãî ìàòå-
ðèàëà Ãåíêè. Êîìïàêòíîñòü ýòîãî ïðåäñòàâëåíèÿ îáóñëîâëåíà èñïîëüçîâàíèåì ñîáñòâåííûõ
ïðîåêöèé ïðàâîãî òåíçîðà äåôîðìàöèé Êîøè � Ãðèíà. Íîâèçíà ýòîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ñîñòî-
èò â òîì, ÷òî îíî ñïðàâåäëèâî êàê äëÿ ðàçëè÷íûõ, òàê è äëÿ êðàòíûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé
ïðàâîãî òåíçîðà äåôîðìàöèé Êîøè � Ãðèíà. Åñëè âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ïðàâîãî òåíçîðà
äåôîðìàöèé Êîøè � Ãðèíà ðàçëè÷íû, òî ïîëó÷åííîå â íàñòîÿùåé ðàáîòå âûðàæåíèå òåíçî-
ðà óïðóãîñòè ñîâïàäàåò ñ ïîëó÷åííûì äðóãèì ïóòåì âûðàæåíèåì â [67]. Äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà
ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ÿâëÿþòñÿ êðàòíûìè, äàííîå â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðåäñòàâëåíèå ýòîãî
òåíçîðà ïîëó÷åíî âïåðâûå è îíî èìååò áîëåå ïðîñòîé âèä ïî ñðàâíåíèþ ñ ïðåäñòàâëåíèåì,
äàííûì â [67] (îòìåòèì, ÷òî â [67] äàíî âûðàæåíèå òåíçîðà óïðóãîñòè òîëüêî äëÿ ðàçëè÷-
íûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ïðàâîãî òåíçîðà äåôîðìàöèé Êîøè � Ãðèíà, à âûðàæåíèå òåí-
çîðà óïðóãîñòè äëÿ êðàòíûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ïîëó÷àåòñÿ ïðåäåëüíûì ïåðåõîäîì èç
ïåðâîãî âûðàæåíèÿ). Ïîêàçàíî, ÷òî ïîëó÷åííûé òåíçîð óïðóãîñòè îáëàäàåò êàê ìèíîðíû-
ìè ñèììåòðèÿìè, òàê è ãëàâíîé ñèììåòðèåé, ÷òî îáåñïå÷èâàåò òàêóþ êîíå÷íî-ýëåìåíòíóþ
àïïðîêñèìàöèþ óðàâíåíèé, ïðè êîòîðîé ìàòðèöà êàñàòåëüíîé æ¼ñòêîñòè ÿâëÿåòñÿ ñèììåò-
ðè÷íîé.

Ïðàêòè÷åñêîå çíà÷åíèå íàñòîÿùåé ðàáîòû ñîñòîèò â òîì, ÷òî ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ
âòîðîãî òåíçîðà íàïðÿæåíèé Ïèîëà � Êèðõãîôà è òåíçîðà óïðóãîñòè ìîæíî èñïîëüçîâàòü
äëÿ àäàïòàöèè ïîëüçîâàòåëüñêèõ ïðîãðàìì êîììåð÷åñêèõ êîíå÷íî-ýëåìåíòíûõ êîäîâ ïðè
÷èñëåííîé ðåàëèçàöèè ìîäåëè ìàòåðèàëà Ãåíêè. Òàêàÿ ðåàëèçàöèÿ ýòèõ âûðàæåíèé ïîç-
âîëèò ïðîâîäèòü êîìïüþòåðíîå ìîäåëèðîâàíèå ïðîöåññîâ äåôîðìèðîâàíèÿ ýëàñòîìåðîâ â
á�îëüøåì äèàïàçîíå èçìåíåíèÿ äåôîðìàöèé ïî ñðàâíåíèþ ñ èñïîëüçîâàíèåì áîëåå ðàñïðî-
ñòðàíåííîé ìîäåëè ìàòåðèàëà Ìóíè � Ðèâëèíà. Ãëàâíûì ïðåèìóùåñòâîì ìîäåëè ãèïåð-
óïðóãîãî èçîòðîïíîãî ìàòåðèàëà Ãåíêè ïåðåä äðóãèìè ìîäåëÿìè ãèïåðóïðóãèõ èçîòðîïíûõ
ìàòåðèàëîâ ÿâëÿåòñÿ ïðîñòîòà îïðåäåëåíèÿ êîíñòàíò ìàòåðèàëîâ ýëàñòîìåðîâ èç ýêñïåðè-
ìåíòîâ ïî îäíîîñíîìó äåôîðìèðîâàíèþ îáðàçöîâ â äèàïàçîíå èçìåíåíèÿ äåôîðìàöèé äî
30 ïðîöåíòîâ.
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ABSTRACT

New representation of the fourth order elasticity tensor for Hencky's hyperelastic
isotropic material is obtained. Compactness of this representation is followed by use
of eigenprojections of the right Cauchy � Green strain tensor. It is shown that the
obtained elasticity tensor possesses both minor symmetries, and the major symmetry.
Key words: isotropic hyperelasticity, Hencky's material, elasticity tensor, eigenpro-
jections.


	Необходимые сведения из тензорной алгебры
	Тензоры второго и четвертого порядков
	Операции с тензорами
	Собственные проекции симметричных тензоров второго порядка

	Базовая кинематика
	Определяющие соотношения гиперупругого материала Генки
	Тензор упругости для материала Генки
	Заключение
	Список литературы

