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Êîëüöà êîãîìîëîãèé àñèíõðîííûõ ñèñòåì ïåðåõîäîâ

Â ðàáîòå èçó÷àþòñÿ ââåäåííûå àâòîðîì êîëüöà êîãîìîëîãèé àñèíõðîííûõ ñèñòåì ïåðå-
õîäîâ. Ïîêàçàíî, ÷òî ñóùåñòâóþò àñèíõðîííûå ñèñòåìû ïåðåõîäîâ, èìåþùèå èçîìîðô-
íûå ãðóïïû ãîìîëîãèé, íî íå èçîìîðôíûå êîëüöà êîãîìîëîãèé.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: êîëüöà êîãîìîëîãèé, ãîìîëîãèè àñèíõðîííûõ ñèñòåì ïåðåõîäîâ, ïîëó-

êóáè÷åñêèå ìíîæåñòâà, àñèíõðîííûå ñèñòåìû ïåðåõîäîâ.

Ââåäåíèå

Ïðè èññëåäîâàíèè âû÷èñëèòåëüíûõ ñèñòåì âîçíèêàþò âîïðîñû î ïîñòðîåíèè èíâàðè-
àíòîâ, íàèáîëåå ïîëíî îòðàæàþùèõ èõ ñâîéñòâà. Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, âû÷èñëèòåëüíóþ
ñèñòåìó, ñîñòîÿùóþ èç íàáîðà èíñòðóêöèé:

(a) x := f(x, y), (b) y := g(x, y), (c) u := h(u, v), (b) v := k(u, v).

Âû÷èñëèòåëüíûå ïðîöåññû ñîñòîÿò èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé âûïîëíåíèÿ èíñòðóêöèé, íà-
ïðèìåð: c; a; d; a; a. Òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çàïèñûâàåòñÿ êàê ñëîâî cadaa è íàçûâàåòñÿ
òðàññîé. Çàìå÷àåì òåïåðü, ÷òî âñå ïàðû èíñòðóêöèé, çà èñêëþ÷åíèåì ïàð (a, b) è (c, d), ìî-
ãóò âûïîëíÿòüñÿ ïàðàëëåëüíî. Ýòîò ôàêò çàïèøåì â âèäå ðàâåíñòâà ñëîâ ac = ca, ad = da,
bc = cb, bd = db. Èñïîëüçóÿ ýòè ðàâåíñòâà, ðàññìàòðèâàåìûé ïðîöåññ ìîæíî ïðèâåñòè
ê íîðìàëüíîé ôîðìå Ôîàòû (ac)(ad)c, ñîñòîÿùåé èç òð¼õ ÿðóñîâ. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì
ìåòîä àâòîìàòè÷åñêîãî ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé èíñòðóêöèé. Ïðèìåíåíèå
ýòîãî ìåòîäà íà ïðàêòèêå ïîêàçûâàåò, ÷òî, êðîìå íåçàâèñèìîñòè èíñòðóêöèé îò äàííûõ,
íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü äåéñòâèå èíñòðóêöèé íà ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé. Â íàøåì ïðèìåðå,
åñëè äåéñòâèÿ a è b ïðèâîäÿò ê îäèíàêîâûì çíà÷åíèÿì ïåðåìåííûõ x è y, à c è d �� ê
îäèíàêîâûì çíà÷åíèÿì u è v, ïðè÷¼ì êàæäîå èç ÷åòûð¼õ äåéñòâèé çàõâàòûâàåò íåêîòîðûé
îáú¼ì ïàìÿòè, òî ïðè îãðàíè÷åííîì îáú¼ìå ñâîáîäíîé ïàìÿòè ìû ïîëó÷èì àñèíõðîííóþ
ñèñòåìó, îïèñàííóþ â ðàáîòå [1], íå äîïóñêàþùóþ ðåàëèçàöèþ ñ ïîìîùüþ äâóõ ïàðàëëåëüíî
ðàáîòàþùèõ ïðîöåññîðîâ, íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ìîíîèä, çàäàííûé îáðàçóþùèìè a, b, c, d è
ñîîòíîøåíèÿìè ac = ca, ad = da, bc = cb, bd = db, äîïóñêàåò ðàçëîæåíèå â ïðÿìîå ïðîèç-
âåäåíèå. Ýòîò ïðèìåð â [1] ïðèâåä¼í äëÿ äåìîíñòðàöèè ìåòîäîâ èññëåäîâàíèÿ ñ ïîìîùüþ
òîïîëîãè÷åñêèõ èíâàðèàíòîâ àñèíõðîííûõ ñèñòåì � èõ ãðóïï ãîìîëîãèé.

Â äàííîé ðàáîòå ìû ïðîäîëæàåì èññëåäîâàòü òîïîëîãè÷åñêèå èíâàðèàíòû àñèíõðîííûõ
ñèñòåì ïåðåõîäîâ. Â ðàáîòå [2] áûëè îïðåäåëåííû ãðóïïû ãîìîëîãèé àñèíõðîííûõ ñèñòåì
ïåðåõîäîâ, â ðàáîòå [3] äîêàçàíà ôîðìóëà Êþííåòà äëÿ ãðóïï ãîìîëîãèé ïàðàëëåëüíîãî
ïðîèçâåäåíèÿ. Â ýòîé ðàáîòå ìû ââåä¼ì â ðàññìîòðåíèå êîëüöà êîãîìîëîãèé àñèíõðîííûõ

1Àìóðñêèé ãóìàíèòàðíî-ïåäàãîãè÷åñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, 681000,

ã. Êîìñîìîëüñê-íà-Àìóðå, óë. Êèðîâà, 17, êîðï. 2. Ýëåêòðîííàÿ ïî÷òà: wickktor@gmail.com
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ñèñòåì ïåðåõîäîâ è ïîêàæåì, ÷òî ýòîò òîïîëîãè÷åñêèé èíâàðèàíò áîëåå òîíîê, ÷åì ðàñ-
ñìîòðåííûå ðàíåå. Îñíîâíîé ðåçóëüòàò ðàáîòû çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ìû ñòðîèì ïðèìåðû
àñèíõðîííûõ ñèñòåì ïåðåõîäîâ, èìåþùèõ îäèíàêîâûå ãðóïïû ãîìîëîãèé, íî íå èçîìîðôíûå
êîëüöà êîãîìîëîãèé.

1. Àñèíõðîííûå ñèñòåìû ïåðåõîäîâ

Àñèíõðîííûå ñèñòåìû ïåðåõîäîâ áûëè íåçàâèñèìî ââåäåíû Áåäíàð÷èêîì [4] è Øèëäñîì
[5].

Îïðåäåëåíèå 1. Àñèíõðîííîé ñèñòåìîé ïåðåõîäîâ A = (S, s0, E, I, T ran) íàçûâàåòñÿ
ïÿò¼ðêà, ñîñòîÿùàÿ èç ìíîæåñòâ S, E, ýëåìåíòà s0 ∈ S, ïîäìíîæåñòâà Tran ⊆ S×E×S
è àíòèðåôëåêñèâíîãî ñèììåòðè÷íîãî îòíîøåíèÿ I ⊆ E×E, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì:

1) äëÿ êàæäîãî e ∈ E ñóùåñòâóþò òàêèå s, s′ ∈ S, ÷òî (s, e, s′) ∈ Tran;
2) åñëè (s, e, s′) ∈ Tran è (s, e, s′′) ∈ Tran, òî s′ = s′′;
3) äëÿ ëþáîé ïàðû (e1, e2) ∈ I è òðîåê (s, e1, s1) ∈ Tran, (s1, e2, u) ∈ Tran ñóùåñòâóåò

òàêîé s2 ∈ S, ÷òî (s, e2, s2) ∈ Tran è (s2, e1, u) ∈ Tran.
Ýëåìåíòû èç S íàçûâàþòñÿ ñîñòîÿíèÿìè, èç Tran � ïåðåõîäàìè, èç E � ñîáû-

òèÿìè, à I � îòíîøåíèå íåçàâèñèìîñòè.

Óñëîâèå 3) èëëþñòðèðóåòñÿ äèàãðàììîé

s
e1

  

e2

~~
s2

e1
  

s1

e2
~~

u

Ïðèâåä¼ì íåêîòîðûå ïîíÿòèÿ, íåîáõîäèìûå íàì äëÿ äàëüíåéøåãî.

Îïðåäåëåíèå 2. Ïóñòü E � ìíîæåñòâî, I ⊆ E × E � àíòèðåôëåêñèâíîå ñèììåò-

ðè÷íîå îòíîøåíèå íà E. Ìîíîèä, çàäàííûé ñ ïîìîùüþ ìíîæåñòâà îáðàçóþùèõ E è ñî-

îòíîøåíèé ab = ba, âûïîëíåííûõ äëÿ âñåõ ïàð (a, b) ∈ I, îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç M(E, I) è

íàçûâàåòñÿ ñâîáîäíûì ÷àñòè÷íî êîììóòàòèâíûì.

Â ðàáîòå [6] ïîêàçàíî, ÷òî êàæäóþ àñèíõðîííóþ ñèñòåìó ïåðåõîäîâA = (S, s0, E, I, T ran)
ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ïðàâîå ïóíêòèðîâàííîåM(E, I)-ìíîæåñòâî S•, çäåñü S• = S∪{∗}.

Ïóñòü A = (S, s0, E, I, T ran) � àñèíõðîííàÿ ñèñòåìà ïåðåõîäîâ. Ìíîæåñòâîì å¼ äîñòè-
æèìûõ ñîñòîÿíèé íàçûâàåòñÿ ïîäìíîæåñòâî A(s0) ⊆ S•, ñîñòîÿùåå èç ýëåìåíòîâ s0 ·µ ∈ S•,
ãäå µ ∈M(E, I).

Îïðåäåëåíèå 3. Ïóñòü A = (S, s0, E, I, T ran) � àñèíõðîííàÿ ñèñòåìà ïåðåõîäîâ. Êà-

òåãîðèÿ ñîñòîÿíèé K∗(A) îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ìíîæåñòâî å¼ îáúåêòîâ ñî-

ñòîèò èç äîñòèæèìûõ ñîñòîÿíèé A(s0). Å¼ ìîðôèçìàìè ÿâëÿþòñÿ òðîéêè s1
µ−→ s2 ýëå-

ìåíòîâ s1, s2 ∈ S•, µ ∈ M(E, I), óäîâëåòâîðÿþùèå ñîîòíîøåíèþ s1 · µ = s2. Òîæäå-

ñòâåííûå ìîðôèçìû ðàâíû s1
1M(E,I)−−−−−→ s1. Êîìïîçèöèÿ ìîðôèçìîâ

(
s2

µ2−→ s3

)
◦
(
s1

µ1−→ s2

)
ñîâïàäàåò ñ ìîðôèçìîì

(
s1

µ1µ2−−−→ s3

)
.

182



Ïðèâåä�eì ñëåäóþùåå [6, De�nition 5.1] î÷åíü âàæíîå äëÿ íàñ îïðåäåëåíèå.

Îïðåäåëåíèå 4. Ïóñòü A = (S, s0, E, I, T ran) � àñèíõðîííàÿ ñèñòåìà ïåðåõîäîâ. Îðè-

åíòèðîâàííûé ãðàô, ìíîæåñòâî âåðøèí êîòîðîãî ðàâíî S•, à ìíîæåñòâî ñòðåëîê ñîñòî-

èò èç òðîåê s
e−→ s′, e ∈ E, ãäå s, s′ ∈ S• è s · e = s′, íàçûâàåòñÿ àóãìåíòèðîâàííûì

ãðàôîì ñîñòîÿíèé àñèíõðîííîé ñèñòåìû ïåðåõîäîâ. Åñëè èç àóãìåíòèðîâàííîãî

ãðàôà ñîñòîÿíèé óäàëèòü âåðøèíó ∗ è ñîäåðæàùèå ýòó âåðøèíó ñòðåëêè, òî ïîëó÷èòñÿ

ãðàô, êîòîðûé íàçûâàåòñÿ ãðàôîì ñîñòîÿíèé.

Ïðèâåä�eì ïðèìåð àñèíõðîííîé ñèñòåìû ïåðåõîäîâ.

Ïðèìåð 1. Ðàññìîòðèì àñèíõðîííóþ ñèñòåìó ïåðåõîäîâ A = (S, s0, E, I, T ran), ãäå

S = {s0, s1, s2, s3, s4}, E = {a, b, c, d}, I = {(a, c), (c, a)}, Tran = {s0
a−→ s1, s0

b−→ s1, s1
a−→

s2, s0
c−→ s3, s0

d−→ s4, s2
c−→ s4, s3

a−→ s4}. Îíà èìååò ñëåäóþùèé àóãìåíòèðîâàííûé ãðàô
ñîñòîÿíèé:

s2
c

  
s0

a
))

b

55

c

��
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BBs1

a
>>
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d // s4
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c //
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��
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>>

Ðèñ. 1. Àóãìåíòèðîâàííûé ãðàô ñîñòîÿíèé àñèíõðîííîé ñèñòåìû ïåðåõîäîâ
A = (S, s0, E, I, T ran).

2. Êîãîìîëîãèè àñèíõðîííûõ ñèñòåì ïåðåõîäîâ

Çäåñü ìû îïðåäåëèì êîãîìîëîãèè àñèíõðîííûõ ñèñòåì ïåðåõîäîâ êàê êîãîìîëîãèè ñîîò-
âåòñòâóþùèõ èì ïîëóêóáè÷åñêèõ ìíîæåñòâ. Ïðåæäå âñåãî, ââåä¼ì ñëåäóþùèå îïðåäåëåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 5. Ïîëóêóáè÷åñêèì ìíîæåñòâîì Q = (Qn, ∂
n,ε
i ) íàçûâàåòñÿ ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü ìíîæåñòâ (Qn), ãäå n ∈ {0, 1, . . .} è ñåìåéñòâî îòîáðàæåíèé ∂n,εj : Qn−1 → Qn
îïðåäåë¼ííûõ ïðè 1 ≤ i ≤ n, ε ∈ {0, 1}, ïðè÷�eì äëÿ âñåõ α, β ∈ {0, 1}, n ≥ 2, 1 ≤ i < j ≤ n
êîììóòàòèâíû äèàãðàììû:

Qn
∂n,βj

//

∂n,αi
��

Qn−1

∂n−1,α
i
��

Qn−1
∂n−1,β
j−1

// Qn−2

Ñîãëàñíî [7, Lemma 3.2], ñ êàæäûìM(E, I)-ìíîæåñòâîì S• (àñèíõðîííîé ñèñòåìîé ïåðå-
õîäîâ A = (S, s0, E, I, T ran)) ìîæíî ñâÿçàòü ïîëóêóáè÷åñêîå ìíîæåñòâî QS

• = (QnS
•, ∂n,εi ),
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ñîñòîÿùèå èç ìíîæåñòâ

QnS
• = {(s, e1, . . . , en) : s ∈ S•, e1 < . . . < en ∈ E, (ei, ej) ∈ I, äëÿ âñåõ 1 ≤ i < j ≤ n}

è îòîáðàæåíèé

QnS
•

∂n,1i //

∂n,0i

// Qn−1S
•, n ≥ 1, 1 ≤ i ≤ n, ε ∈ {0, 1},

îïðåäåë¼ííûõ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

∂n,0i (s, e1, . . . , en) = (s, e1, . . . , êi, . . . , en),

∂n,1i (s, e1, . . . , en) = (s · ei, e1, . . . , êi, . . . , en).

Ïîýòîìó çà îïðåäåëåíèå êîãîìîëîãèé àñèíõðîííîé ñèñòåìû ïåðåõîäîâ ìîæíî âçÿòü ãðóï-
ïû êîãîìîëîãèé ñîîòâåòñòâóþùåãî åé ïîëóêóáè÷åñêîãî ìíîæåñòâà. Òàêèì îáðàçîì, èñïîëü-
çóÿ [8, îïðåäåëåíèå 2] ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå.

Îïðåäåëåíèå 6. Ãðóïïàìè öåëî÷èñëåííûõ êîãîìîëîãèé àñèíõðîííîé ñèñòåìû ïåðåõî-

äîâ A = (S, s0, E, I, T ran) íàçûâàþòñÿ ãðóïïû êîãîìîëîãèè Hn (K∗(A);Z) êîöåïíîãî êîì-

ïëåêñà

0 −→
∏

s∈Q0S•

Z δ1−→
∏

(s,e1)∈Q1S•

Z δ2−→
∏

(s,e1,e2)∈Q2S•

Z δ3−→ . . .

. . .
δn−1

−−−→
∏

(s,e1,...,en−1)∈Qn−1S•

Z δn−→
∏

(s,e1,...,en)∈QnS•

Z δn+1

−−−→ . . .

ãäå êîãðàíè÷íûé äèôôåðåíöèàë äëÿ n-ìåðíîé êîöåïè

ϕ(s, e1, . . . , en) ∈
∏

(s,e1,...,en)∈QnS•

Z

îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùåé ôîðìóëîé:

(δnϕ)(s, e1, . . . , en+1) =

n+1∑
k=1

(−1)k
(
ϕn(s · ek, e1, . . . , êk, . . . , en+1)− ϕn(s, e1, . . . , êk, . . . , en+1)

)
.

Íàïîìíèì, ÷òî êîëüöî R ñ åäèíèöåé 1 íàçûâàåòñÿ ãðàäóèðîâàííûì êîëüöîì, åñëè îíî
ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé ñóììîé àääèòèâíûõ ïîäãðóïï Rq òàêèõ, ÷òî

1 ∈ R0, è RpRq ⊂ Rp+q,

ãäå q ïðîáåãàåò ìíîæåñòâî öåëûõ ÷èñåë. Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ãðàäóèðîâàííûå êîëüöà,
äëÿ êîòîðûõ Rq = 0 ïðè q < 0.

Ââèäó òîãî, ÷òî ñ êàæäîé àñèíõðîííîé ñèñòåìîé ïåðåõîäîâ ìîæíî ñâÿçàòü ïîëóêóáè÷å-
ñêîå ìíîæåñòâî, òî, ñîãëàñíî [8], ìû ìîæåì â êîãîìîëîãèÿõ àñèíõðîííîé ñèñòåìû ïåðåõîäîâ
ââåñòè óìíîæåíèå Êîëìîãîðîâà � Àëåêñàíäåðà (^-óìíîæåíèå) è òàêèì îáðàçîì ïîëó÷èòü
ãðàäóèðîâàííîå êîëüöî êîãîìîëîãèé àñèíõðîííîé ñèñòåìû ïåðåõîäîâ.
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Èòàê, ïóñòü [ϕ] è [ψ]� êëàññû p-ìåðíûõ è q-ìåðíûõ êîãîìîëîãèéHp(A;Z) èHq(A;Z) ñî-
îòâåòñòâåííî, à ϕ è ψ � èõ ïðåäñòàâèòåëè. Òîãäà (ñì.[8]),^-óìíîæåíèå áóäåò îïðåäåëÿòüñÿ
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

(ϕ ^ ψ)(s, e1, . . . , ep+q) =
∑
H

%HKϕ
(
s, eh1 , . . . , ehp

)
· ψ
(
s · eh1 · · · ehp , ek1 , . . . , ekq

)
,

ãäå H = {h1, . . . , hp} � ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà {1, 2, . . . , n}, K � åãî äîïîëíåíèå, %HK �
ñèãíàòóðà (÷¼òíîñòü) ïåðåñòàíîâêè HK, à ñóììèðîâàíèå ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ ïî âñåì H.

Òàê, íàïðèìåð, ïóñòü p = q = 1, òîãäà ïîëó÷èì

(ϕ ^ ψ)(s, e1, e2) = ϕ(s, e1) · ψ(s · e1, e2)− ϕ(s, e2) · ψ(s · e2, e1).

Â äàëüíåéøåì áóäåì ïðèíèìàòü ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ; (s, e1, . . . , en)
∗ � êîöåïü, êîòî-

ðàÿ ïðèíèìàåò çíà÷åíèå 1 íà ýëåìåíòå (s, e1, . . . , en), à íà îñòàëüíûõ ïðèíèìàåò 0.

3. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû.

Çäåñü ìû ïîêàæåì, ÷òî ó ðàçíûõ àñèíõðîííûõ ñèñòåì ïåðåõîäîâ ìîãóò áûòü èçîìîðô-
íûå ãðóïïû ãîìîëîãèé, îäíàêî êîëüöà êîãîìîëîãèé ó íèõ � ðàçíûå.

Ïðèìåð 2. Ïóñòü äàíà àñèíõðîííàÿ ñèñòåìà ïåðåõîäîâ A1 = (S1, s
1
0, E1, I1, T ran1), ãäå

S1 = {x}, s10 = x, E1 = {a, b, c, d}, I1 = {(a, b)(c, d)}, Tran1 = {x a−→ x, x
b−→ x, x

c−→ x, x
d−→ x}.

Îíà èìååò àóãìåíòèðîâàííûé ãðàô ñîñòîÿíèé, ïîêàçàííûé íà ðèñ.2.
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Ðèñ. 2. Àóãìåíòèðîâàííûé ãðàô àñèíõðîííîé ñèñòåìû ïåðåõîäîâ A1 = (S1, s
1
0, E1, I1, T ran1).

Íàéä¼ì ãðóïïû ãîìîëîãèé ýòîé ñèñòåìû. Èìååì ïîëóêóáè÷åñêîå ìíîæåñòâî QS•1 =
(QnS

•
1 , 1∂

n,ε
i ), â êîòîðîì:

• Q0S
•
1 = {(x), (∗)};

• Q1S
•
1 = {(x, a), (x, b), (x, c), (x, d), (∗, a), (∗, b), (∗, c), (∗, d)};

• Q2S
•
1 = {(x, a, b), (x, c, d), (∗, a, b), (∗, c, d)}.

Ââèäó òîãî, ÷òî x · e = x äëÿ âñåõ e ∈ E1, òî ðàâåíñòâî 1∂
n,1
i = 1∂

n,0
i ñïðàâåäëèâî äëÿ

âñåõ n ≥ 1, 1 ≤ i ≤ n, ïîýòîìó îáîçíà÷àÿ äëÿ óäîáñòâà 1∂
n
i = 1∂

n,1
i = 1∂

n,0
i , ïîëó÷àåì

ñîîòíîøåíèÿ:

• 1∂
1
1(x, a) = (x), 1∂

1
1(∗, a) = (∗);

• 1∂
1
1(x, b) = (x), 1∂

1
1(∗, b) = (∗);

• 1∂
1
1(x, c) = (x), 1∂

1
1(∗, c) = (∗);

• 1∂
1
1(x, d) = (x), 1∂

1
1(∗, d) = (∗).

• 1∂
2
1(x, a, b) = (x, b), 1∂

2
2(x, a, b) = (x, a);

• 1∂
2
1(x, c, d) = (x, d), 1∂

2
2(x, c, d) = (x, c);
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• 1∂
2
1(∗, a, b) = (x, b), 1∂

2
2(∗, a, b) = (∗, a);

• 1∂
2
1(∗, a, b) = (x, d), 1∂

2
2(∗, c, d) = (∗, d).

Íàìè ïîñòðîåí öåïíîé êîìïëåêñ

0
d0←− Z2 d1←− Z8 d2←− Z4 ← 0.

Òàê êàê ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî x · e = x äëÿ âñåõ e ∈ E1, òî ãðàíè÷íûå äèôôåðåíöèàëû
ðàâíû íóëþ. Äåéñòâèòåëüíî, íàïðèìåð, äëÿ öåïè (x, a, b)

d2(x, a, b) = (x, a)− (x, b)− (x, a) + (x, b) = 0.

Òîãäà ïîëó÷àåì, ÷òî
H2(A1;Z) ∼= Ker(d2) ∼= Z4;

H1(A1;Z) ∼= Ker(d1) ∼= Z8;

H0(A1;Z) ∼= Ker(d0) ∼= Z2.

Ïðèâåä¼ì òåïåðü ñëåäóþùèé ïðèìåð.

Ïðèìåð 3. Ðàññìîòðèì àñèíõðîííóþ ñèñòåìó ïåðåõîäîâ A2 = (S2, s
2
0, E2, I2, T ran2), ãäå

S2 = {x}, s20 = x, E2 = {a, b, c, d}, I2 = {(a, b)(b, c)}, Tran2 = {x a−→ x, x
b−→ x, x

c−→ x, x
d−→ x}.

Îíà èìååò òàêîé æå, êàê è â ïðåäûäóùåì ïðèìåðå, àóãìåíòèðîâàííûé ãðàô ñîñòîÿíèé
(ñì. ðèñ. 3).
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Ðèñ. 3. Àóãìåíòèðîâàííûé ãðàô àñèíõðîííîé ñèñòåìû ïåðåõîäîâ A2 = (S2, s
2
0, E2, I2, T ran2).

Íàéä¼ì ãðóïïû ãîìîëîãèé ýòîé ñèñòåìû. Ðàññìîòðèì ïîëóêóáè÷åñêîå ìíîæåñòâî QS•2 =
(QnS

•
2 , 2∂

n,ε
i ), â êîòîðîì

• Q0S
•
2 = {(x), (∗)};

• Q1S
•
2 = {(x, a), (x, b), (x, c), (x, d), (∗, a), (∗, b), (∗, c), (∗, d)};

• Q2S
•
2 = {(x, a, b), (x, b, c), (∗, a, b), (∗, b, c)}.

Ââèäó òîãî, ÷òî x · e = x äëÿ âñåõ e ∈ E2, òî ðàâåíñòâî 2∂
n,1
i = 2∂

n,0
i ñïðàâåäëèâî äëÿ âñåõ

n ≥ 1, 1 ≤ i ≤ n, ïîýòîìó òàêæå îáîçíà÷àÿ äëÿ óäîáñòâà 2∂
n
i = 2∂

n,1
i = 2∂

n,0
i , ïîëó÷àåì

ñîîòíîøåíèÿ:

• 2∂
1
1(x, a) = (x), 2∂

1
1(∗, a) = (∗);

• 2∂
1
1(x, b) = (x), 2∂

1
1(∗, b) = (∗);

• 2∂
1
1(x, c) = (x), 2∂

1
1(∗, c) = (∗);

• 2∂
1
1(x, d) = (x), 2∂

1
1(∗, d) = (∗).

• 2∂
2
1(x, a, b) = (x, b), 2∂

2
2(x, a, b) = (x, a);
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• 2∂
2
1(x, b, c) = (x, c), 2∂

2
2(x, b, c) = (x, b);

• 2∂
2
1(∗, a, b) = (x, b), 2∂

2
2(∗, a, b) = (∗, a);

• 2∂
2
1(∗, b, c) = (x, c), 2∂

2
2(∗, b, c) = (∗, b).

Íàìè ïîñòðîåí öåïíîé êîìïëåêñ

0
d0←− Z2 d1←− Z8 d2←− Z4 ← 0.

Òàê êàê ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî x · e = x äëÿ âñåõ e ∈ E2, òî ãðàíè÷íûå äèôôåðåíöèàëû
ðàâíû íóëþ.

Òîãäà ïîëó÷àåì, ÷òî
H2(A2;Z) ∼= Ker(d2) ∼= Z4;

H1(A2;Z) ∼= Ker(d1) ∼= Z8;

H0(A2;Z) ∼= Ker(d0) ∼= Z2.

Èòàê, ìû ðàññìîòðåëè äâå ðàçíûå àñèíõðîííûå ñèñòåìû ïåðåõîäîâ, ó êîòîðûõ èçîìîðô-
íû ãîìîëîãèè. Ðàññìîòðèì òåïåðü óìíîæåíèå â èõ êîëüöàõ êîãîìîëîãèé.

Ðàññìîòðèì êîëüöî H∗(A1;Z). Íåíóëåâûìè ðàâåíñòâàìè â ýòîì êîëüöå áóäóò(
(x, a)∗ ^ (x, b)∗

)
(x, a, b) = (x, a)∗(x, a) · (x, b)∗(x, b) = 1;(

(x, c)∗ ^ (x, d)∗
)
(x, c, d) = (x, c)∗(x, c) · (x, d)∗(x, d) = 1;(

(∗, a)∗ ^ (∗, b)∗
)
(∗, a, b) = (∗, a)∗(∗, a) · (∗, b)∗(∗, b) = 1;(

(∗, c)∗ ^ (∗, d)∗
)
(∗, c, d) = (∗, c)∗(∗, c) · (∗, d)∗(∗, d) = 1.

Â êîëüöå H∗(A2;Z) áóäóò íåíóëåâûìè ðàâåíñòâà(
(x, a)∗ ^ (x, b)∗

)
(x, a, b) = (x, a)∗(x, a) · (x, b)∗(x, b) = 1;(

(x, b)∗ ^ (x, c)∗
)
(x, b, c) = (x, b)∗(x, b) · (x, c)∗(x, c) = 1;(

(∗, a)∗ ^ (∗, b)∗
)
(∗, a, b) = (∗, a)∗(∗, a) · (∗, b)∗(∗, b) = 1;(

(∗, b)∗ ^ (∗, c)∗
)
(∗, b, c) = (∗, b)∗(∗, b) · (∗, c)∗(∗, c) = 1.

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî ìåæäó ýòèìè êîëüöàìè íåò êîëüöåâîãî èçîìîðôèçìà. Ðàññóæäàòü
áóäåì îò ïðîòèâíîãî. Äëÿ íà÷àëà çàìåòèì, ÷òî ñèñòåìû ïåðåõîäîâ A1 è A2 ïðåäñòàâëÿþòñÿ
â âèäå íåñâÿçíîé ñóììû (ñì. èõ àóãìåíòèðîâàííûå ãðàôû), ïîýòîìó èõ êîöåïíûå êîìïëåêñû
èçîìîðôíû ïðîèçâåäåíèþ êîìïëåêñîâ, à ýòî çíà÷èò, ÷òî èìåþò ìåñòî èçîìîðôèçìû

H∗(A1;Z) ∼= Kx ×K∗, H∗(A2;Z) ∼= Rx ×R∗.

Îáðàçóþùèìè, íàïðèìåð, êîëüöàH∗(A1;Z), ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòû âèäà ((x, e)∗, 0), (0, (∗, e)∗),
ãäå e ∈ {a, b, c, d}. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò êîëüöåâîé èçîìîðôèçì

H∗(A1;Z) ∼= Kx ×K∗
F=(fx,f∗)−−−−−−→ H∗(A2;Z) ∼= Rx ×R∗.

Òàê êàê â êîëüöå H∗(A2;Z) ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

(x, d)∗ ^ (x, e)∗ = 0,

(∗, d)∗ ^ (∗, e)∗ = 0,
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äëÿ êàæäîãî e ∈ {a, b, c, d}, òî â êîëüöå H∗(A1;Z) äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ ðàâåíñòâà

fx ((x, d)
∗)^ fx ((x, e)

∗) = 0;

f∗ ((∗, d)∗)^ f∗ ((∗, e)∗) = 0.

ßñíî, ÷òî çäåñü fx ((x, e)
∗), f∗ ((∗, e)∗)� ïðîèçâîëüíûå ýëåìåíòû êîëüöàH∗ (A1;Z), è ìû,

áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè, ìîæåì ïðèíÿòü èõ çà ýëåìåíòû (x, α)∗ è (∗, α)∗ ñîîòâåòñòâåííî,
çäåñü α ∈ {a, b, c, d}.

Ïóñòü
fx ((x, d)

∗) = k1(x, a)
∗ + k2(x, b)

∗ + k3(x, c)
∗ + k4(x, d)

∗;

f∗ ((∗, d)∗) = l1(∗, a)∗ + l2(∗, b)∗ + l3(∗, c)∗ + l4(∗, d)∗.

Òîãäà äëÿ êàæäîãî α ∈ {a, b, c, d} ïîëó÷àåì ðàâåíñòâà

(k1((x, a)
∗, 0) + k2((x, b)

∗, 0) + k3((x, c)
∗, 0) + k4((x, d)

∗, 0))^ ((x, α)∗, 0) = 0;

(l1(0, (∗, a)∗) + l2(0, (∗, b)∗) + l3(0, (∗, c)∗) + l4(0, (∗, d)∗))^ (0, (∗, α)∗) = 0,

è, ïîäñòàâëÿÿ âìåñòî α êàæäûé ýëåìåíò èç {a, b, c, d}, ïîëó÷àåì, ÷òî

k1 = k2 = k3 = k4 = 0;

l1 = l2 = l3 = l4 = 0.

Òàêèì îáðàçîì, ýòîò êîëüöåâîé èçîìîðôèçì ïåðåâîäèò íåíóëåâîé ýëåìåíò â íóëåâîé.
Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå îçíà÷àåò, ÷òî êîëüöà H∗(A1;Z) è H∗(A2;Z) � íåèçîìîðôíû.

Òàêèì îáðàçîì, ìû âèäèì, ÷òî, õîòÿ ãîìîëîãèè àñèíõðîííûõ ñèñòåì ïåðåõîäîâ A1 è A2

èçîìîðôíû, èõ êîëüöà êîãîìîëîãèé � íåèçîìîðôíû.

Çàêëþ÷åíèå

Â äàííîé ðàáîòå ìû ïîêàçàëè, ÷òî ñóùåñòâóþò àñèíõðîííûå ñèñòåìû ïåðåõîäîâ, èìåþ-
ùèå èçîìîðôíûå ãðóïïû ãîìîëîãèé, íî íå èçîìîðôíûå êîëüöà êîãîìîëîãèé. Ñëåäîâàòåëü-
íî, êîëüöà êîãîìîëîãèé áîëåå ïîëíî îòðàæàþò ñâîéñòâà àñèíõðîííûõ ñèñòåì ïåðåõîäîâ.
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ABSTRACT

In this paper we introduce the cohomology rings of asynchronous transition systems.
We'll show that di�erent asynchronous transition systems which have isomorphic
homology groups may have nonisomorphic cohomology rings.
Key words: the cohomology rings, the homology of the asynchronous transition sys-

tems, precubical sets, asynchronous transition systems.
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