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Предельное состояние и малоцикловая
усталость пластических материалов

Предлагается подход к описанию предельных состояний материала в
пространствах главных напряжений и деформаций. Подход обобщает
основные соотношения малоцикловой усталости на пространственные
процессы деформирования. В рамках предложенного подхода рассмат-
ривается задача о поверхностном выглаживании жесткопластического
материала.
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Введение

Под предельным состоянием пластических тел понимается состояние, непосред-
ственно предшествующее процессу разрушения (моменту нарушения сплошности
среды). В работах [1, 2, 3] это состояние материала описывается замкнутым кри-
волинейным треугольником с тремя осями симметрии в девиаторной плоскости
пространства главных напряжений. Возможность описания предельных состояний
угловыми точками поверхности нагружения рассматривалась в [4]. Связь между
поверхностью нагружения и предельным состоянием материала была отмечена в
[5], где предложено считать предельным состоянием материала состояние исчер-
пания его пластических свойств, т.е. состояние предельного упрочнения.

В работах [6, 7, 8] предельное состояние материала описывается линиями на
поверхности деформационных состояний упрочняющегося несжимаемого жестко-
пластического тела. В сечениях этой поверхности плоскостями, параллельными
девиаторной плоскости, предлагаемые линии имеют вид криволинейных треуголь-
ников, предсказанных в работах [1, 2, 3].
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Экспериментальное исследование предельных состояний пластических тел свя-
зано, в первую очередь, с испытаниями на малоцикловую усталость при одноосном
растяжении–сжатии плоских и цилиндрических образцов [9, 10, 11, 12, 13].

Целью предлагаемой работы является установление связи между теоретически-
ми и экспериментальными работами.

1. Поверхность нагружения, связанная с линиями
уровня поверхности деформационных состояний

Линии уровня поверхности деформационных состояний упрочняющихся несжи-
маемых жесткопластических тел определяются системой уравнений [7, 8]{

(1− 2E1)(1− 2E2)(1− 2E3) = 1,

E1 + E2 + E3 = IE,
(1)

где Ei, (i = 1, 3) – главные значения тензора конечных деформаций Альманси.
Связь между поверхностью нагружения материала и линиями (1) устанавли-

вается с помощью величины

h′ =
3σS(IE)

3− 2IE
, (2)

как функции параметра упрочнения, который совпадает с модулем первого инва-
рианта IE тензора конечных деформаций Альманси. Для определения величины
h′ необходимо перестроить диаграмму нагружения, обычно задаваемую в коорди-
натах σ − δ в виде σ = σ(δ), в координаты σS − IE в виде σS = σS(IE). Здесь δ
– относительное удлинение образца; σS = σS(IE) – значение предела текучести,
определяемое из эксперимента на одноосное растяжение цилиндрического образца
и характеризующее состояние упрочнения материала на данном уровне деформа-
ций. При этом уровень деформаций определяется параметром упрочнения |IE|.
Для определения указанных соотношений используется связь между величинами
IE и δ, полученная из кинематики цилиндрического образца при одноосном растя-
жении [14]

E1 =
1

2

δ(2 + δ)

(1 + δ)2
, E2 = E3 = −1

2
δ.

На рис. 1 приведены зависимости σ = σ(δ) и σS = σS(IE) для конструкционного
сплава ЭК79.

Учитывая вышесказанное, уравнение поверхности нагружения при (1), (2) име-
ет симметричный вид:

(σ2 + σ3 − 2σ1)(σ3 + σ1 − 2σ2)(σ1 + σ2 − 2σ3)+

+
9

2
σS(IE)

[
(σ1 − σ2)

2 + (σ2 − σ3)
2 + (σ3 − σ1)

2
]
= 27σ3

S(IE)

[
1− 27

(3− 2IE)
3

]
.

(3)

На рис. 2 представлены проекции поверхности нагружения на девиаторную плос-
кость в пространстве главных напряжений для конструкционного сплава ЭК79.
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Рис. 1. Диаграмма нагружения для конструкционного сплава ЭК79 в координатах
σ − δ и σS − IE

Рис. 2. Линии пересечения поверхности нагружения девиаторной плоскостью для
конструкционного сплава ЭК79

2. Малоцикловая усталость пластических
материалов

Предельное состояние материала при монотонном нагружении не является един-
ственным, что подтверждается многочисленными опытами в условиях малоцикло-
вой усталости, описываемой формулой Коффина –Мэнсона [9, 10, 11]

εpN
m = M, (4)

где εp – ширина петли гистерезиса, N – число циклов, m, M – константы материала.
С. Фелтнером и Дж. Морроу [15] была дана энергетическая интерпретация форму-
лы (4), согласно которой разрушение наступает тогда, когда суммарная энергия,
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рассеиваемая в единице объема материала, вследствие наличия необратимых пла-
стических деформаций достигает определенной критической величины

Np∑
N=1

WN = Wc, (5)

где Np – число циклов до разрушения; WN – энергия, рассеиваемая в единице объ-
ема материала при N -ом цикле; Wc – критическая величина энергии, которая рав-
на энергии разрушения при статическом разрыве. В дальнейшем Д. Мартин [16]
уточнил данную формулировку, предполагая, что мерой усталостных поврежде-
ний является только часть энергии, связанная с процессами упрочнения. В этой
трактовке величины WN и Wc характеризуются заштрихованными площадями на
рис. 3. В частности, при линейном упрочнении [11]

Wc(σB) =
1

2
(σB − σ0.2)(δB − δ0.2),

где σB – предел прочности материала, соответствующий предельному состоянию
материала на диаграмме нагружения (точка B на рис. 3); σ0.2 – минимальное зна-
чение предела текучести; δB, δ0.2 – значения относительного удлинения образца
соответственно. В данной формуле работа на упругих деформациях не учитыва-
ется в виду ее малости.
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Рис. 3. Энергия пластической деформации (заштрихованная площадь), связанная
с процессом упрочнения материала и вызывающая его повреждение

Согласно соотношению (5) процесс доведения материала до критического со-
стояния при жестком циклическом нагружении образца можно трактовать следу-
ющим образом: при каждом цикле нагружения критическая точка B смещается
по диаграмме σ − δ влево согласно энергии гистерезиса в положение B′, а при
достижении определенного деформированного состояния в цикле (точки A) мате-
риал достигает предельного состояния. Отметим, что на девиаторной плоскости
предельному состоянию материала соответствует множество точек определенной
линии (см. рис. 2).
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Реальные процессы деформирования материала в элементах конструкций могут
значительно отличаться от одноосного деформирования, и соотношение (5) необ-
ходимо обобщить на пространственные процессы деформирования. Это обобщение
должно учитывать следующие особенности малоцикловой усталости:

– повреждаемость материала осуществляется за счет энергии гистерезиса на
пластических деформациях, связанных с упрочнением материала, что требует уче-
та эффекта Баушингера;

– диапазон пластического деформирования материала значительно превышает
диапазон малых деформаций, что требует использования в качестве меры дефор-
маций тензоров конечных деформаций.

3. Пластическое течение при обработке поверхности
выглаживанием

Усталостное разрушение почти всегда зарождается на поверхности детали или
вблизи этой поверхности. Основными факторами, вносящими вклад в усталостное
разрушение, служат, кроме геометрических концентраторов деформаций (цара-
пины, выемки, следы от механической обработки), повреждения, вносимые суще-
ственными пластическими деформациями в зоне взаимодействия материала дета-
ли с режущим инструментом.

Задача о выглаживании возникает в связи с существованием переходной по-
верхности, соединяющей переднюю и заднюю поверхности резца. Эта поверхность
осуществляет деформирование материала после стружкообразования, описанно-
го в [17]. Задача о выглаживании жесткопластической поверхности при условии
пластичности Кулона –Мора рассматривалась в работе [18].

Ниже рассматривается пластическое течение для процесса выглаживания
(рис. 4) при условии пластичности (3), которое в условиях плоской деформации
совпадает с условием Мизеса.
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Рис. 4. Пластическое течение при обработке поверхности выглаживанием

Будем рассматривать деформации в поверхностном слое при обработке выгла-
живанием как однократное циклическое нагружение при N = 0.5 и ∆εp, опреде-
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ляемое технологическим процессом, что позволяет записать формулу (4) в виде

∆εpN
m = M(W∗∗), W∗∗ = Wc −Wh, (6)

где W∗∗ – работа внутренних сил, характеризующая зарождение макротрещины
в исходном материале [19]; Wh – работа внутренних сил в поверхностном слое на
пластических деформациях, связанных с его упрочнением; Wc – суммарная работа
внутренних сил (5), необходимая для разрушения в поврежденном материале.

В работе предполагается, что обрабатываемый материал является идеальным
жесткопластическим с пределом текучести σS = 2k; пластическое течение явля-
ется установившимся; поверхность OA режущего клина и свободная поверхность
AD прямолинейны (здесь нормальная скорость Vn = 0); кроме того, переходная по-
верхность OA является плоской; пластическая область OABECD состоит из двух
прямоугольных треугольников AOB и ACD равномерного напряженного состоя-
ния и центрированного веера ABC; линия OBCD является жесткопластической
границей; материал «набегает» на пластическую область со скоростью V ; нормаль-
ная скорость распространения линии OBCD равна нулю.

3.1. Диссипация энергии и поле деформаций в пластической
области

Поле скоростей в пластической области определяется выражениями:
в области ACD

(
φ = µ− π

4

)
u− = V cosφ, u+ = −V sinφ, v± = V sinφ = V ±

n , [Vτ ] =
√
2V cosµ; (7)

в области ABC
(
φ ∈

[
µ− π

4
,
π

4
− µ

])
u− = −V cosφ, u+ = −V cosφ+

√
2V cosµ, v± = V sinφ = V ±

n , [Vτ ] =
√
2V cosµ;

(8)
в области AOB

(
φ =

π

4
− µ

)
u− = −V cosφ, u+ = V sinφ, v± = V sinφ = V ±

n , [Vτ ] =
√
2V cosµ. (9)

Здесь u, v – проекции скорости перемещения на криволинейные оси α, β соответ-
ственно; Vn, [Vτ ] – нормальная составляющая и разрыв касательной составляющей
скорости частиц на жесткопластической границе; знаки «+», «−» определяют зна-
чения компонент скорости выше и ниже жесткопластической границы OBCD; µ –
угол режущего клина; φ – угол наклона α-линии к оси x.

Соотношения (7)–(9) позволяют описать диссипацию энергии и компоненты
тензора деформаций в частице вдоль траектории её движения в пластической обла-
сти. В качестве меры деформаций выбран тензор конечных деформаций Альманси
E, связанный с компонентами тензора дисторсии A = [aji] = [x0

i,j] соотношениями

Eij =
1

2
(δij − aikajk), (10)
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где δij – символ Кронекера, x0
i – лагранжевы координаты, xi – эйлеровы коорди-

наты частицы. Согласно [20] в условиях плоской деформации компоненты тензора
дисторсии A являются решением системы дифференциальных уравнений в част-
ных производных: 

∂a11
∂φ

f − a11 sinφ cosφ+ a21 cos
2 φ = 0,

∂a12
∂φ

f − a12 sinφ cosφ+ a22 cos
2 φ = 0,

∂a21
∂φ

f − a11 sin
2 φ+ a21 sinφ cosφ = 0,

∂a22
∂φ

f − a12 sin
2 φ+ a22 sinφ cosφ = 0,

(11)

где f =
u− a′ cosφ− b′ sinφ

u+
∂v

∂φ

, a′, b′ – компоненты скорости движения центра веера

характеристик ABC.
При движении частицы в пластической области выделяются семь участков тра-

ектории (см. рис. 4):
в недеформированном поверхностном слое (область 1) частица движется со ско-

ростью V ; тензор дисторсии и тензор Альманси имеют вид A =

[
1 0
0 1

]
, E =

[
0 0
0 0

]
;

на жeсткопластической границе 2 частица мгновенно деформируется и рассе-
ивает на пластических деформациях конечную удельную работу внутренних сил

W =
[Vτ ]

|Vn|
согласно (7); компоненты тензора дисторсии и тензора Альманси опре-

деляются в виде A =

[
1 0
W 1

]
, E =

1

2

[
0 −W

−W −W 2

]
;

в области 3 частица движется вдоль свободной поверхности OD, не деформи-
руясь; значения компонент тензора дисторсии A и тензора Альманси E не изме-
няются;

в веере линий скольжения ABC (область 4) частица движется, деформируясь с

максимальной скоростью сдвига γmax =
1

R

(
∂v

∂φ
+ u

)
, и рассеивает удельную рабо-

ту
W

2k
=

tk∫
t0

γmaxdt согласно [21]; компоненты тензора дисторсии A определяются как

решение системы (11) согласно (8) при движении центра веера линий скольжения
с нулевой скоростью (согласно предполагаемому полю скоростей в пластической
области); главные значения тензора Альманси E определяются согласно (10) соот-
ношениями

E1 = e+ g, E2 = e− g, (12)

где e =
1

2
(E11 + E22), g =

1

2

√
(E11 − E22)2 + 4E2

12;
в области 5 частица движется вдоль контактной поверхности OA, не деформи-

руясь; значения компонент тензора дисторсии A и тензора Альманси E не изме-
няются;
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на жесткопластической границе 6 частица мгновенно деформируется и рассеи-

вает удельную работу W =
[Vτ ]

|Vn|
согласно (9); компоненты тензора дисторсии опре-

деляются по формуле x0+
i,j = (δik +Wτiνk)x

0−
k,j; главные значения тензора Альманси

E определяются согласно (12);
в деформированном поверхностном слое (область 7) частица движется со ско-

ростью V .
На рис. 5 показано изменение удельной диссипации W работы внутренних сил

на жесткопластической границе в зависимости от угла раствора клина µ. На рис. 6
показаны изменения главных значений E1, E2 в зависимости от угла раствора кли-
на µ на участках 2, 4, 6 траектории деформирования частицы в пластической об-
ласти.
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Рис. 5. Изменение удельной диссипации работы внутренних сил на жесткопласти-
ческой границе в зависимости от угла раствора клина
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Рис. 6. Изменения главных значений тензора конечных деформаций Альманси
в зависимости от угла раствора клина

Отметим, что для частиц, траектория которых проходит в окрестности точки E
(см. рис. 3), однородность деформирования пропадает и существенно зависит от ве-
личины нормальной скорости частиц, которая при φ = 0 равна нулю. Это приводит
к возрастанию деформаций до критического значения E1 = 0.5 и к неограниченно-
му возрастанию удельной работы внутренних сил, что, в свою очередь, приводит к
нарушению сплошности материала (т.е. к разрушению). Это замечание указывает
на возможность зарождения макротрещин в подповерхностном слое толщиной a1.

Участки 2, 4, 6 являются активными участкам деформирования частицы вдоль
траектории. Процессы деформирования на этих участках можно трактовать как
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полуциклы жесткого деформирования в интервале начальных и конечных дефор-
маций соответствующего этапа деформирования. Это означает, что в повреждении
материала участвует не вся рассеянная энергия, а только её часть Wh, связанная
с упрочнением. Эта часть энергии не может быть рассчитана в рамках идеально-
го жесткопластического тела, но ее величина может быть получена из диаграммы
σ − δ по вычисленным значениям деформаций.

3.2. Алгоритм определения повреждаемости материала
в поверхностном слое

Алгоритм определения части работы внутренних сил, оценивающей поврежден-
ность конструкционного сплава ЭК79 в процессе выглаживания, представлен на
графиках рис. 7.
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Рис. 7. Алгоритм определения части работы внутренних сил в процессе выглажи-
вания

На графиках рис. 7 (а) показаны изменения параметра упрочнения IE вдоль
траектории движения частицы для различных углов µ: линия I – на участке CD,
линия II – в веере BAC, III – на участке OB.

На графике рис. 7 (б) показана связь параметра упрочнения IE с относительным
удлинением δ в эксперименте на одноосное растяжение цилиндрического образца.

На рис. 7 (в) представлена диаграмма нагружения.
Работы внутренних сил W∗∗ и Wh определяются площадями (см. рис. 7, в) в

полосе под статической диаграммой σ−δ и σ0.2 по конечным деформациям частицы
после пересечения пластической области.
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Рассеиваемая работа внутренних сил при выглаживании вызывает поврежде-
ние и снижает способность материала упрочняться. Согласно (6) это приводит к
уменьшению величины W∗∗ на величину Wh, что соответствует уменьшению ресур-
са упрочнения материала. В рассмотренном примере угол клина принят равным

µ = 89◦ и отношение площадей
W∗∗

Wh

≈ 5.6. Это означает, что ресурс материала в

поверхностном слое исчерпан на
1

5.6
100% ≈ 17.9%.

Заключение
1. Предложенный подход описания предельных состояний в пространствах глав-

ных напряжений и деформаций вместе с поверхностью нагружения учитывает эф-
фект Баушингера и конечность деформаций материала.

2. Этот подход обобщает формулу Коффина – Мэнсона на произвольные про-
странственные процессы деформирования, включая повторно статические нагру-
жения с произвольной формой цикла.
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ABSTRACT

An approach to the description of the limiting states of material in spaces
of principal stresses and strains is suggested. This approach generalizes
the basic relations of low-cycle fatigue to the spatial deformation process-
es. In terms of the suggested approach the problem of surface burnishing
of rigid-plastic material is considered.
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