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Арифметическая интерпретация
трёхчленного тождества

из теории эллиптических функций

В работе предложено основанное на арифметических методах Лиувил-
ля доказательство трёхчленного тождества из теории эллиптических
функций.
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Введение
Говорят, что голоморфная на всей плоскости комплексного переменного (дру-

гими словами – целая) функция f удовлетворяет трёхчленному уравнению, если
для любых комплексных чисел z1, z2, z3 и z4 выполняется равенство

f(z1+z2)f(z1−z2)f(z3+z4)f(z3−z4) + f(z1+z3)f(z1−z3)f(z4+z2)f(z4−z2)+

+f(z1 + z4)f(z1 − z4)f(z2 + z3)f(z2 − z3) = 0.
(1)

Пусть λ, A и B – произвольные комплексные числа и при этом λ ̸= 0. Определим
новую целую функцию g из равенства

g(z) = f(λz)eAz2+B. (2)

Легко проверить, что f удовлетворяет уравнению (1) тогда и только тогда, когда
g удовлетворяет этому уравнению. По этой причине будем называть функции f и
g, связанные уравнением (2), эквивалентными, с символической записью f ∼ g.

А. Гурвиц в [1] доказал, что любая функция, тождественно не равная нулю и
удовлетворяющая уравнению (1), эквивалентна сигма-функции Вейерштрасса
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где Γ — произвольная решётка в комплексной плоскости (см. также [2], глава 20,
пример 38).

Любая невырожденная решётка имеет вид Γ = {mω1+nω2|m,n ∈ Z} с τ = ω2/ω1

и Imτ > 0, а в вырожденных случаях:
1) если Γ = {0}, то σΓ(z) = z;
2) если Γ = {mw|m ∈ Z}, где w ∈ C\{0}, то

σΓ(z) = z
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Следуя традиционным обозначениям, положим

ϑ1(z) = ϑ1(z; q) = −i

∞∑
n=−∞

(−1)nq(n+
1
2
)2e(2n+1)iz = 2
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n=0

(−1)nq(n+
1
2
)2 sin(2n+ 1)z

(нечётная тэта-функция Якоби).
Для невырожденной решётки справедливо равенство

σΓ(z) = eAz2+Bϑ1

(πz
2
; eπiτ

)
с некоторыми комплексными константами A и B (см. [2], глава 21), зависящими
только от ω1 и ω2. Поэтому σΓ ∼ ϑ1 и, как было отмечено ещё самим Вейерштрас-
сом, для функции ϑ1(.; q) выполняется равенство

ϑ1(z1+z2)ϑ1(z1−z2)ϑ1(z3+z4)ϑ1(z3−z4) + ϑ1(z1+z3)ϑ1(z1−z3)ϑ1(z4+z2)ϑ1(z4−z2)+

+ϑ1(z1 + z4)ϑ1(z1 − z4)ϑ1(z2 + z3)ϑ1(z2 − z3) = 0.

После замен
z1 →

w + z + w′ + z′

2
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2
,
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2
, z4 →
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2
оно примет вид

ϑ1(z+w)ϑ1(z
′+w′)ϑ1(z+z′)ϑ1(−w+w′) + ϑ1(z+z′+w′)ϑ1(z+w−w′)ϑ1(z

′)ϑ1(w)+

+ϑ1(−z′ + w − w′)ϑ1(w + z + z′)ϑ1(z)ϑ1(w
′) = 0.

Умножив обе части последнего равенства на ϑ′2
1 , разделив на

ϑ1(z)ϑ1(w)ϑ1(z
′)ϑ1(w

′)ϑ1(z + z′)ϑ1(w
′ − w)

и воспользовавшись нечётностью функции ϑ1, получим
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В 1848 году в работе “Sur la rotation d’un corps” (“О вращении тела”) Якоби
опубликовал тождество, которое после некоторых замен переменных приобретает
следующий вид:

ϑ1(z + w)ϑ′
1

ϑ1(z)ϑ1(w)
= ctg z + ctg w + 4

∞∑
m=1

∞∑
n=1

q2mn sin(2mz + 2nw) = H(z, w).

С его помощью соотношение (3) превращается в тождество

H(z, w)H(z′, w′) +H(z + z′, w′)H(−z,−w + w′) +H(−z′, w − w′)H(z + z′, w) = 0,

приведённое в [3] (глава 12, упражнение 6).
Вводя замены x = e2iz, y = e2iw, u = e2iz

′ и v = e2iw
′ и степенной ряд

K(x, y) =
x+ 1

x− 1
+

y + 1

y − 1
+ 2

∞∑
m=1

∞∑
n=1

(x−my−n − xmyn)q2mn = −iH(z, w),

приходим к следующему утверждению.

Теорема 1. Для независимых переменных x, y, u, v справедливо тождество

K(x, y)K(u, v) +K(xu, v)K(1/x, v/y) +K(1/u, y/v)K(xu, y) = 0. (4)

В настоящей работе предлагается доказательство последнего тождества, осно-
ванное на арифметических методах Лиувилля (см. [4], [5] и [6]) и идеях работ [7],
[8] и [9].

Автор благодарен В.А. Быковскому за постановку задачи и обсуждение полу-
ченных результатов.

§1. Арифметическое тождество

Мы будем придерживаться следующих обозначений:
1) a, b, a′, b′ — целые числа;
2) d, d1, d2,m, n,m′, n′ — положительные целые числа;
3) A — аддитивная абелева группа;
4) Ω(d) — множество всех матриц

ω =

(
a a′

b b′

)
, (5)

для которых
per ω = ab′ + a′b = d;

5) U,U2 — линейные автоморфизмы Ω(d), переводящие матрицу из (5) в(
a′ a′ − a
−b′ b′ + b

)
,

(
a′ − a −a
−b′ − b b

)
.
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При этом
U3 = −E, U6 = E,

где E — тождественное преобразование.
Доказательство тождества (4) базируется на следующем результате, получен-

ном независимо в работах [10] (см. также [11]) и [12] (см. также [6]).

Теорема 2. Пусть Φ : Ω(d) → A — произвольная функция, для которой
Φ(Uω) = Φ(ω) при ω ∈ Ω(d). Тогда∑

mn′+m′n=d
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Φ
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Φ
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.

Замечание. Для произвольной функции F : Ω(d) → A, функция Φ : Ω(d) → A,
определяемая из равенства

Φ(ω) = F (ω) + F (Uω) + F (U2ω) + F (U3ω) + F (U4ω) + F (U5ω),

удовлетворяет условию теоремы.

§2. Трёхчленное уравнение
Умножив обе части тождества теоремы на q2d и просуммировав по всем нату-

ральным d, получим равенство∑
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(6)

для формальных степенных рядов относительно переменной q.
Положим (см. предыдущий параграф) F (ω) = xmyn

′
um′

vn с формальными пе-
ременными x, y, u, v и
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(
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)
.

Тогда (см. замечание из §1)
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Положим
K̃(x, y) =

∑
d1,d2∈N

(x−d1y−d2 − xd1yd2)q2d1d2 .

Опираясь на очевидное равенство

K̃(x, y) = −K̃(1/x, 1/y),

перепишем (6) в виде

K̃(x, y)K̃(u, v) + K̃(xu, v)K̃
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То есть
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+K̃(xu, v)K̃
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Так как
K̃(x, y) +

xy − 1

(x− 1)(y − 1)
=

1

2
K(x, y)

и сумма остальных трёх слагаемых равна нулю, то последнее соотношение преоб-
разуется в интересующее нас тождество (4).
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ABSTRACT

The article offers the proof of a three-term identity from the elliptic
functions theory, based on Liouville’s arithmetical methods.
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