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О распределении целых точек на
детерминантной поверхности

В работе предлагается новый метод изучения эргодических свойств це-
лых точек на детерминантной поверхности, основанный на спектраль-
ной теории автоморфного лапласиана.
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Введение
Хорошо известно, что вопросы распределения целых точек на детерминантной

поверхности (N — фиксированное натуральное)

m1m2 + n1n2 = N (1)

имеют важное значение для изучения статистических свойств конечных непрерыв-
ных дробей и других вопросов теории чисел. Для их исследования ранее применя-
лись только оценки сумм Клостермана (см. например, [1] и [2]).

Более точные результаты можно получить с помощью усреднений по парамет-
рам, определяющим суммы Клостермана. Однако такой подход приводит к гро-
моздким вычислениям. Мы предлагаем новую схему, основанную на спектральных
разложениях свёрток обобщённых сумм делителей, полученных в работе [3] (см.
также [4], [5]).

1. Применение преобразования Меллина
Пусть f — бесконечно дифференцируемая по (0, 1)4 функция с компактным

носителем. Положим

SN(f) =
∑

m1m2+n1n2=N

f

(
m1√
N
,
m2√
N
,
n1√
N
,
n2√
N

)
, (2)
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где в суммировании участвуют только четвёрки натуральных чисел (m1,m2, n1, n2).
Преобразование Меллина

f̂(s1, s2, s3, s4) =

1∫
0

1∫
0

1∫
0

1∫
0

f(x1, x2, x3, x4)x
s1−1
1 xs2−1

2 xs3−1
3 xs4−1

4 dx1dx2dx3dx4

— голоморфная по каждой переменной функция на всей плоскости комплексного
переменного. При этом для любого ε > 0 и любого натурального k

f̂(s1, s2, s3, s4) ≪
ε,k,f

4∏
j=1

(1 + |sj|)−k (3)

в декартовом произведении секторов [−π + ε ≤ arg sj ≤ π − ε] (1 ≤ j ≤ 4). Эти
свойства прямо следуют из очевидных равенств

f̂(s) =
(−1)k

s(s+ 1) . . . (s+ k − 1)

1∫
0

f (k)(x)xs+k−1dx

1∫
0

f (k)(x)dx = 0

в одномерном случае.
Воспользовавшись представлением Меллина (для некоторых δ1, δ2, δ3, δ4)

f(x1, x2, x3, x4) =
1

(2πi)4

∫ ∫ ∫ ∫
Re sj=δj

f̂(s1, s2, s3, s4)x
−s1
1 x−s2

2 x−s3
3 x−s4

4 ds1ds2ds3ds4

, получим, что SN(f) из (2) можно представить в виде

SN(f) =
1

(2πi)4

∫ ∫ ∫ ∫
Re sj=δj

TN(s1, s2, s3, s4)f̂(s1, s2, s3, s4)ds1ds2ds3ds4, (4)

где
TN(s1, s2, s3, s4) =

=
∑

m1m2+n1n2=N

(
m1√
N

)−s1 ( m2√
N

)−s2 ( n1√
N

)−s3 ( n2√
N

)−s4

=

=
∑

m+n=N

(m
N

)− 1
2
s1− 1

2
s2
τ 1

2
s1− 1

2
s2
(m)

( n

N

)− 1
2
s3− 1

2
s4
τ 1

2
s3− 1

2
s4
(n)

с
τs(n) = τ−s(n) =

∑
d1d2=n

(
d1
d2

)s

= ns
∑
d\n

1

d2s
.
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2. Применение формулы свёртки

Опираясь на результаты работ [3], [4] и [5], для интересующей нас суммы полу-
чим представление в виде

ζ(1 + s1 − s2)ζ(1 + s3 − s4)

ζ(2 + s1 − s2 + s3 − s4)
τ1+ 1

2
s1− 1

2
s2+

1
2
s3− 1

2
s4
(N)

Γ(1− s2)Γ(1− s4)

Γ(1− s2 − s4)
+

+
ζ(1 + s1 − s2)ζ(1− s3 + s4)

ζ(2 + s1 − s2 − s3 + s4)
τ1+ 1

2
s1− 1

2
s2− 1

2
s3+

1
2
s4
(N)

Γ(1− s2)Γ(1− s3)

Γ(1− s2 − s3)
+

+
ζ(1− s1 + s2)ζ(1 + s3 − s4)

ζ(2− s1 + s2 + s3 − s4)
τ1− 1

2
s1+

1
2
s2+

1
2
s3− 1

2
s4
(N)

Γ(1− s1)Γ(1− s4)

Γ(1− s1 − s4)
+

+
ζ(1− s1 + s2)ζ(1− s3 + s4)

ζ(2− s1 + s2 − s3 + s4)
τ1− 1

2
s1+

1
2
s2− 1

2
s3+

1
2
s4
(N)

Γ(1− s1)Γ(1− s3)

Γ(1− s1 − s3)
+

+OA,f (N
Θ ·

4∏
j=1

(1 + |sj|)A)

для некоторого A > A0(δ1, δ2, δ3, δ4) > 0 и постоянной Θ > 1
2
, возникающей при

оценке собственных значений оператора Гекке на формах Маасса.
Выберем в представлении Меллина для f

0 < δ1 < δ2 <
1

4
, 0 < δ3 < δ4 <

1

4
. (5)

Затем перенесём в третьем интеграле прямую интегрирования по s4 вправо на
бесконечность. При этом мы не пройдём полюсов ввиду второго условия из (5) и
получим нуль. Проделав такой же трюк в четвёртом интеграле по s2 и во втором
по s4, опять получим нули. Далее в первом интеграле двигаем прямую интегриро-
вания по s3 вправо. Мы пройдём полюс при s3 = s4 и получим интеграл

1

(2πi)3

∫
Re s1=δ1

∫
Re s2=δ2

∫
Re s4=δ4

ζ(1 + s1 − s2)

ζ(2 + s1 − s2)
×

×τ1+ 1
2
s1− 1

2
s2
(N)

Γ(1− s2)Γ(1− s4)

Γ(2− s2 − s4)
f̂(s1, s2, s4, s4)ds1ds2ds4.

Действуя точно так же по переменной s1, получим асимптотическую формулу для
SN(f) с главным членом

6

π2
σ1(N)

1

(2πi)2

∫
Re s2=δ2

∫
Re s4=δ4

Γ(1− s2)Γ(1− s4)

Γ(2− s2 − s4)
f̂(s2, s2, s4, s4)ds2ds4

и остаточным членом Of (N
Θ).
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ABSTRACT

This paper offers a new method for ergodic properties studying of integer
points on the determinant surface. This approach is based on the spectral
theory of automorphic Laplacian.
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functions.


