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Об одном трёхчленном тождестве
из теории тэта-функций

В работе предложено основанное на арифметических методах Лиувилля
новое доказательство трёхчленного тождества из теории тэта-функций.
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Введение
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∞∑

m=1

∞∑
n=1
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— классические тэта-функции Якоби.
В работах по теории эллиптических функций, опираясь на теорию функций

комплексного переменного, Вейерштрасс доказал серию так называемых “трёхчлен-
ных тождеств” для тэта-функций. Одно из них (см. [1], стр. 209) имеет следующий
вид

ϑ3(a)ϑ3(b)ϑ1(c)ϑ1(d) + ϑ3(a
′)ϑ3(b
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′)ϑ1(d
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2
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1

2
(a− b+ c+ d),
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1

2
(−a+ b+ c− d), d′′ =
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2
(a− b− c− d).
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Арифметическая интерпретация трёхчленного тождества из теории . . . 243

После замен

a → −z2, b → z3,

c → z1 + z4, d → z1 − z2 − z3 − z4

и использования четности функции ϑ1 и нечётности функции ϑ3 оно примет вид

ϑ3(z2)ϑ3(z3)ϑ1(z1 + z4)ϑ1(z1 − z2 − z3 − z4)+

+ϑ3(z3 − z1)ϑ3(z2 − z1)ϑ1(z1 + z3 + z4)ϑ1(z4)+

+ϑ3(z3 + z4)ϑ3(z2 + z4)ϑ1(−z1 + z2 + z3)ϑ1(z1) = 0.

Умножив обе части последнего равенства на ϑ′2
1 , разделив на

ϑ1(z1)ϑ1(z4)ϑ1(z1 − z2 − z3 − z4)

и воспользовавшись соотношением

ϑ1(z + w)ϑ′
1

ϑ1(z)ϑ1(w)
= H(z, w),

придём к следующему утверждению.

Теорема 1. Для любых комплексных z1, z2, z3, z4 и |q| < 1 выполняется тож-
дество

ϑ3(z2; q)ϑ3(z3; q)H(z1, z4; q) + ϑ3(z3 − z1; q)ϑ3(z2 − z1; q)H(z1 − z2 − z3 − z4,−z1; q)+

+ϑ3(z3 + z4; q)ϑ3(z2 + z4; q)H(−z4, z2 + z3 + z4 − z1; q) = 0.
(1)

В настоящей работе предлагается доказательство тождества (1), основанное на
арифметических методах Лиувилля (см. [2], [3] и [4]) и идеях работ [5], [6] и [7].

Автор благодарит В.А. Быковского за постановку задачи и обсуждение полу-
ченных результатов.

1. Арифметическое тождество
Мы будем придерживаться следующих обозначений:
1) b1, b2, l1, l2,m2,m3 — целые числа;
2) d, a, c,m1,m4 — положительные целые числа;
3) A — аддитивная абелева группа;
4) R(m1,m2,m3,m4) = (m4,m3 −m4,m2 −m4,m1 +m2 +m3 −m4). При этом

R3 = −E, R6 = E,

где E — тождественное преобразование.
Доказательство тождества (1) базируется на следующем результате, получен-

ном в работе [7].
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Теорема 2. Пусть G : Z4 → A произвольная функция c G(−m) = −G(m)
(m ∈ Z4). Тогда для любого натурального d выполняется равенство∑

b21+b22+2ac=d

Φ(a, b1, b2, c) =
∑

(a+b1)2+(a+b2)2=d
a+b1+b2>0

Φ(a, b1, b2, a+ b1 + b2),
(2)

где

Φ(m) = G(m) +G(R2(m)) +G(R4(m)) =

= G(m1,m2,m3,m4) +G(m1 +m2 +m3 −m4,−m1 −m3,−m1 −m2,−m1)+

+G(−m4,−m3 +m4,−m2 +m4,−m1 −m2 −m3 +m4).

При замене a + b1 на l1 и a + b2 на l2 в правой части тождества (2) получаем,
что

l1 + l2 = 2a+ b1 + b2 > a > 0.

С учетом вышесказанного тождество теоремы 2 приобретает следующий вид:∑
b21+b22+2ac=d

Φ(a, b1, b2, c) =
∑

l21+l22=d
0<a<l1+l2

Φ(a, l1 − a, l2 − a, l1 + l2 − a).
(3)

2. Трёхчленное уравнение

Пусть
x = e2iz1 , v = e2iz2 , u = e2iz3 , y = e2iz4 .

Тогда

ϑ3(z1; q) = T (x; q) =
∞∑

b=−∞

xbqb
2

,

1

2i
H(z2, z3; q) = K(u, v; q) =

uv − 1

(u− 1)(v − 1)
+

∞∑
d1,d2=1

(u−d1v−d2 − ud1vd2)q2d1d2 (4)

и тождество теоремы 1 приобретает следующий вид:

T (u; q)T (v; q)K (x, y; q) + T
(u
x
; q
)
T
(v
x
; q
)
K

(
x

vuy
,
1

x
; q

)
+

+T (uy; q)T (vy; q)K

(
1

y
,
vuy

x
; q

)
= 0.

(5)

Для доказательства последнего положим в теореме 2

G(m1,m2,m3,m4) = xm1vm2um3ym4 − x−m1v−m2u−m3y−m4 .
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Тогда

Φ(m1,m2,m3,m4) = xm1vm2um3ym4 − x−m1v−m2u−m3y−m4+

+xm1+m2+m3−m4v−m1−m3u−m1−m2y−m1 − x−m1−m2−m3+m4vm1+m3um1+m2ym1+

+x−m4v−m3+m4u−m2+m4y−m1−m2−m3+m4 − xm4vm3−m4um2−m4ym1+m2+m3−m4 .

Нетрудно проверить, что

S1(d) =
∑
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∑

b21+b22+2ac=d

(
vb1ub2

(
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)
+

+
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x
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)
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− ya
(

x

vuy

)c
))

.

Для правой части тождества (3) получим

S2(d) =
∑
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=
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=
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Выполнив в последней сумме замены l1 → l2 и l2 → l1, находим

S2(d) =
∑

l21+l22=d
l1+l2>0

(
xy − 1
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(
u−l1v−l2 + ul1vl2
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+
x(1− vuy)

(x− 1)(vuy − 1)

((u
x

)−l1 (v
x

)−l2
+
(u
x

)l1 (v
x

)l2)
+

+
y(vu− x)

(1− y)(vuy − x)

(
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=
∑
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(l1,l2 )̸=(0,0)

(
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x
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Так как

xy − 1

(x− 1)(y − 1)
+

x(1− vuy)

(x− 1)(vuy − x)
+

y(vu− x)

(1− y)(vuy − x)
= 0,

то ограничение (l1, l2) ̸= (0, 0) можно снять.
Пусть

K̃(x, y) =
∞∑

d1,d2=1

(x−d1y−d2 − xd1yd2)q2d1d2 .

Домножим обе части тождества (3) на qd и просуммируем по всем натуральным
d. Принимая во внимание равенство

∞∑
b=−∞

ubqb
2

= 1 +
∞∑
b=1

(u−b + ub)qb
2

,

приходим к соотношению

−T (u; q)T (v; q)K̃ (x, y; q)− T
(u
x
; q
)
T
(v
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; q
)
K̃
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)
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−T (uy; q)T (vy; q)K̃

(
1

y
,
vuy

x
; q

)
=

xy − 1

(x− 1)(y − 1)
T (u; q)T (v; q)+

+
x(1− vuy)
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T
(u
x
; q
)
T
(v
x
; q
)
+

y(vu− x)

(1− y)(vuy − x)
T (uy; q)T (vy; q) .

С помощью равенства (4) оно преобразуется в равенство (5).
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ABSTRACT

The article offers the proof of a three-term identity from the theta func-
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