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Стационарные решения
двумерных уравнений Навье – Стокса

с большими потоками

Получены новые результаты о существовании решения стационарной
краевой задачи для двумерных уравнений Навье – Стокса однородной
несжимаемой жидкости с ненулевыми потоками.

Ключевые слова: уравнения Навье –Стокса, проблема Лере.

1. Введение
Пусть Ω — двумерная конечная область с границей Γ, состоящей из связных

компонент Γ1, . . . ,Γχ, причем Γχ ограничивает Ω, т.е. Γχ — внешняя компонен-
та связности. Рассмотрим стационарную краевую задачу для уравнений Навье –
Стокса, относительно неизвестных функций u = (u1, u2) и p:

−ν∆u+ (u · ∇)u+∇p = f , divu = 0 в Ω, (1.1)
u = g на Γ. (1.2)

Из уравнения divu = 0 вытекает необходимое условие разрешимости задачи:
χ∑

i=1

ai(g) = 0, (1.3)

где

ai(g) =

∫
Γi

g · n dΓ

— поток жидкости через Γi. Здесь и далее n = (n1, n2) — единичный вектор внеш-
ней нормали к Γ.

Разрешимость краевой задачи (1.1), (1.2) впервые была доказана Ж. Лерэ [1] в
случае, когда ai(g) = 0, i = 1, χ (т.е. в Ω отсутствуют внутренние источники либо
стоки).
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Один из важнейших вопросов математической гидродинамики [2, 3] состоит в
следующем: существует ли решение задачи (1.1), (1.2), если функция g удовле-
творяет только необходимому условию (1.3)?

Положительный ответ очевиден, если потоки |ai(g)| достаточно малы (напри-
мер, по сравнению с ν). При больших потоках ai(g) известно довольно мало. Ос-
новная трудность состоит в отсутствии аналога леммы Хопфа в случае ненулевых
потоков (см. [4, 5]).

Известно (см. [6, 7, 8, 9]), что решение задачи (1.1), (1.2) существует, если вы-
полняются некоторые условия симметрии. В общем случае самая сильная теорема
о разрешимости доказана в [10] при условиях:

f = 0, χ = 2, a1(g) = −a2(g) ≥ 0.

Еще один интересный результат состоит в следующем. Предположим, что f = 0
и g = ∇G, где G — гармоническая в Ω функция. Тогда задача (1.1), (1.2) имеет
очевидное потенциальное решение u = ∇G, p = const. В работе [11] (см. также
[12, 13, 14]) доказано, что задача (1.1), (1.2) разрешима для почти всех потоков
a1(g), a2(g), если χ = 2, f = 0 и функция g достаточна близка к градиенту некото-
рой гармонической в Ω функции. Более подробный обзор литературы можно найти
в [9, 10].

Кроме (1.2), существуют и другие виды граничных условий. Например, есте-
ственными, с физической точки зрения, являются

u× n = g на Γ,

h = l + Ci на Γi,∫
Γi

u · n dΓi = ai, i = 1, χ,

(1.4)

где u×n = u1n2 − u2n1, h = |u|2/2+ p — полный напор течения, Ci — неизвестные
постоянные, числа ai и функции l, g заданы.

Разрешимость краевой задачи (1.1), (1.4) доказывалась в [15, 16, 17, 18] при
однородных краевых условиях ai = 0, g = 0; в [19, 20] при нулевых потоках ai = 0;
и в [21], если выполняются условия симметрии такие же, как и в [6, 7].

Если f = 0, l = 0 и функция g удовлетворяет дополнительному предположению∫
Γi

g dΓi = 0, i = 1, χ,

то задача (1.1), (1.4) имеет потенциальное решение u = ∇G. В настоящей работе
мы обосновываем разрешимость (1.1), (1.4) при условии, что f и l достаточно малы.
Применяемый метод отличен от использованного в [11] для задачи (1.1), (1.2).
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2. Формулировка основного результата
Далее всюду считаем, что граница Γ = ∂Ω принадлежит классу C1,1. Рассмат-

риваемую задачу запишем в виде

−∆u+ rotu · Lu+∇h = f , divu = 0 в Ω, (2.1)

u× n|Γ = g,

∫
Γi

u · n ds = ai, h|Γi
= l + Ci, i = 1, χ, (2.2)

где

rotu =
∂u2
∂x1

− ∂u1
∂x2

, Lu = (−u2, u1).

Мы использовали формулу (u · ∇)u = rotu · Lu + ∇|u|2/2 и положили ν = 1
(последнего всегда можно добиться с помощью линейной замены переменных).

Введем стандартное обозначение: Wm
q (Q) — пространство Соболева функций,

заданных на множестве Q, при этом Hm(Q) = Wm
2 (Q), Lp(Q) = W 0

p (Q). Если X —
нормированное пространство, то X∗ — сопряженное к X пространство.

Определим гильбертово пространство

V =

v ∈ H1(Ω) : div v = 0 в Ω, v × n|Γ = 0,

∫
Γi

v · n dΓ = 0, i = 1, χ


с нормой пространства H1(Ω) и функционал

⟨F,v⟩ =
∫
Ω

f · v dΩ−
∫
Γ

l · (v · n) dΓ, v ∈ V.

Так же, как и в [16, 18, 20], функцию u ∈ H1(Ω), удовлетворяющую условиям

divu = 0 в Ω, u× n|Γ = g,

∫
Γi

u · n ds = ai, i = 1, χ, (2.3)

∀v ∈ V

∫
Ω

rotu · rotv dΩ +

∫
Ω

(u× v) rotu dΩ = ⟨F,v⟩, (2.4)

будем называть обобщенным решением задачи (2.1), (2.2). Здесь и далее u × v =
Lu · v = (u1v2 − u2v1) — скалярная функция.

Нам будет удобнее будет рассматривать задачу (2.3), (2.4) в случае, когда F —
произвольный функционал из V ∗. Пусть

a = (a1, . . . , aχ) ∈ Rχ,

χ∑
i=1

ai = 0, (2.5)

g ∈ H1/2(Γ),

∫
Γi

g dΓi = 0, i = 1, χ. (2.6)

Основной результат настоящей работы заключается в следующем.
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Теорема 2.1. Пусть выполняются условия (2.5), (2.6). Тогда найдется такое
ε > 0 (зависящее от Ω, g и a), что для всех F ∈ V ∗, удовлетворяющих условию

∥F∥V ∗ < ε,

существует хотя бы одно решение u ∈ H1(Ω) задачи (2.3), (2.4).

3. Вспомогательные результаты
Рассмотрим задачу относительно неизвестной функции G:

∆G = f в Ω, ∇G× n|Γ = g,

∫
Γi

∂G

∂n
dΓi = ai, i = 1, χ. (3.7)

Лемма 3.1. Пусть выполняются условия (2.5), (2.6). Пусть

f ∈ L2(Ω),

∫
Ω

f dΩ = 0.

Тогда существует единственное решение G ∈ H2(Ω) задачи (3.7).

Доказательство проводится по следующей схеме (подробное изложение опуска-
ем ввиду тривиальности).

1) Стандартным образом задача сводится к случаю g = 0, ai = 0.

2) Существование обобщенного решения из класса H1(Ω) вытекает из теоремы
Рисса о представлении линейного функционала в гильбертовом пространстве.

3) Поскольку g = 0, то функция G постоянная на каждом Γi. Тогда ∆G ∈ L2(Ω),
G|Γ ∈ C∞(Γ) и, следовательно, G ∈ H2(Ω).

Пусть теперь G — заданная функция из класса H2(Ω). Рассмотрим следующее
линейное однородное уравнение относительно неизвестной w ∈ V :

∀v ∈ V

∫
Ω

rotw · rotv dΩ +

∫
Ω

(∇G×w) rotv dΩ = 0. (3.8)

Отметим, что соотношение (3.8) является обобщенной формулировкой задачи

rot rotw + rot (∇G×w) +∇q = 0, divw = 0 в Ω, (3.9)

w × n|Γ = 0,

∫
Γi

w · n dΓi = 0, q|Γi
= Ci, i = 1, χ, (3.10)

где неизвестными являются функции w, q и постоянные Ci. Здесь и ниже, если ϕ
— скалярная функция, то

rotϕ =

(
∂ϕ

∂x2
, − ∂ϕ

∂x1

)
.

Покажем, что (3.8) имеет только тривиальное решение. Доказательство будет про-
ведено по следующей схеме.
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1) Из (3.9), (3.10) вытекают соотношения

∆q = 0 в Ω, q|Γi
= Ci,

∫
Γi

∂q

∂n
dΓi = 0, i = 1, χ.

Поэтому q = 0 в Ω. Следовательно, rot (rotw +∇G×w) = 0. Значит, суще-
ствует такая постоянная C, что

rotw +∇G×w = C в Ω. (3.11)

2) Так как w ∈ V , то w можно представить в виде w = rotϕ, где ϕ ∈ H2(Ω).
Функция ϕ удовлетворяет уравнениям

−∆ϕ−∇G · ∇ϕ = C в Ω, (3.12)
∂ϕ

∂n
= 0 на Γ. (3.13)

3) Умножая уравнение (3.12) на функцию eG и интегрируя по Ω, приходим к
выводу C = 0. Умножая (3.12) на ϕeG и интегрируя по Ω, получаем ϕ = 0.

Приведем теперь строгое обоснование этих рассуждений.

Лемма 3.2. Пусть G ∈ H2(Ω). Если w ∈ V удовлетворяет (3.8), то w = 0 в Ω.

Доказательство. Положим H1
0(Ω) = {y ∈ H1(Ω) : y|Γ = 0}. Докажем, что

∀y ∈ H1
0(Ω)

∫
Ω

rotw · roty dΩ +

∫
Ω

(∇G×w) roty dΩ = 0. (3.14)

Возьмем любую функцию y ∈ H1
0(Ω). Согласно лемме 3.1, существует решение

ψ ∈ H2(Ω) задачи

∆ψ = div y в Ω, ∇ψ × n|Γ = 0,

∫
Γi

∂ψ

∂n
dΓi = 0, i = 1, χ.

Тогда (y −∇ψ) ∈ V . Выбирая в (3.8) v = (y −∇ψ), получаем (3.14).
Докажем теперь, что выполняются (3.12), (3.13). Так как для любой y ∈ H1

0(Ω)∫
Ω

(∇G×w) roty dΩ =

∫
Ω

rot (∇G×w) · y dΩ,

то (3.14) эквивалентно уравнению rot (rotw+∇G×w) = 0 в H−1(Ω). Следователь-
но, найдется такая постоянная C, что выполняется (3.11). Поскольку w ∈ V , то w
можно представить в виде w = rotϕ, где ϕ ∈ H2(Ω). Согласно (3.11), функция ϕ
удовлетворяет (3.12), а так как w × n|Γ = 0, то выполняется (3.13).
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Поскольку G ∈ H2(Ω) ⊂ C(Ω), то eG ∈ H2(Ω). Умножим уравнение (3.12) на
функцию eG и проинтегрируем полученное соотношение по Ω. Учитывая, что

−
∫
Ω

∆ϕ · eG dΩ =

∫
Ω

∇ϕ · ∇eG dΩ =

∫
Ω

(∇ϕ · ∇G)eG dΩ,

получаем
C

∫
Ω

eG dΩ = 0.

Значит, C = 0. Умножим уравнение (3.12) на функцию ϕeG и проинтегрируем
полученное соотношение по Ω. Учитывая, что

−
∫
Ω

∆ϕ · ϕeG dΩ =

∫
Ω

∇ϕ · ∇(ϕeG) dΩ =

∫
Ω

eG|∇ϕ|2 dΩ +

∫
Ω

(∇ϕ · ∇G)ϕeG dΩ,

получаем ∫
Ω

eG|∇ϕ|2 dΩ = 0.

Следовательно, ∇ϕ = 0 и w = rotϕ = 0 в Ω.

4. Доказательство теоремы 2.1
Следующий результат является тривиальным следствием теоремы о неявно за-

данной функции.

Теорема 4.1. Пусть X,Y — банаховы пространства, оператор A : X → Y непре-
рывно дифференцируемый. Пусть x0 ∈ X, y0 ∈ Y , причем

A(x0) = y0.

Предположим, что производная A′(x0) : X → Y является эпиморфизмом. Тогда
найдется такое ε > 0, что для любого y ∈ Y , удовлетворяющего условию

∥y − y0∥Y < ε,

существует (хотя бы одно) решение x ∈ X уравнения

A(x) = y.

Доказательство теоремы 2.1. Согласно лемме 3.1, существует функцияG ∈ H2(Ω)
такая, что

∆G = 0 в Ω, ∇G× n|Γ = g,

∫
Γi

∂G

∂n
dΓi = ai, i = 1, χ.

Будем искать решение u задачи (2.3), (2.4) в виде
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u = u0 +∇G,

где u0 ∈ V — новая неизвестная функция. Она должна удовлетворять уравнению

A(u0) = F, (4.15)

где оператор A : V → V ∗ действует по формуле

∀u0,v ∈ V ⟨A(u0),v⟩ =
∫
Ω

rotu0 · rotv dΩ +

∫
Ω

((u0 +∇G)× v) rotu0 dΩ.

Если F = 0, то уравнение (4.15) имеет тривиальное решение u0 = 0. Поэтому, со-
гласно теореме 4.1, достаточно доказать, что производная A′(0) : V → V ∗ является
эпиморфизмом.

Имеем A′(0) = B1 +B2, где линейные непрерывные операторы B1, B2 : V → V ∗

действуют по формулам

∀w,v ∈ V ⟨B1w,v⟩ =
∫
Ω

rotw · rotv dΩ, ⟨B2w,v⟩ =
∫
Ω

(∇G× v) rotw dΩ.

Из известной оценки [18, 20]

∀v ∈ V ⟨B1(v),v⟩ ≥ C(Ω) · ∥v∥2H1(Ω)

вытекает, что оператор B1 является непрерывно обратимым. Из компактности вло-
жения H1(Ω) ⊂ L4(Ω) следует, что отображение B2 является компактным. Значит,
оператор A′(0) = B1 + B2 является фредгольмовым. Пусть w ∈ ker((A′(0))∗) (при-
надлежит ядру сопряженного к A′(0) оператора (A′(0))∗). Тогда w ∈ V и

∀v ∈ V ⟨B1v,w⟩+ ⟨B2v,w⟩ = 0,

то есть выполняется (3.8). Применяя лемму 3.2, получаем w = 0. Значит, (A′(0))∗

имеет нулевое ядро. Поэтому, согласно альтернативе Фредгольма, оператор A′(0)
является эпиморфизмом (более того, он непрерывно обратимый).
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ABSTRACT

We prove some results concerning with solvability of stationary homoge-
neous incompressible 2D Navier-Stokes equations with non-zero fluxes.
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