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Механические характеристики
модели молекулярной динамики

и полиномы Коробова

Методы теории чисел использованы для точного вычисления статиче-
ского поля напряжений в одномерной цепочке взаимодействующих гар-
монических осцилляторов. Для сумм, определяющих поле, получено
представление через полиномы Коробова при произвольном числе ос-
цилляторов и масштабе усреднения.
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В статье [1] рассматривалась одномерная система попарно взаимодействующих
гармонических осцилляторов, моделирующая поведение одномерного кристалла, и
исследовались механические характеристики системы на различных масштабных
уровнях при одноосной деформации. Предполагалось, что в начальном состоянии
частицы находятся в равновесии на одинаковом расстоянии a друг от друга; xj —
координата j-частицы равна xj = ja + uj, где функция uj определяет смещение
j-частицы из положения. Фиксируя координату xn+1 последней частицы и полагая
x0 = νt , где ν — некоторая постоянная скорость, получаем модель одномерного
кристалла, подверженного одноосной деформации.

Механические характеристики кристалла при деформировании вычислялись
на основе формул кинетической теории, использование которых требует знания
uj. Точное решение для uj, построенное в [1], представляет собой сумму монотон-
ной и периодической функций, причем последняя является линейной комбинацией
нормальных мод дискретной модели. Если временной масштаб изменения монотон-
ной компоненты существенно превышает временной масштаб изменения нормаль-
ной моды, что соответствует медленному деформированию кристалла, то можно
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выполнить усреднение по времени в формулах. В результате возникает задача вы-
числения сумм, которые определяют поведение механических характеристик в за-
висимости от выбранного пространственного масштаба. В данной статье показано,
что применяя методы теории чисел, можно точно вычислить эти суммы.

Напомним [1], что при исследовании механических характеристик изучалось
распределение поля напряжений в кристалле. Статическая составляющая поля
(формула (11), [1]) определяется суммой
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в которой N = N2 −N1 + 1 и λ — механический параметр модели.
В работе [2] Коробовым были введены специальные числа и специальные по-

линомы, которые можно назвать дискретными аналогами чисел Бернулли Bn и
полиномов Бернулли Bn(x). В настоящее время они известны как числа и поли-
номы Коробова. Для фиксированного действительного p, отличного от 0, числа
Kn = K

(p)
n и полиномы Kn(x) = K

(p)
n (x) определяются равенствами
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где xn = x(x − 1) . . . (x − n + 1) — убывающая факториальная степень. Отсюда
сразу следует, что
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При целых p ≥ 2, x ∈ [0; p + n − 2] полиномы Коробова имеют следующее пред-
ставление в виде конечного ряда Фурье:
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Разложения в конечные ряда Фурье становятся проще, если сделать сдвиг аргу-
мента и перейти к полиномам Qn(x) = Q

(p)
n (x), определяемым равенством
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(n ≥ 0).
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В частности,
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Известно, что (см. [3]) для многочленов с чётным номером и при целом x ∈ [1 −
n; p+ n− 1] справедливо равенство
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Если же номер многочлена нечетный, то для полуцелых x ∈
[
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Информацию о других свойствах полиномов Коробова можно найти в [3], [4],
[5], [6].

Предложение 1. При n ≥ 1 и произвольного целого j для сумм S1(n) и
S2(j, n), определённых в (1), выполняются равенства
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В частности, при 0 ≤ j < n
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Доказательство. Сравнивая значение многочлена Q
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2 (x) в точке x = 0 с его

разложением в конечный ряд Фурье (2), получаем, что
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Преобразуем сумму S2(j, n):
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Пользуясь формулой (2), получаем нужное представление для суммы S2(j, n).

Следствие 1. Если 0 ≤ N1 ≤ N2 < n, то
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Формулы (3), (4) позволяют вычислять параметры системы при произволь-
ном числе осцилляторов n и интервале усреднения N . Таким образом, для по-
ставленной в [1] задачи молекулярно-динамического моделирования одномерного
кристалла получен точный ответ о влиянии масштабного фактора системы на ме-
ханические характеристики материала.
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ABSTRACT

We use the number theory methods for explicit calculation of a static
stress field in the system of a 1D chain harmonic oscillators. The sums
defining stress field are presented in terms of Korobov polynomials for
arbitrary number of oscillators and arbitrary averaging scale.
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