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Мультипликативный метод построения
целочисленных последовательностей

Сомос-8 и Сомос-9

Пусть заданы две целочисленные последовательности Сомос-4. В рабо-
те доказывается, что, за некоторыми исключениями, их произведение
является последовательностями Сомос-8 и Сомос-9.

Ключевые слова: нелинейные последовательности, квадратичные ре-
куррентные последовательности, сигма-функция Вейерштрасса, по-
следовательности Сомоса.

Введение

Пусть k — любое натуральное число большее единицы и α1, . . . , α[k/2] — про-
извольный набор из [k/2] комплексных чисел, одновременно не равных нулю. По-
следовательность A : Z → C, удовлетворяющая квадратичному рекуррентному
соотношению

A(n+ k)A(n) =

[k/2]∑
i=1

αiA(n+ k − i)A(n+ i) (n ∈ Z) (1)

называют Сомос-k.
Если все элементы A отличны от нуля, то она однозначно определяется коэф-

фициентами αi и любыми k последовательными значениями; в частности, A(1), . . . ,
A(k). В случае появления элемента A(n) = 0 эта однозначность нарушается.

Выберем вместо набора комплексных чисел (α1, . . . , α[k/2]) набор из [k/2] фор-
мальных переменных u = (u1, . . . , u[k/2]), а вместо набора (A(1), . . . , A(k)) из k ком-
плексных чисел набор X = (X1, . . . , Xk) с формальными переменными Xi. Постро-
им последовательность рациональных функций

Qk(n) = Qk(u;X;n) = Qk(u1, . . . , u[k/2];X1, . . . , Xk;n),
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положив в качестве k начальных значений

Qk(1) = X1, . . . , Qk(k) = Xk.

Далее продолжаем её вправо (n > 0) и влево (n ≤ 0) по рекуррентным формулам

Qk(n+ k) =
1

Qk(n)

[k/2]∑
i=1

uiQk(n+ k − i)Qk(n+ i),

Qk(n) =
1

Qk(n+ k)

[k/2]∑
i=1

uiQk(n+ k − i)Qk(n+ i).

Вышеупомянутую проблему с Сомос-последовательностями, у которых встре-
чаются нулевые элементы, можно решить следующим способом. Под Сомос-k мы
понимаем только те последовательности, которые получаются в качестве значе-
ний рациональных функций Qk(n) при замене переменных αi и Xi на конкретные
числа.

В простейших случаях рекуррентное соотношение имеет вид

Q2(n+ 2)Q2(n) = u1Q
2
2(n+ 1) (k = 2),

Q2(n+ 3)Q2(n) = u1Q2(n+ 2)Q2(n+ 1) (k = 3).

Индукцией по n можно показать, что
1) при k = 2

Q2(u1;X1, X2;n) = u
(n−1)(n−2)

2
1 X2−n

1 Xn−1
2 ;

1) при k = 3

Q3(u1;X1, X2, X3;n) =

 u
(n−2)2

4
1 X

2−n
2

1 X2X
n−2
2

3 , если n — чётное;

u
(n−1)(n−3)

4
1 X

3−n
2

1 X
n−1
2

3 , если n — нечётное.

При k ≥ 4 ситуация существенно усложняется и таких, как при k = 2, 3, простых
формул для Qk(n) нет.

В работах [1] и [2] (см. обзор в [3]) начал изучаться вопрос о том, при каких
условиях наложенных на коэффициенты αi и начальные значения A(j) все эле-
менты последовательности Сомос–k являются целочисленными для k ≥ 4. При
k = 2, 3, ввиду того, что существуют явные формулы для Qk(n), ответ очевиден.

В работе [4] было доказано, что при 4 ≤ k ≤ 7

Qk(u1, . . . , u[k/2];X1, . . . , Xk;n) =
∑

l=(l1,...,lk)∈Zk

Pl(u1, . . . , u[k/2])X
l1
1 (1) . . . X

lk
k (k),

где Pl — полином от переменных ui с целыми коэффициентами. Отсюда следует,
что если α1, . . . , α[k/2] — целые числа, а начальные значения A(1), . . . , A(k) равны
±1, то A — целочисленная последовательность Сомос–k. В работе [5], опирающейся
на [6] и [7], для k = 4, 5 были получены более сильные результаты.

В настоящей работе методами из [8] и [9] построены новые семейства целочис-
ленных последовательностей Сомос-8,9.

Автор благодарит В.А. Быковского за постановку задачи и обсуждение полу-
ченных результатов.
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§1. Эллиптические системы последовательностей
Пусть Γ — произвольная дискретная аддитивная подгруппа (решётка) в поле

комплексных чисел. Сигма-функция Вейерштрасса, ассоциированная с решёткой
Γ, определяется во формуле

σΓ(z) = z
∏

w∈Γ\{0}

(1− z

w
) e

z
w
+ 1

2
( z
w
)2 .

В вырожденных случаях:
1) для Γ = {0} σΓ(z) = z;
2) для Γ = {mw

∣∣ m ∈ Z} с w ∈ C\{0}

σΓ(z) = z
∏

n∈Z\{0}

(
1− z

nw

)
e

z
nw

+ 1
2
( z
nw

)2 =
w

π
sin

πz

w
e

π2

6
( z
w
)2 .

Сигма-функция является нечётной функцией с простыми нулями в узлах ре-
шётки Γ. В работе [6], а также в некоторых других было доказано, что за исклю-
чением вырожденных случаев последовательность Сомос-4 имеет вид

A(n) = ean
2+bn+cσΓ(z0 + nz), (2)

где a, b, c, z0 и z ̸= 0 — произвольные комплексные числа, а Γ — любая решётка на
комплексной плоскости.

В докладе [8] были построены так называемые “эллиптические системы после-
довательностей”. Речь идет о следующей конструкции.

Пусть A,B : Z → C — две последовательности, тождественно не равные нулю,
для которых найдутся 4k других последовательностей

C
(0)
1 , . . . , C

(0)
k , D

(0)
1 , . . . , D

(0)
k : Z → C,

C
(1)
1 , . . . , C

(1)
k , D

(1)
1 , . . . , D

(1)
k : Z → C

таких, что для любых целых m,n выполняются равенства

A(m+ n)B(m− n) =
k∑

j=1

C
(0)
j (m)D

(0)
j (n), (3)

A(m+ n+ 1)B(m− n) =
k∑

j=1

C
(1)
j (m)D

(1)
j (n). (4)

В таком случае мы назовём пару (A,B) эллиптической системой ранга k =
R(A,B), где k — минимально возможное натуральное число для представлений
(3) и (4).

Для любых целых m0, . . . ,mk и n0, . . . , nk из (3) и (4) соответственно следуют
равенства

D(0)
A,B

(
m0, . . . ,mk

n0, . . . , nk

)
=

= det

(
A(m0 + n0)B(m0 − n0) · · · A(m0 + nk)B(m0 − nk)

· · · A(mi + nj)B(mi − nj) · · ·
A(mk + n0)B(mk − n0) · · · A(mk + nk)B(mk − nk)

)
= 0,

(5)
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D(1)
A,B

(
m0, . . . ,mk

n0, . . . , nk

)
=

= det

(
A(1+m0 + n0)B(m0 − n0) · · · A(1+m0 + nk)B(m0 − nk)

· · · A(1+mi + nj)B(mi − nj) · · ·
A(1+mk + n0)B(mk − n0) · · · A(1+mk + nk)B(mk − nk)

)
=0.

(6)

Из теории эллиптических функций (формулы сложения для сигма-функций)
непосредственно следует, что пара (A,A) вида (2) является эллиптической систе-
мой ранга 2.

§2. Целочисленные последовательности Сомос-8
Пусть A,B — целочисленные последовательности Сомос-4 вида (2). Определим

целочисленную последовательность C : Z → Z по формуле

C(n) = A(n)B(n). (7)

Теорема 1. Если D(0)
C,C

(
3, 2, 1, 0
3, 2, 1, 0

)
̸= 0, то C — целочисленная последователь-

ность Сомос-8.

Доказательство. Для последовательностей A и B при любых целых m и n
справедливо разложение

A(m+ n)B(m− n) = C
(0)
1 (m)D

(0)
1 (n) + C

(0)
2 (m)D

(0)
2 (n).

Отсюда следует, что

C(m+ n)C(m− n) = A(m+ n)B(m+ n)A(m− n)B(m− n) =

= A(m+ n)B(m− n)A(m− n)B(m+ n) =

=
(
C

(0)
1 (m)D

(0)
1 (n) + C

(0)
2 (m)D

(0)
2 (n)

)(
C

(0)
1 (m)D

(0)
1 (−n) + C

(0)
2 (m)D

(0)
2 (−n)

)
=

= C̃
(0)
1 (m)D̃

(0)
1 (n) + C̃

(0)
2 (m)D̃

(0)
2 (n) + C̃

(0)
3 (m)D̃

(0)
3 (n) + C̃

(0)
4 (m)D̃

(0)
4 (n),

где

C̃
(0)
1 (m) = C

(0)
1 (m)C

(0)
1 (m), D̃

(0)
1 (n) = D

(0)
1 (n)D

(0)
1 (−n),

C̃
(0)
2 (m) = C

(0)
1 (m)C

(0)
2 (m), D̃

(0)
2 (n) = D

(0)
1 (n)D

(0)
2 (−n),

C̃
(0)
3 (m) = C

(0)
2 (m)C

(0)
2 (m), D̃

(0)
3 (n) = D

(0)
2 (n)D

(0)
2 (−n),

C̃
(0)
4 (m) = C

(0)
1 (m)C

(0)
2 (m), D̃

(0)
4 (n) = D

(0)
1 (−n)D

(0)
2 (n).

Поэтому пара (C,C) — эллиптическая система с R(C,C) ≤ 4. Тогда, в соответ-
ствии с (5), для любого целого n

D(0)
C,C

(
n+ 4, 3, 2, 1, 0
4, 3, 2, 1, 0

)
=
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= D(0)
C,C

(
3, 2, 1, 0
3, 2, 1, 0

)
C(n+ 8)C(n)−D(0)

C,C

(
3, 2, 1, 0
4, 2, 1, 0

)
C(n+ 7)C(n+ 1)+

+D(0)
C,C

(
3, 2, 1, 0
4, 3, 1, 0

)
C(n+ 6)C(n+ 2)−D(0)

C,C

(
3, 2, 1, 0
4, 3, 2, 0

)
C(n+ 5)C(n+ 3)+

+D(0)
C,C

(
3, 2, 1, 0
4, 3, 2, 1

)
C(n+ 4)C(n+ 4) = 0.

Разделив все части последнего равенства на коэффициент при C(n + 8)C(n), по-
лучим утверждение теоремы 1.

Пример 1. Пусть последовательность A задана рекуррентным соотношением

A(n+ 2)A(n− 2) = A(n+ 1)A(n− 1) + A2(n)

и начальными условиями

A(−4) = A(−3) = A(−2) = A(−1) = 1,

а для последовательности B

B(n+ 2)B(n− 2) = B(n+ 1)B(n− 1)−B2(n)

и
B(−4) = B(−3) = B(−2) = −B(−1) = 1.

В соответствии с (7) получим целочисленную последовательность C

. . . , C(−4) = 1, C(−3) = 1, C(−2) = 1, C(−1) = −1, C(0) = −4,

C(1) = −9, C(2) = −7, C(3) = 161, C(4) = 649, C(5) = 6280,

C(6) = −29051, C(7) = −714183, C(8) = −15912783, . . . ,

каждый член которой удовлетворяет рекуррентному соотношению

C(n+ 8)C(n) =

=
1

3

(
23C(n+ 7)C(n+ 1)− 127C(n+ 6)C(n+ 2)+

+179C(n+ 5)C(n+ 3)− 266C(n+ 4)C(n+ 4)
)
.

§3. Целочисленные последовательности Сомос-9

Пусть A,B и C — целочисленные Сомос–последовательности такие же, как в
§2.

Теорема 2. Если D(1)
C,C

(
3, 2, 1, 0
3, 2, 1, 0

)
̸= 0, то C — целочисленная последователь-

ность Сомос-9.
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Доказательство. Как уже отмечалось ранее, для последовательностей A и B
при любых целых m и n справедливо разложение

A(m+ n+ 1)B(m− n) = C
(1)
1 (m)D

(1)
1 (n) + C

(1)
2 (m)D

(1)
2 (n).

Отсюда следует, что

C(m+ n+ 1)C(m− n) = A(m+ n+ 1)B(m+ n+ 1)A(m− n)B(m− n) =

= A(m+ n+ 1)B(m− n)A(m− n)B(m+ n+ 1) =

=
(
C

(1)
1 (m)D

(1)
1 (n) + C

(1)
2 (m)D

(1)
2 (n)

)(
C

(1)
1 (m)D

(1)
1 (−n− 1) + C

(1)
2 (m)D

(1)
2 (−n− 1)

)
=

= C̃
(1)
1 (m)D̃

(1)
1 (n) + C̃

(1)
2 (m)D̃

(1)
2 (n) + C̃

(1)
3 (m)D̃

(1)
3 (n) + C̃

(1)
4 (m)D̃

(1)
4 (n),

где

C̃
(1)
1 (m) = C

(1)
1 (m)C

(1)
1 (m), D̃

(1)
1 (n) = D

(1)
1 (n)D

(1)
1 (−n− 1),

C̃
(1)
2 (m) = C

(1)
1 (m)C

(1)
2 (m), D̃

(1)
2 (n) = D

(1)
1 (n)D

(1)
2 (−n− 1),

C̃
(1)
3 (m) = C

(1)
2 (m)C

(1)
2 (m), D̃

(1)
3 (n) = D

(1)
2 (n)D

(1)
2 (−n− 1),

C̃
(1)
4 (m) = C

(1)
1 (m)C

(1)
2 (m), D̃

(1)
4 (n) = D

(1)
1 (−n− 1)D

(1)
2 (n).

Поэтому пара (C,C) — эллиптическая система с R(C,C) ≤ 4. Тогда, в соответ-
ствии с (6), для любого целого n

D(1)
C,C

(
n+ 4, 3, 2, 1, 0
4, 3, 2, 1, 0

)
=

= D(1)
C,C

(
3, 2, 1, 0
3, 2, 1, 0

)
C(n+ 9)C(n)−D(1)

C,C

(
3, 2, 1, 0
4, 2, 1, 0

)
C(n+ 8)C(n+ 1)+

+D(1)
C,C

(
3, 2, 1, 0
4, 3, 1, 0

)
C(n+ 7)C(n+ 2)−D(1)

C,C

(
3, 2, 1, 0
4, 3, 2, 0

)
C(n+ 6)C(n+ 3)+

+D(1)
C,C

(
3, 2, 1, 0
4, 3, 2, 1

)
C(n+ 5)C(n+ 4) = 0.

Разделив все части последнего равенства на коэффициент при C(n + 9)C(n), по-
лучим утверждение теоремы 2.

Пример 2. Пусть последовательность A и B — последовательности из приме-
ра 1. В соответствии с (7) получим целочисленную последовательность C

. . . , C(−4) = 1, C(−3) = 1, C(−2) = 1, C(−1) = −1, C(0) = −4,

C(1) = −9, C(2) = −7, C(3) = 161, C(4) = 649, C(5) = 6280,

C(6) = −29051, C(7) = −714183, C(8) = −15912783, . . . ,
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каждый член которой удовлетворяет рекуррентному соотношению

C(n+ 9)C(n) =

=
1

24049580676263

(
112792562797699 C(n+ 8)C(n+ 1)+

+1708618180721210 C(n+ 7)C(n+ 2) + 2898090503135775 C(n+ 6)C(n+ 3)−

−4915886116192761 C(n+ 5)C(n+ 4)
)
.
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