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Задача Коши
для уравнения переноса излучения

в неограниченной среде

Исследована корректность задачи Коши для интегро-дифференциального урав-
нения переноса излучения в системе двух неограниченных подобластей разде-
ленных отражающей и преломляющей поверхностью. Доказано существование
единственной сильно непрерывной полугруппы разрешающих операторов за-
дачи Коши и получены условия, определяющие порядок роста полугруппы.

Ключевые слова: уравнение переноса излучения, задача Коши, обобщенные усло-
вия сопряжения.

Введение

Настоящая работа посвящена вопросам разрешимости задачи Коши для урав-
нения переноса излучения с обобщенными условиями сопряжения в бесконечной
неоднородной среде. Рассмотрен сравнительно простой случай, соответствующий
начально-краевой задаче для системы двух неограниченных подобластей, разделен-
ных плоской отражающей и преломляющей поверхностью. Несмотря на простоту,
такая постановка задачи типична при изучении процессов, описывающих распро-
странение акустических волн в двухслойном бесконечном или полубесконечном вол-
новодах [1–3]. Подобные задачи возникают при исследовании проблемы Милна в
случае плоскопараллельной симметрии [4–7].

Библиография работ, посвященных решению краевых и начально-краевых за-
дач для уравнения переноса излучения, на сегодняшний день достаточно обширна.
Приведем здесь в качестве примера лишь несколько широко известных моногра-
фий [8–10] и часть сравнительно недавних работ, посвященных исследованию гра-
ничных задач для стационарных и нестационарных уравнений переноса с условиями
отражения и преломления на границах раздела сред [11–21].
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Доказательство корректности исходной начально-краевой задачи сводится к ис-
следованию разрешимости абстрактной задачи Коши для некоторого операторно-
го эволюционного уравнения. Показано, что резольвента производящего оператора
удовлетворяет условиям теоремы Хилле –Иосиды и решение абстрактной задачи
Коши существует и единственно.

Учитывая специфику структуры среды, в которой рассматривается процесс пере-
носа излучения, обоснование корректности задачи Коши проведено для достаточно
широкого класса линейных непрерывных операторов сопряжения без дополнитель-
ных ограничений на норму последних. С физической точки зрения это позволяет
моделировать не только диссипативные и консервативные процессы взаимодействия
излучения с границей раздела (например, френелевский и диффузный законы отра-
жения и преломления [19,22]), но и включать в рассмотрение ряд других природных
эффектов, характерных для процессов, протекающих в «размножающей» среде [23].

Решение задачи Коши мы будем искать в классе функций, непрерывных и огра-
ниченных в R3, за исключением границы раздела, и покажем, что плоская грани-
ца раздела не усложняет структуру множества непрерывности решения начально-
краевой задачи. В отличие от общего случая [14], в областях непрерывности коэф-
фициентов уравнения не возникает дополнительных разрывов решения, вызванных
искривлением поверхности раздела двух сред.

Рассмотрим линейное интегро-дифференциальное уравнение, описывающее неста-
ционарный процесс распространения излучения в R3 [20, 21], следующего вида:(

1

v(r)

∂

∂t
+ ω · ∇r + σ(r)

)
I(r, ω, t) = σ(r)Λ(r)

∫
Ω

p(r, ω · ω′)I(r, ω′, t)dω′. (1)

Функция I(r,ω,t) в уравнении (1) интерпретируется как плотность потока частиц
в момент времени t ∈ [0,+∞), в точке r ∈R3, движущихся со скоростью v в на-
правлении единичного вектора ω∈Ω={ω∈R3 : |ω|=1}. Функции σ и p называются
сечением взаимодействия и индикатрисой рассеяния. Неотрицательная величина Λ

характеризует тип среды: при Λ61 — среда неразмножающая, в противном случае
— размножающая.

Процесс переноса излучения происходит в двухкомпонентной системе G⊂R3, со-
стоящей из объединения областей G1 и G2, представляющих собой верхнее и нижнее
полупространства соотвественно:

G1 = {r = (r1, r2, r3) ∈ R3 : r3 > 0}, G2 = {r = (r1, r2, r3) ∈ R3 : r3 < 0}.

В подобласти Gi функции v(r),Λ(r),σ(r) не зависят от переменной r и принимают
значения v(r)= vi> 0,σ(r)=σi> 0,Λ(r)=Λi> 0. Скорость распространения света в
области Gi и показатель преломления вещества, заполняющего область Gi, связаны
формулой vi=v0/κi, где v0 — скорость света в вакууме. Функция p(r,ω ·ω′)>0 при
r∈Gi равна pi(ω ·ω′)∈C[−1,1] и удовлетворяет условию нормировки∫

Ω

p(r, ω · ω′)dω′ = 1.
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Введем обозначения ∂G= {r∈R3 : r3=0}, X =G×Ω, Γ= ∂G× (Ω−∪Ω+), где Ω±=

={ω∈Ω| ±ω3>0}, и присоединим к уравнению (1) начальное условие

I|t = 0 = I0 на X (2)

и условие сопряжения на границе раздела сред

I− = BI+ на Γ× [0,+∞). (3)

Функция I0(r,ω)>0 описывает состояние процесса в начальный момент времени t=0.
В условии (3) функции I± являются предельными граничными значениями функ-
ции I, I±(z,ω,t)= lim

ϵ→−0
I(z±ϵω,ω,t), а оператор сопряжения B определяет характер

взаимодействия излучения с поверхностью раздела.
Иногда систему уравнений и граничных условий, описывающих перенос излуче-

ния в неограниченных по пространственной переменной областях, дополняют усло-
вием, накладываемом на поведение решения в бесконечно удаленной точке [4, 6, 7].
В частности, эти условия могут допускать неограниченный рост решения начально-
краевой задачи I(r,ω,t) при (−ω·r)→∞. Мы будем искать решение в классе функций
ограниченных в R3, поэтому явным образом условие на бесконечности отсутствует.

Обозначим через Cb(Y ) пространство непрерывных и ограниченных на множе-
стве Y функций f(y) с нормой ∥f∥Cb(Y )= sup

y∈Y
|f(y)| и будем предполагать, что опе-

ратор B — линейный, неотрицательный, ограниченный и переводит Cb(Γ) в себя.
Таким ограничениям удовлетворяют широко используемые [13, 19] операторы со-
пряжения френелевского Bf и диффузного Bd типов, определяемые соотношениями
указанными ниже.

Френелевский оператор сопряжения, описывающий зеркальное отражение и пре-
ломление по закону Снеллиуса потока излучения на поверхности раздела сред ∂G c
нормалью n=(0,0,1), имеет вид [13,19]

(BfI
+)(z, ω, t) = R(ω)I+(z, ωre, t) + T (ω)I+(z, ωtr, t), (4)

где
ωre = ω − 2νn, ωtr = ψ(ν)n+ κ̃(ν)(ω − νn), ν = ω · n,

κ̃(ν) =

{
κ1/κ2, если 0 < ν 6 1,

κ2/κ1, если − 1 6 ν < 0,

ψ(ν) =

{
sgn(ν)

√
1 − κ̃2(ν)(1 − ν2), если 1 − κ̃2(ν)(1 − ν2) > 0,

0, иначе,

R(ω) =
1

2
(R2

∥(ν) +R2
⊥(ν)), T (ω) = 1 − R(ω),

R∥(ν) =
κ̃(ν)ψ(ν) − ν

κ̃(ν)ψ(ν) + ν
, R⊥(ν) =

ψ(ν) − κ̃(ν)ν

ψ(ν) + κ̃(ν)ν
,
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Оператор Bd , описывающий диффузное отражение и преломление светового потока
[22] на границе раздела сред по закону Ламберта, определяется следующим образом:

(BdI
+)(z, ω, t) =

Rd(z, ω)

π

∫
Ω(z,−ω)

|n · ω′|I+(z, ω′, t)dω′+

+
Td(z, ω)

π

∫
Ω(z,+ω)

|n · ω′|I+(z, ω′, t)dω′. (5)

Rd(z, ω) =

{
R+

d (z), если (z, ω) ∈ ∂G× Ω+,

R−
d (z), если (z, ω) ∈ ∂G× Ω−,

Td(z, ω) = 1 − R(z, ω),

Ω(ω) = {ω′ ∈ Ω | ω3ω
′
3 > 0}, Ω± = Ω(±n),

где неотрицательные функции R±
d (z),T

±
d (z) не превосходят единицы и принадлежат

пространству Cb(∂G).
Согласно определению, френелевский и диффузный операторы удовлетворяют

условию ∥B∥Cb(Γ)→Cb(Γ) 6 1. Физически это ограничение соответствует отсутствию
размножения частиц при взаимодействии с границей раздела. В задачах для огра-
ниченных областей [19, 22] условие существенно. В данной постановке задачи, как
мы покажем далее, из-за специфического строения области, оно излишне.

1. Функциональные пространства. Постановка задачи

Введем в рассмотрение пространство функций W 1
c ={f ∈Cb(X) :ω ·∇rf ∈Cb(X)}.

Нетрудно показать, что для любой f ∈W 1
c справедливы представления для ее пре-

дельных значений на Γ

f±(z, ω) = f(z ∓ τω, ω) exp(− τ) +

τ∫
0

exp(− τ ′) (ω · ∇rf ± f) (z ∓ τ ′ω, ω)dτ ′ (6)

где τ — любое положительное число. По теореме о непрерывности интеграла, зави-
сящего от параметра, из соотношения (6) вытекает, что для любой функции f ∈W 1

c

ее предельные значения f± на Γ существуют и принадлежат Cb(Γ).
Так как σ,Λ ∈Cb(G), p(r,ω ·ω′) ∈Cb(G× [− 1,1]), то оператор S, определенный

соотношением
Sf = σ(r)Λ(r)

∫
Ω

p(r, ω · ω′)f(r, ω′)dω′,

переводит пространство Cb(X) в себя. Введем оператор A

Af = − v(r) (ω · ∇rf(r, ω) + σ(r)f(r, ω) − (Sf)(r, ω)) ,

действующий в банаховом пространстве Cb(X), с областью определения

D(A) = {f ∈W 1
c | f− = Bf+ на Γ}.
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Решением начально-краевой задачи (1), (2), (3) будем называть вектор-функцию
I(t), удовлетворяющую следующим условиям: значения I(t) при всех t∈[0,+∞) при-
надлежат D(A); в каждой точке t существует сильная производная функции I(t),
принадлежащая пространству C([0,+∞);Cb(X)); справедливы соотношения

∂I(t)

∂t
= AI(t), (7)

и
I(0) = I0, (8)

где I0∈D(A).

2. Вспомогательные утверждения

Согласно утверждению теоремы Хилле – Иосиды [24], для обоснования коррект-
ности задачи (7), (8) достаточно показать, что резольвента Rλ=(λI−A)−1 оператора
A существует для всех вещественных λ, больших некоторого β, и ее норма ограни-
чена числом 1/(λ− β). В этом случае теорема гарантирует существование един-
ственной сильно непрерывной полугруппы U(t) разрешающих операторов, порож-
денной инфинитезимальным генератором A и удовлетворяющей условиям U(0)=I,
и норма однопараметрического семейства операторов U(t) не превосходит величины
C exp(βt).

Определим операторы L :D(A)→Cb(X), Lλ :D(A)→Cb(X) следующим образом:

Lf = (ω · ∇r + σ(r)) f(r, ω), Lλ = L+
λ

v
I.

Очевидно, что A= −v(L−S) и для резольвенты оператора A справедливы соотно-
шения

Rλ = (λI − A)−1 = (λI + v(L − S))−1 = (L+
λ

v
I − S)−1v−1 = (Lλ − S)−1v−1. (9)

Пусть λ+=max{σ1v1,σ2v2},λ−=−min{σ1v1,σ2v2}, и при λ>λ− определим линейные
операторы Pλ :Cb(Γ

−)→W 1
c (X) и Eλ :Cb(X)→W 1

c (X), заданные формулами

(Pλϕ)(r, ω) = ϕ−(r − d(r,− ω)ω, ω) exp (− (σi + λ/vi) d(r,− ω)) , (10)

(EλΦ)(r, ω) =
d(r,−ω)∫

0

exp (− (σi + λ/vi) τ)Φ(r − τω, ω)dτ (11)

для всех
r ·n
ω ·n

>0, r∈Gi, и

(Pλϕ)(r, ω) = 0, (EλΦ)(r, ω) =
∞∫
0

exp (− (σi + λ/vi) τ)Φ(r − τω, ω)dτ (12)
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для всех
r ·n
ω ·n

60, r∈Gi. В выражениях (10),(11) величина d(r,−ω)= r ·n
ω ·n

обозначает
расстояние от точки r∈G в направлении вектора −ω до границы множества G.

Принимая во внимания введенные обозначения, непосредственно можно прове-
рить, что существование оператора Rλ в пространстве D(A) эквивалентно одно-
значной разрешимости уравнения

f = Pλ(Bf+) + Eλ(Sf + I0/v). (13)

Предметом исследования этого параграфа будет вспомогательное уравнение

Lλf = Φ, Φ ∈ Cb(X), f ∈ D(A), (14)

и его интегральный аналог
f = PλBf+ + EλΦ. (15)

Лемма 1. При λ > λ− решение уравнения (14) в пространстве D(A) существует,
единственно и удовлетворяет неравенству

∥f∥Cb(X) 6
λ+ max{∥B∥Cb(Γ)→Cb(Γ), 1}

λ − λ−

∥∥∥∥Φσ
∥∥∥∥
Cb(X)

. (16)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Так как f ∈ D(A), то существует функция f+ ∈ Cb(Γ),
удовлетворяющая уравнению (15) на Γ. Так как при (r, ω) ∈ Γ выполняется равен-
ство

r · n
ω · n

= 0, то из (12) получаем, что PλBf+ = 0. Поэтому для функции f+ вы-
полняется следующее соотношение

f+ = EλΦ на Γ. (17)

Так как при λ>λ− оператор Eλ :Cb(Γ
−)→W 1

c (X) существует и ограничен, то из (17)
вытекает оценка

∥f+∥Cb(Γ) = max
i = 1,2

sup
(r,ω)∈Gi×Ω

∣∣∣∣∣∣
∞∫
0

exp (− (σi + λ/vi) τ)Φ(r − τω, ω)dτ

∣∣∣∣∣∣ 6
6 λ+
λ − λ−

∥∥∥∥Φσ
∥∥∥∥
Cb(X)

max
i = 1,2

sup
(r,ω)∈Gi×Ω

∣∣∣∣∣∣
∞∫
0

exp (− (σi + λ/vi) τ) (σi + λ/vi) dτ

∣∣∣∣∣∣ =

=
λ+

λ − λ−

∥∥∥∥Φσ
∥∥∥∥
Cb(X)

. (18)

Из равенства (17) следует, что решение уравнения (15) может быть найдено по фор-
муле

f = PλB(EλΦ)+ + EλΦ. (19)
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Из соотношения (19), используя неравенство (18), находим

∥f∥Cb(X) 6
λ+

λ − λ−

∥∥∥∥Φσ
∥∥∥∥
Cb(X)

∥Pλ∥B∥Cb(Γ)→Cb(Γ) + Eλ(σ + λ/v)∥Cb(X) 6

6 λ+
λ − λ−

∥∥∥∥Φσ
∥∥∥∥
Cb(X)

max{∥B∥Cb(Γ)→Cb(Γ), 1}∥Pλ1 + Eλ(σ + λ/v)∥Cb(X) 6

6
λ+ max{∥B∥Cb(Γ)→Cb(Γ), 1}

λ − λ−

∥∥∥∥Φσ
∥∥∥∥
Cb(X)

. (20)

2
3. Основные утверждения

Из леммы 1 вытекает, что обратный оператор к оператору Lλ при λ>λ− суще-
ствует и ограничен. Если на линейном множестве D(A) ввести норму

∥f∥D(A) =

∥∥∥∥Lλf

σ

∥∥∥∥
Cb(X)

, (21)

то из неравенства (16) вытекает

∥f∥Cb(X) 6
λ+ max{∥B∥Cb(Γ)→Cb(Γ), 1}

λ − λ−
∥f∥D(A). (22)

Следовательно, сходимость последовательности функций по норме пространства
D(A) влечет за собой сходимость последовательности функций в пространстве Cb(X)

при выполнении условия λ>λ−.
Покажем, что линейное множество D(A) с нормой (21) образует банахово про-

странство функций. Пусть последовательность функций fn фундаментальна вD(A):

∥fk − fn∥D(A) =

∥∥∥∥Lλfk
σ

− Lλfn
σ

∥∥∥∥
Cb(X)

→ 0, k, n→ ∞.

Так как пространство Cb(X) является полным, то существует элемент Φ∈Cb(X)

такой, что ∥∥∥∥Lλfn
σ

− Φ

σ

∥∥∥∥
Cb(X)

→ 0, n→ ∞.

Согласно лемме 1 существует единственный элемент f из D(A) такой, что Lλf =Φ,
поэтому ∥∥∥∥Lλfn

σ
− Lλf

σ

∥∥∥∥
Cb(X)

→ 0, n→ ∞.

Откуда вытекает, что множество D(A) с нормой (21) образует банахово простран-
ство функций.

Теорема 1. Решение I(t) задачи Коши (7), (8) существует, единственно и при вы-
полнении неравенства Λmax{∥B∥Cb(Γ)→Cb(Γ), 1} <− λ+/λ− стабилизируется к нулю
при t→ ∞.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Покажем, что при выполнении условия

λ > β = λ− + λ+Λmax{∥B∥Cb(Γ)→Cb(Γ), 1}, (23)

уравнение (13) однозначно разрешимо в D(A) и справедлива оценка

∥f∥Cb(X) 6
∥I0∥Cb(X)

λ − β
. (24)

Поскольку неотрицательная функция p удовлетворяет условию нормировки, то при
выполнении неравенства (23) для нормы ∥Sf/σ∥Cb(X) получаем∥∥∥∥Sfσ

∥∥∥∥
Cb(X)

=

∥∥∥∥∥∥Λ(r)σ(r)σ(r)

∫
Ω

p(r, ω · ω′)f(r, ω′)dω′

∥∥∥∥∥∥
Cb(X)

6 Λ∥f∥Cb(X) 6

6
Λλ+ max{∥B∥Cb(Γ)→Cb(Γ), 1}

λ − λ−
∥f∥D(A). (25)

Из процесса построения операторов Pλ,Eλ непосредственно вытекает Lλ(PλB+EλS)f=
=Sf , следовательно, из леммы 1 вытекает

∥(PλB + EλS)f∥D(A) =

∥∥∥∥Sfσ
∥∥∥∥
Cb(X)

6
Λλ+ max{∥B∥Cb(Γ)→Cb(Γ), 1}

λ − λ−
∥f∥D(A). (26)

Из соотношения (25),(26) получаем

∥PλB + EλS∥Cb(X)→D(A) 6
Λλ+ max{∥B∥Cb(Γ)→Cb(Γ), 1}

λ − λ−
< 1.

Так как норма оператора PλB+EλS, действующего в банаховом пространстве D(A),
меньше единицы, то уравнение (13) при выполнении условия (23) однозначно раз-
решимо, и решение может быть найдено по формуле

f = (I − (PλB + EλS))−1Eλ
I0
v
.

Докажем неравенство (24). Так как∥∥∥∥Eλ I0v
∥∥∥∥
Cb(X)

6
∥I0∥Cb(X)

λ − λ−
,

то

∥f∥Cb(X) =

∥∥∥∥(I − (PλB + EλS))−1Eλ
I0
v

∥∥∥∥
Cb(X)

6

6 1

1 − ∥PλB + EλS∥Cb(X)→D(A)

∥I0∥Cb(X)

λ − λ−
6

6 1

1 −
Λλ+ max{∥B∥Cb(Γ)→Cb(Γ), 1}

λ − λ−

∥I0∥Cb(X)

λ − λ−
=

=
∥I0∥Cb(X)

λ − λ− − Λλ+ max{∥B∥Cb(Γ)→Cb(Γ), 1}
=

∥I0∥Cb(X)

λ − β
. (27)
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Таким образом, неравенство (24) доказано. Так как существование оператора Rλ

в пространстве D(A) эквивалентно однозначной разрешимости уравнения (13), то
из (24) вытекает, что часть комплексной плоскости {ζ ∈C : Reζ >β} принадлежит
резольвентному множеству оператора A, причем для всех ζ, принадлежащих этому
множеству, норма оператора Rζ не превосходит 1/(Reζ−β). Это обеспечивает [24]
существование единственной полугруппы разрешающих операторов U(t) задачи Ко-
ши (7),(8), причем решение задачи может быть найдено по формуле

I(t) = U(t)I0 = lim
ϵ→+∞

1

2πi

∆+iϵ∫
∆−iϵ

e−ζt(ζI − A)−1I0dζ, ∆ > β.

Из ограничения (23) вытекают условия стабилизации решения задачи Коши I(t). Ес-
ли выполняется неравенство Λ<−λ+/λ−, то порядок роста полугруппы β=λ−+λ+
+Λ меньше нуля и семейство операторов U(t) образует полугруппу сжатия, поэтому
∥U(t)I0∥C([0,+∞);Cb(X))6C exp(βt)∥I0∥Cb(X)→0, при t→∞.

Таким образом, при выполнении условия Λ<−λ+/λ− решение задачи Коши I(t)
стабилизируется к нулю при t→∞ и устойчиво на всей полуоси [0,+∞). Теорема
доказана.

2
Рассмотрим неоднородное уравнение(

1

v(r)

∂

∂t
+ ω · ∇r + σ(r)

)
I(r, ω, t) =

= σ(r)Λ(r)

∫
Ω

p(r, ω · ω′)I(r, ω′, t)dω′ + J(r, ω, t),
(28)

где неотрицательная функция J характеризует распределение внутренних источни-
ков в среде.

Пусть функция J(r,ω,t) как однопараметрическое отображение J(t) : [0,+∞)→
Cb(X) принадлежит C([0,+∞);Cb(X)). Согласно результатам, полученным в моно-
графии [24], из теоремы 1 следует утверждение.

Следствие 1. Решение неоднородной задачи Коши

∂I(t)

∂t
= AI(t) + J(t), (29)

I(0) = I0, (30)

существует, единственно и при выполнении неравенства

Λmax{∥B∥Cb(Γ)→Cb(Γ), 1} <− λ+/λ−

стабилизируется к стационарному решению I∞, где I∞= −A−1vJ∞, J∞= lim
t→∞

J(t).
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ABSTRACT

The correctness of the Cauchy problem of the integro-differential radiation

transfer equation in a system of two unbounded subdomains, separated by

a reflecting and refracting surface, is investigated. The existence of a unique

strongly continuous semigroup of resolving operators of the Cauchy problem

is proved. Conditions on the order of growth of the semigroup are obtained.
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