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О последовательности Сомос-4

В 2005 г. A.N.W. Hone получил явную формулу для последовательностей Сомос-
4, не содержащих нулевых членов, в терминах сигма-функции Вейерштрас-
са. Мы доказываем, что произвольная последовательность, удовлетворяющая
уравнению Сомос-4, определяется такой же формулой, если и только если она
удовлетворяет некоторому детерминантному тождеству (аналог формулы сло-
жения). Приводятся примеры последовательностей, которые удовлетворяют
уравнению Сомос-4 и не удовлетворяют этому детерминантному тождеству.

Ключевые слова: последовательности Сомоса, эллиптические функции, тео-
ремы сложения.

1. Введение

Пусть k∈{2,3,...} и (α1,α2,...,α[k/2])∈C[k/2]\{0}. Последовательность комплекс-
ных чисел {Sn}n∈Z, удовлетворяющая квадратичному разностному уравнению

Sn+kSn =

[k/2]∑
j = 1

αjSn+k−jSn+j (n ∈ Z),

называется последовательностью Сомос-k. Такие последовательности обладают ря-
дом замечательных свойств и изучались многими авторами (см. [2–13] и ссылки
там).

Последовательность Сомос-4 удовлетворяет (для любого n∈Z) уравнению

Sn+2Sn−2 = αSn+1Sn−1 + βS2
n. (1)

Ее явный вид нетрудно найти при αβ= 0. Если αβ=/0, то согласно [5]

Sn = σ(un+ v)eP (n), (2)

где u,v ∈C, P — многочлен степени 6 2, а σ — сигма-функция Вейерштрасса, ас-
социированая с некоторой (возможно, вырожденной) решеткой. Приведенное в [5]
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доказательство основано на исследовании вспомогательной последовательности τn=

=Sn+1Sn−1S
−2
n . Поэтому оно справедливо, если Sn=/0 при всех n∈Z (в [5] это условие

явно не указано). Возникает задача: можно ли любую последовательность, удовле-
творяющую уравнению (1), записать в виде (2)? Эта проблема тесно связана со
следующим вопросом. Последовательность Сомос-4 удовлетворяет для любых це-
лых n1,n2,n3,m1,m2,m3 детерминантному равенству (аналог теоремы сложения):

DS

(
n1 n2 n3
m1 m2 m3

)
≡

∣∣∣∣∣∣
Sn1+m1

Sn1−m1
Sn1+m2

Sn1−m2
Sn1+m3

Sn1−m3

Sn2+m1Sn2−m1 Sn2+m2Sn2−m2 Sn2+m3Sn2−m3

Sn3+m1
Sn3−m1

Sn3+m2
Sn3−m2

Sn3+m3
Sn3−m3

∣∣∣∣∣∣ = 0. (3)

Однако все известные доказательства (см. [7,11] и ссылки там) этого свойства спра-
ведливы для последовательностей без нулевых членов. Вопрос: справедливо ли свой-
ство (3) для любой последовательности, удовлетворяющей уравнению (1)?

В настоящей заметке доказываются следующие результаты.

Теорема 1. Пусть α, β ∈ C, αβ =/ 0, последовательность {Sn}n∈Z удовлетворяет
уравнению (1). Тогда следующие утверждения эквивалентны:

a) последовательность Sn определяется формулой вида (2);

b) последовательность Sn удовлетворяет равенству (3).

Теорема 2. Пусть α, β ∈ C, αβ =/ 0. Тогда существует последовательность {Sn}n∈Z,
которая удовлетворяет уравнению (1) и не определяется формулой вида (2) (не удо-
влетворяет равенству (3)).

2. Доказательство теоремы 1

Лемма 1. Пусть α, β ∈ C, αβ =/ 0, последовательность {Sn}n∈Z удовлетворяет
уравнению (1) и не равна тождественно нулю. Определим T = {n ∈ Z : Sn = 0}. То-
гда

d ≡ min{|t′ − t′′| : t′, t′′ ∈ T, t′ =/ t′′} > 4.

Д о к а з а т е л ь с т в о. По определению величины d найдется такое целое k, что
Sk = Sk+d = 0.

1. Пусть d = 3, то есть Sk = Sk+3 = 0. Выбирая в (1) n = k + 1, получаем, что
Sk+1 = 0. Это возможно только при d = 1.

2. Пусть d = 2, то есть Sk = Sk+2 = 0. Выбирая в (1) n = k, получаем, что Sk+1Sk−1 =

= 0. Это возможно только при d = 1.
3. Пусть d = 1, то есть Sk = Sk+1 = 0. Выбирая в (1) n = k + 2, получаем, что

Sk+2 = 0. Тогда, выбирая n = k + 3, получаем, что Sk+3 = 0. Продолжая процесс,
приходим к выводу Sn = 0 при всех n > k+ 1. Аналогичным образом доказывается,
что Sn = 0 для всех n < k. Получили противоречие с условием. 2
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Лемма 2. Пусть последовательность {Sn}n∈Z не равна тождественно нулю. То-
гда равенство (3) выполняется, если и только если существуют такие последователь-
ности {an}n∈Z, {bn}n∈Z, {cn}n∈Z, {dn}n∈Z, что для всех целых n и m

Sn+mSn−m = anbm + cndm. (4)

Доказательство повторяет рассуждения из [14, § 4] (или см. [11,15]).

Лемма 3. Пусть последовательность {Sn}n∈Z удовлетворяет равенству (3) и не
равна тождественно нулю. Если S0 = 0, S1S2S3 =/ 0, то последовательность Sn одно-
значно определяется своими членами с номерами ±1, 2, 3, 4.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть S±1, S2, S3, S4 известны. Используя (3), получаем

DS

(
1 2 n

0 1 n − 1

)
=

∣∣∣∣∣∣
S2
1 0 SnS2−n
S2
2 S3S1 Sn+1S3−n
S2
n Sn+1Sn−1 S2n−1S1

∣∣∣∣∣∣ = 0, (5)

DS

(
1 2 n+ 1

0 1 n − 1

)
=

∣∣∣∣∣∣
S2
1 0 SnS2−n
S2
2 S3S1 Sn+1S3−n

S2
n+1 Sn+2Sn S2nS2

∣∣∣∣∣∣ = 0. (6)

Полагая в (6) n= −1, находим S−2. Пусть мы определили все Sn с номерами n∈{−
−2k,...,2k+2}, где k∈N. Тогда S−2k−1, S2k+3 находятся из соотношения (5), а S−2k−1,
S2k+3 — из соотношения (6). 2

Лемма 4. Пусть S2, S3, S4 ∈ C, причем S2S3 =/ 0. Тогда существуют u ∈ C и
сигма-функция Вейерштрасса σ такие, что σ(un)σ(u)−n

2

= Sn при n = 2, 3, 4.

Лемма, по сути, доказана в [1, доказательство теоремы 12.1]. Отметим, что в [1]
рассматривался случай целочисленных A2,A3,A4. Однако приведенные там рассуж-
дения остаются в силе и для случая комплексных A2,A3,A4.

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 1. Пусть последовательность Sn определя-
ется формулой (2). Используя классическую формулу сложения

σ(x+ y)σ(x − y) = σ2(x)σ2(y)(℘(y) − ℘(x)) (℘ = − (lnσ)′′), (7)

нетрудно проверить, что выполняется разложение вида (4). Тогда по лемме 2 спра-
ведливо равенство (3).

Пусть последовательность Sn удовлетворяет уравнениям (1), (3). Если она не
имеет нулевых членов, то эта последовательность определяется формулой вида (2)
согласно результатам [5]. Пусть Sn имеет нулевые члены, например, St = 0. Тогда
St±1 =/ 0, St+2St+3 =/ 0 по лемме 1. Положим Ŝn =Sn+te

d1n+d2 , где постоянные d1,d2
выберем так, что Ŝ(±1) = ±1. Тогда

Ŝ±1 = ± 1, Ŝ0 = 0, Ŝ2Ŝ3 =/ 0.

Согласно лемме 4 найдутся u∈C и сигма-функция Вейерштрасса σ такие, что An =

= Ŝn, n= 2,3,4, где An =σ(un)σ(u)−n
2

. Так как Sn удовлетворяет разложению вида
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(4), то и Ŝn удовлетворяет такому же разложению (с другими последовательностями
в правой части). Из (7) следует, что An также удовлетворяет разложению вида (4).
Кроме того, A±1 = ±1. Следовательно, An = Ŝn, n= − 1,0,1,2,3. Поэтому An = Ŝn

при всех n∈Z согласно лемме 3. Значит, последовательность Sn =An−te
−d1(n−t)−d2

имеет вид (2).

3. Доказательство теоремы 2

Лемма 5. Пусть α, β ∈ C, αβ =/ 0, конечная последовательность {Sn}rn = −1 (r >
3) удовлетворяет уравнению (1) при n = 1, 2, ... , r − 2, причем S0 = 0, S1S2S3 =/ 0.
Определим T = {n ∈ {− 1, ... , r} : Sn = 0}. Тогда

d ≡ min{|t′ − t′′| : t′, t′′ ∈ T, t′ =/ t′′} > 4.

Доказательство повторяет доказательство леммы 1 и поэтому опускается.

Лемма 6. Пусть α, β ∈ C, αβ =/ 0. Пусть Sn ∈ C, n = 0, 1, 2, 3, причем

S0 = 0, S1S2S3 =/ 0, αS1S3 + βS2
2 = 0. (8)

Для любых x,y ∈C конечную последовательность {Sn}3n=0 можно продолжить до
последовательности {Sn}n∈Z, удовлетворяющей уравнению (1), таким образом, что
S4 =x, S−4 =y.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Положим S4 = x. Согласно (8) равенство (1) выполняется
при n = 2. Определим

S−1 = β
S2
1

S3
, S−2 = α

S1S−1
S2

, S−3 = β
S2
−1
S1

.

Так как S0 = 0, то уравнение (1) справедливо при n = ± 1, 0. Кроме того,

αS−1S−3 + βS2
−2 = αβ

S3
−1
S1

+ βα2S
2
1S

2
−1

S2
2

= αβS2
−1

(
S−1
S1

+ α
S2
1

S2
2

)
=

= αβS2
−1

(
β
S2
1

S3S1
+ α

S2
1

S2
2

)
= αβS2

−1S1 ·
βS2

2 + αS1S3

S3S2
2

= 0.

Поэтому, полагая S−4 = y, получаем, что уравнение (1) выполняется и при n= −2.
Таким образом, мы построили члены S−4,...,S4 нашей последовательности так, что
уравнение (1) выполняется при n= 0,±1,±2.

Элементы S5,S6, ... определим по индукции. Пусть S4, ... ,Sr+3 (r∈N) выбраны,
причем уравнение (1) выполняется при всех n от −2 до r+1. Если Sr=/0, то полагаем

Sr+4 =
αSr+3Sr+1 + βS2

r+2

Sr
.
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Тогда соотношение (1) выполняется при n=r+2. Пусть Sr=0. Рассматривая (1) при
n= r−2,r−1,r,r+1, получаем равенства

αSr−1Sr−3 + βS2
r−2 = 0, Sr+1 = β

S2
r−1
Sr−3

, Sr+2 = α
Sr+1Sr−1

Sr−2
, Sr+3 = β

S2
r+1

Sr−1
.

Из них вытекает, что αSr+3Sr+1+βS2
r+2=0. Поэтому (1) выполняется и для n=r+2

при любом выборе Sr+4.
Элементы S−5,S−6,... определяются аналогичным образом. 2

Лемма 7. Пусть выполняются условия леммы 6. Для любого x ∈ C существует
такой y0 ∈ C, что для всех y =/ y0 последовательность Sn, построенная в лемме 6,
удовлетворяет уравнению (1) и не удовлетворяет равенству (3).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть Sn — последовательность, построенная в лемме 6.
Элементы S−1, S3, S4 однозначно определяются выбором трех параметров x, S1, S2.
Предположим, что последовательность Sn также удовлетворяет уравнению (3). То-
гда она единственным образом определяется своими членами с номерами ±1, 2, 3, 4

согласно лемме 3. Таким образом, элемент S−4 однозначно определяется числами
S1, S2, x, т.е.

S4 = f(S1, S2, x), f : C3 → C.

Осталось положить y0 = f(S1, S2, x). 2
Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 1 следует из леммы 7 и теоремы 1.
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ABSTRACT

In 2005 A. N. W. Hone has obtained an explicit formula for Somos-4 se-

quences in terms of the Weierstrass sigma function. The proof is valid only

for sequences without zero terms. We prove that arbitrary sequence satisfy-

ing the Somos-4 equation is determined by the same formula iff it satisfies

some determinant identity (analogue of the formula of addition). We give

examples of sequences that satisfy the Somos-4 equation but do not satisfy

the determinant identity.

Key words: Somos sequences, elliptic functions, addition theorems.
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