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О полиномах, нормированных на отрезке

В сообщении представлены новые теоремы покрытия, двуточечные теоремы
искажения и оценки коэффициентов для полиномов с криволинейной мажоран-
той на отрезке. Экстремальными в этих теоремах являются полиномы Чебы-
шева второго, третьего и четвертого рода. Доказательства опираются на новую
версию леммы Шварца и условия однолистности для голоморфных функций,
предложенные Дубининым.

Ключевые слова: полиномы Чебышева, неравенство Бернштейна, конформные
отображения.

1. Введение

Неравенства для полиномов имеют богатую историю и многочисленные прило-
жения (см., например, [1–3]). Целью настоящего краткого сообщения является до-
полнение некоторых результатов работ [4, 5]. В основе доказательств лежат новая
версия леммы Шварца и условие однолистности для голоморфных функций из ра-
боты [6]. Нами рассматриваются полиномы вида

Pn(z) = anz
n + . . .+ a0, an =/ 0, ak ∈ R, k = 0, 1, . . . , n, n > 1, (1)

удовлетворяющие одному из следующих условий

|P (z)
√

1 − z2| 6 1, z ∈ [− 1, 1], (2)

|P (z)
√

(1 + z)/2| 6 1, z ∈ [− 1, 1], (3)

|P (z)
√

(1 − z)/2| 6 1, z ∈ [− 1, 1]. (4)

Обозначим через PUn класс полиномов вида (1), удовлетворяющих условию (2);
через PVn — класс полиномов вида (1), удовлетворяющих условию (3); через PWn

— класс полиномов вида (1), удовлетворяющих условию (4). В полученных ниже
результатах полиномы Чебышева Un(z), Vn(z) и Wn(z) являются экстремальными в
классах PUn, PVn, PWn соответственно. Отметим несколько работ, посвященных
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неравенствам для полиномов с криволинейными мажорантами на отрезке (см. [7,8]).
Случай более общих компактов рассмотрен, например, в работе [9].

Во многих задачах при доказательстве экстремальных свойств полиномов Чебы-
шева ключевую роль играет следующее хорошо известное представление

Tn(z) =
1

2
((z +

√
z2 − 1)n + (z −

√
z2 − 1)n).

Аналогичные представления существуют и у полиномов Чебышева второго, третьего
и четвертого рода соответственно (см., например, [10]).

Un(z) =
(z +

√
z2 − 1)n+1 − (z −

√
z2 − 1)n+1

2
√
z2 − 1

, (5)

Vn(z) =
(z +

√
z2 − 1)n+

1
2 + (z −

√
z2 − 1)n+

1
2

(z +
√
z2 − 1)

1
2 + (z −

√
z2 − 1)

1
2

, (6)

Wn(z) =
(z +

√
z2 − 1)n+

1
2 − (z −

√
z2 − 1)n+

1
2

(z +
√
z2 − 1)

1
2 − (z −

√
z2 − 1)

1
2

.

2. Основные результаты

Первые три результата — это теоремы покрытия для аналитических функций,
связанных с полиномами из классов, описанных выше.

Теорема 1. (ср. [4, Теорема 3]) Пусть полином P принадлежит классу PUn и
пусть число r > 1. Тогда образ эллипса |z − 1| + |z + 1| = r + 1/r при отображении
w =

√
1 − z2P (z) либо лежит строго внутри эллипса

|w − 1|+ |w + 1| = rn+1d

(
1

r
, |an|2−n

)
+

1

rn+1d(1/r, |an|2−n)
6 rn+1 + r−n−1,

либо совпадает с ним, и тогда P (z)≡U(z) = 2nzn + ....

Теорема 2. (ср. [4, Теорема 4]) Пусть полином P принадлежит классу PVn и
пусть число r > 1. Тогда образ эллипса |z − 1|+ |z+ 1| = r2 + 1/r2 при отображении
w =

√
(1 + z)/2P (z) либо лежит строго внутри эллипса

|w − 1|+ |w + 1| = r2n+1d

(
1

r
, |an|2−n

)
+

1

r2n+1d(1/r, |an|2−n)
6 r2n+1 + r−2n−1,

либо совпадает с ним, и тогда P (z)≡V (z) = 2nzn + ....

Теорема 3. Пусть полином P принадлежит классу PWn и пусть число r > 1.
Тогда образ эллипса |z − 1|+|z+1| = r2+1/r2 при отображении w =

√
(1 − z)/2P (z)

либо лежит строго внутри эллипса

|w − 1|+ |w + 1| = r2n+1d

(
1

r
, |an|2−n

)
+

1

r2n+1d(1/r, |an|2−n)
6 r2n+1 + r−2n−1,

либо совпадает с ним, и тогда P (z)≡W (z) = 2nzn + ....
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Теоремы 1 и 2 следуют из [6, Следствие 1], примененного к функциям

f1(z) =
i

2

(
z − 1

z

)
P

(
1

2

(
z +

1

z

))
и

f2(z) =
1

2

(
z +

1

z

)
P

(
1

2

(
z2 +

1

z2

))
,

соответственно.
В случаях экстремальных многочленов в теоремах 1 и 2 из представлений (5)

и (6) легко проверяется, что функции fk, k= 1,2 являются суперпозициями степен-
ной функции и функции Жуковского. Что касается теоремы 3, то она вытекает из
теоремы 2 и следующего замечания.

Замечание 1. Если полином P (z) принадлежит классу PWn, то полином P (−z)
принадлежит классу PVn, а также |Vn(z)|= |Wn(−z)| для любых n и z.

Следующие три теоремы посвящены оценкам коэффициентов.

Теорема 4. Если полином P принадлежит классу PUn, n > 4, и λ = λ(P ) : =

= |cn|/2n, то справедливы неравенства

λ 6 1,

|an−1| 6 2n(1 − λ),

|(n − 1)an + 4an−2| 6 2n(λ−1 − λ),

|(n − 2)an−1 + 4an−3| 6 2n(λ−2 − λ−1),

|n(n − 3)an + 8(n − 3)an−2 + 32an−4| 6 2n+1(5λ−3 − 8λ−2 + 3λ−1).

Равенство во всех случаях достигается для полинома Чебышева второго рода Un.

Теорема 5. Если полином P принадлежит классу PVn, n > 3, и λ = λ(P ) : =

= |cn|/2n, то справедливы неравенства

λ 6 1,

|an + 2an−1| 6 2n(λ−1 − λ),

|nan + 2an−1 + 4an−2| 6 2n(5λ−3 − 8λ−2 + 3λ−1),

|nan + 2(n −1)an−1 + 4an−2 + 8an−3| 6 2n(42λ−5− 112λ−4+ 105λ−3− 40λ−2+ 5λ−1).

Равенство во всех случаях достигается для полинома Чебышева третьего рода Vn.

Теорема 6. Если полином P принадлежит классу PWn, n > 3, и λ = λ(P ) : =

= |cn|/2n, то справедливы неравенства

λ 6 1,

|an − 2an−1| 6 2n(λ−1 − λ),

|nan − 2an−1 + 4an−2| 6 2n(5λ−3 − 8λ−2 + 3λ−1),

|nan − 2(n − 1)an−1 + 4an−2 − 8an−3| 6 2n(42λ−5 − 112λ−4 + 105λ−3 − 40λ−2 + 5λ−1).

Равенство во всех случаях достигается для полинома Чебышева четвертого родаWn.
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Далее
Ψ(ω) = ω +

√
ω2 − 1, ω ∈ Cω \ [− 1, 1]

— одна из ветвей обратной функции Жуковского, Ψ(∞)=∞. Говоря про значачения
функции Ψ на отрезке [−1,1], мы для определенности будем понимать значения на
верхнем берегу разреза.

Теорема 7. Предположим, что полином P степени n принадлежит классу PUn,
и пусть x1 и x2 — различные точки на отрезке [− 1, 1] такие, что (1 − x2k)P 2(xk) =/ 1,
k = 1, 2. Тогда либо хотя бы в одной точке из точек xk, k = 1, 2,

|xkP (xk) − (1 − x2k)P ′(xk)|√
1 − (1 − x2k)P 2(xk)

6 n,

либо справедливо неравенство(
|x1P (x1) − (1 − x21)P ′(x1)|√

1 − (1 − x21)P 2(x1)
− n

)(
|x2P (x2) − (1 − x22)P ′(x2)|√

1 − (1 − x22)P 2(x2)
− n

)
6

6

∣∣∣∣∣Ψn(x1)Ψ(
√

1 − x21P (x1)) − Ψn(x2)Ψ(
√

1 − x22P (x2))

Ψ(x2) − Ψ(x1)

∣∣∣∣∣
2

.

Равенство достигается для полинома Чебышева второго рода Un.

Теорема 8. Предположим, что полином P степени n принадлежит классу PVn,
и пусть x1 и x2 — различные точки на отрезке [− 1, 1] такие, что (1 +xk)P 2(xk) =/ 2,
k = 1, 2. Тогда либо хотя бы в одной точке из точек zk, k = 1, 2,

√
1 − xk|P (xk) + 2(xk + 1)P ′(xk)|√

2 − (xk + 1)P 2(xk)
6 2n,

либо справедливо неравенство(√
1−x1 |P (x1) + 2(x1 + 1)P ′(x1)|√

2 − (x1 + 1)P 2(x1)
− 2n

)(√
1−x2 |P (x2) + 2(x2 + 1)P ′(x2)|√

2 − (x2 + 1)P 2(x2)
− 2n

)
6

6

∣∣∣∣∣Ψn(x1)Ψ(
√

(1 + x1)/2P (x1)) − Ψn(x2)Ψ(
√

(1 + x2)/2P (x2))√
Ψ(x2) −

√
Ψ(x1)

∣∣∣∣∣
2

.

Равенство достигается для полинома Чебышева третьего рода Vn.

Теорема 9. Предположим, что полином P степени n принадлежит классу PWn,
и пусть x1 и x2 — различные точки на отрезке [− 1, 1] такие, что (1 − xk)P 2(xk) =/ 2,
k = 1, 2. Тогда либо хотя бы в одной точке из точек zk, k = 1, 2,

√
1 + xk|P (xk) + 2(xk − 1)P ′(xk)|√

2 + (xk − 1)P 2(xk)
6 2n,
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либо справедливо неравенство(√
1 + x1 |P (x1) + 2(x1−1)P ′(x1)|√

2 + (x1 − 1)P 2(x1)
−2n

)(√
1 + x2 |P (x2) + 2(x2−1)P ′(x2)|√

2 + (x2 − 1)P 2(x2)
−2n

)
6

6

∣∣∣∣∣Ψn(x1)Ψ(
√

(1 − x1)/2P (x1)) − Ψn(x2)Ψ(
√

(1 − x2)/2P (x2))√
Ψ(x2) −

√
Ψ(x1)

∣∣∣∣∣
2

.

Равенство достигается для полинома Чебышева четвертого рода Wn.

Для доказательства теорем 4 и 7 рассмотрим функцию

f3(z) = zn+2Ψ

[
i

2

(
z − 1

z

)
P

(
1

2

(
z +

1

z

))]
,

заданную на множестве

G(f3) =

{
z ∈ D :

i

2

(
z − 1

z

)
P

(
1

2

(
z +

1

z

))
/∈ [− 1, 1]

}
,

применим [6, Теорема 6] для оценок коэффициентов, а также [6, Теорема 7] для
теоремы искажения.

Теоремы 5 и 8 доказываются аналогично теоремам 4 и 7 с заменой функции f3
на функцию

f4(z) = z2n+2Ψ

[
1

2

(
z +

1

z

)
P

(
1

2

(
z2 +

1

z2

))]
,

заданную на множестве

G(f4) =

{
z ∈ D :

1

2

(
z +

1

z

)
P

(
1

2

(
z2 +

1

z2

))
/∈ [− 1, 1]

}
.

Случаи равенства следуют из того факта, что при P (z)≡ U(z), справедливо
f3(z)≡ iz, а при P (z)≡V (z), выполняется f4(z)≡z.

Теоремы 6 и 9 следуют соответственно из теорем 5 и 8, а также замечания 1.
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ABSTRACT

In this short communication new covering theorems, two-point distortion

theorems and coefficient estimates for polynomials with a curved majorant

on an interval are presented. Extremal polynomials in these therems are

Chebyshev polynomials of the the second, third and forth kinds. Proofs are

based on a new version of the Schwarz lemma and a univalent condition for

holomorphic functions suggested by Dubinin.

Key words: Chebyshev polynomials, Bernstein inequality, conformal map-

pings.
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