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Круговая симметризация и функция Грина

Изучается поведение функции Грина при круговой симметризации области,
расположенной на римановой поверхности.
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Введение и формулировки результатов

Поведение функции Грина при симметризации области ее определения изуча-
лось многими математиками [1–8]. В указанных работах рассматривались симмет-
ризация Штейнера, круговая симметризация и их модификации в n-мерном евкли-
довом пространстве. Автором дано определение круговой симметризации множеств
и конденсаторов на римановых поверхностях [9, 10]. Отличие этого преобразования
от классических видов симметризации состоит в том, что результат преобразова-
ния расположен на римановой поверхности, а именно на римановой поверхности
функции, обратной полиному Чебышева первого рода. Данная симметризация по-
лучила существенные приложения в геометрической теории функций (см., напри-
мер, [9,11–14]). В настоящей статье изучается поведение функции Грина и гриновой
энергии дискретного заряда при симметризации множеств, расположенных на ри-
мановой поверхности [10].

Всюду ниже под римановой поверхностью понимается поверхность R, склеен-
ная из конечного или счетного числа областей замкнутой комплексной плоскости
таким образом, чтобы выполнялись условия: проекция каждой точки поверхности
R совпадает с точкой склеиваемой области; окрестность каждой точки R представ-
ляет собой или однолистный круг, или конечнолистный круг с единственной точкой
разветвления в его центре. Мы ограничимся рассмотрением класса Rp,p>2, всех ри-
мановых поверхностей R, лежащих над комплексной w-сферой и удовлетворяющих
следующим условиям:

(1) линейная мера всех дуг на поверхности R, лежащих над любой окружностью
γ(ρ) : ={w : |w|=ρ}, с учетом кратности не превосходит 2πρp, 0<ρ<∞;
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(2) для всех ρ, 16 ρ<∞, любая замкнутая жордановая кривая на поверхности
R, лежащая над окружностью γ(ρ) и не проходящая через точки разветвления R,

p-кратно покрывает эту окружность.
В первом параграфе данной статьи приводится определение симметризации Sym

[10] открытых B и замкнутых E множеств, лежащих на поверхности R класса Rp.

Результат такой симметризации SymB (SymE ) расположен на римановой поверх-
ности R(Tp) функции, обратной полиному Чебышева Tp(z) = 2p−1zp+ .... Пусть B
— открытое множество на поверхности R ∈Rp. Обозначим через gB(Z,W ) функ-
цию Грина связной компоненты B, содержащей точки Z и W. Если точки Z и W

принадлежат разным компонентам B, полагаем gB(Z,W ) = 0.

Теорема 1. Предположим, что подмножество B поверхности R класса Rp и
множество SymB ∈ R(Tp) являются односвязными областями, и пусть Z, W — точ-
ки области B, отличные от точек разветвления R, |prZ| =/ |prW |. Тогда

gB(Z,W ) 6 gSymB(SymZ,SymW ). (1)

Для открытого множества B, имеющего функцию Грина, и любой точки Z∈B,

отличной от точки разветвления R, положим по определению

gB(Z,Z) = lim
W→Z

{gB(W,Z) + log |prW − prZ|}.

Рассмотрим теперь совокупность {Zk}nk=1 различных точек множества B, отлич-
ных от точек ветвления R, и совокупность неотрицательных чисел {νk}nk=1, n> 1.

Гриновую энергию дискретного заряда {νk}nk=1 относительно B определим равен-
ством

E(B, {Zk}nk = 1, {νk}nk = 1) =

n∑
k = 1

n∑
k = 1

νkνlgB(Zk, Zl).

(ср. [15, гл. I, §4]). Следующее утверждение дополняет теорему 1.

Теорема 2. В принятых выше обозначениях пусть |prZk| =/ |prZl| при k =/ l, k, l =

= 1, ..., n. Тогда справедливо неравенство

E(B, {Zk}nk = 1, {νk}nk = 1) 6 E(SymB, {SymZk}nk = 1, {νk}nk = 1). (2)

Теорема 2 не содержит теорему 1, поскольку в неравенстве для энергией (2)
присутствуют слагаемые вида ν2kgB(Zk,Zk), k= 1, ...,n. С другой стороны, из (1) не
следует (2), так как в теореме 1 рассматриваются только односвязные области.

1. Симметризация и емкости конденсаторов

Важным для нас частным случаем поверхности класса Rp является риманова
поверхность R(Tp). Приведем описание этой поверхности в случае p> 2. Пусть D1

есть w-плоскость с разрезом по лучу L−= [−∞,− 1], области D2, ...,Dp−1 суть w-
плоскости с разрезами вдоль лучей L− и L+ = [−1,+∞] и Dp — w-плоскость с раз-
резом по лучу L− в случае четного p и по лучу L+ в случае, когда p нечетное.
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Риманову поверхность R(Tp) можно получить склеиванием областей Dk, k=1,...,p,

следующим образом (подробнее см. [10]). Область D1 склеивается крест-накрест с
областью D2 по берегам разрезов вдоль луча L−. Область D2 склеивается с об-
ластью D3 по берегам разрезов вдоль луча L+ и т.д. Область Dp−1 склеивается с
областью Dp по берегам разрезов вдоль луча L− в случае четного p и вдоль луча
L+ в случае, когда p нечетное. Склеиваемые области Dk, рассматриваемые как под-
множества поверхности R(Tp), будем обозначать буквами Dk, k=1,...,p. Обозначим
через L луч, лежащий на листе D1 над лучом [1,+∞].

Рассмотрим теперь произвольную поверхность R класса Rp. Пусть B — откры-
тое множество на R. Симметризация Sym преобразует множество B в множество
SymB, лежащее на поверхности R(Tp) и обладающее следующими свойствами. Ес-
ли при данном ρ, 06 ρ6∞, над “окружностью” γ(ρ) нет точек множества B, то
над ней нет также и точек множества SymB. Если множество B покрывает окруж-
ность γ(ρ), 16ρ6∞, p-кратно, то множество SymB также покрывает окружность
γ(ρ) p-кратно. Если B покрывает окружность γ(ρ), 06ρ<l, l-кратно, l6p, то часть
множества SymB, лежащая над γ(ρ), состоит из l окружностей на листах D1,...,Dl.
В остальных случаях при 16ρ<∞ часть множества SymB, лежащая над окруж-
ностью γ(ρ), является открытой дугой на R(Tp) с центром на луче L . Линейная
мера этой дуги равна мере множества B(ρ) : = {W ∈B : |prW |= ρ}. При 0<ρ< 1

часть SymB, лежащая над окружностью γ(ρ), представляет собой совокупность из
m окружностей Γ1, ...,Γm и открытой дуги Γm+1, Γk = Γk(B,ρ)⊂Dk, k= 1, ...,m+

+1, 06m6p−1, суммарная линейная мера которых равна мере множества B(ρ), а
центр дуги Γm+1 расположен над точкой (−1)mρ. Здесь количество окружностей m
зависит от меры множества B(ρ). Если указанная мера меньше 2πρ, то необходимо
m=0 и множество окружностей пусто. Результат симметризации SymE замкнутого
множества E ⊂R также лежит на поверхности R(Tp) и определяется следующим
образом. Если при данном ρ, 06ρ6∞, над окружностью γ(ρ) нет точек множества
E , то над ней нет также и точек множества SymE . Если множество E покрывает
окружность γ(ρ), 16 ρ6∞, p-кратно, то множество SymE покрывает γ(ρ) также
p-кратно. Если множество E покрывает окружность γ(ρ), 06 ρ< 1, l-кратно, l6 p,

то часть множества SymE , лежащая над γ(ρ), состоит из l окружностей на листах
D1,...,Dl. В остальных случаях часть множества SymE , лежащая над окружностью
γ(ρ), 16 ρ<∞, является замкнутой дугой (т.е. дугой, содержащей свои концы) на
R(Tp) с центром на луче L . Линейная мера этой дуги равна мере множества E (ρ):=

={W ∈ E : |prW |= ρ} (в случае, когда данная мера равна нулю, соответствующая
дуга является точкой на луче L ). Часть SymE над γ(ρ), 0<ρ< 1, представляет
собой совокупность из m окружностей Γ1,...,Γm и замкнутой дуги Γm+1,Γk⊂Dk, k=

= 1,...,m+1, 06m6p−1, суммарная линейная мера которых равна мере множества
E (ρ), а центр дуги Γm+1 расположен над точкой (−1)mρ (если указанная мера равна
2πρm, где m — целое неотрицательное число, то дуга Γm+1 является точкой).

Конденсатором на поверхности R называют упорядоченную пару множеств C =

= (B,E ), где B – открытое подмножество R, а E — компакт в B. Емкость capC
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конденсатора C = (B,E ) определяется равенством

capC = inf

∫
B

| 5 V |2dσ,

где нижняя грань берется по всем вещественнозначным функциям V , финитным
в B, равным единице на E и удовлетворяющим условию Липшица локально в B.

Обозначим через
SymC = (SymB,SymE )

результат круговой симметризации конденсатора C = (B,E ).

Лемма 1. (см. [10, теорема 1.1]) Для любого конденсатора C на поверхности R
класса Rp выполняется неравенство

capC > cap SymC .

Предположим, что для открытого множества B⊂R существует функция Грина
gB(Z,W ). Рассмотрим совокупность {Zk}nk=1 различных конечных точек множества
B, отличных от точек разветвления поверхности R, и совокупность неотрицатель-
ных чисел {νk}nk=1. Для достаточно малого r > 0 замкнутые однолистные круги
Ek(r), центры которых расположены в точках Zk а радиусы равны r1/νk соответ-
ственно, лежат в B и попарно не пересекаются, k= 1, ...,n. Обозначим через C (r)

конденсатор (B,

n⋃
k=1

Ek(r)).

Лемма 2. Справедлива асимптотическая формула

capC (r) = − 2π

n∑
k = 1

νk
log r

− 2π

{
n∑

k = 1

n∑
l = 1

νkνlgB(Zk, Zl)

}(
1

log r

)2

+

+o

((
1

log r

)2
)
, r → 0.

(3)

Доказательство леммы 2 повторяет по существу доказательство части теоремы
2.1 из книги [16] и поэтому здесь не приводится.

2. Доказательство теорем

Можно считать, что множество B ограничено конечным числом аналитических
кривых. В этом случае граница множества SymB состоит из конечного числа кусочно-
гладких кривых и существует функция Грина gSymB(Z,W ).

Начнем с доказательства теоремы 2. Рассмотрим конденсатор C (r), определен-
ный перед леммой 2. Результат симметризации этого конденсатора SymC (r) распо-
ложен на поверхности R(Tp). Непосредственно из определения круговой симметри-
зации Sym видно, что при малых значениях r множество

Sym

n⋃
k = 1

Ek(r) =

n⋃
k = 1

SymEk(r)
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представляет собой объединение замкнутых попарно непересекающихся однолист-
ных кругов Ek(r) на листе D1 поверхности R(Tp). Центр круга Ek(r) находится в
точке SymZk, а радиус этого круга равен r1/νk , k= 1, ...,n. Поэтому к конденсатору
SymEk(r) применима лемма 2, согласно которой

cap SymC (r) =

= − 2π

n∑
k = 1

νk
log r

− 2π

{
n∑

k = 1

n∑
l = 1

νkνlgSymB(SymZk,SymZl)

}(
1

log r

)2

+

+o

((
1

log r

)2
)
, r → 0.

Учитывая это разложение, формулу (3) и применяя лемму 1, приходим к неравен-
ству (2). Теорема 2 доказана.

Отметим частный случай теоремы 2. Величину

r(B, Z) = exp gB(Z,Z)

называют внутренним радиусом множества B относительно точки Z [16, часть 2.1].
Из теоремы 2 вытекает неравенство

r(B, Z) 6 r(SymB,SymZ). (4)

Следующее ниже доказательство теоремы 1 восходит в идейном плане к работе
Кшижа [1]. Достаточно рассмотреть случай, когда prZ =/∞, prW =/∞ и граница
области B невырожденная. По теореме Римана существует голоморфная функция
f, отображающая однолистно единичный круг U={z : |z|<1} на область B так, что
f(0)=Z и f(x0)=W, где x0 — некоторое вещественное число, 0<x0<1. Пусть f∗ —
функция, отображающая круг U на область SymB, f∗(0) = SymZ, f∗(x∗0) = SymW,

0<x∗0<1. Обозначим через γ образ отрезка [0,x0] на поверхности R при отображении
функцией f, и пусть γ∗ — образ [0,x∗0] при отображении f∗. По принципу симметрии
Римана –Шварца γ∗ есть отрезок, лежащий на луче L ⊂R(Tp). Можно считать,
что кривая γ не проходит через точки разветвления поверхности R. Из определения
симметризации видно, что множество Symγ содержит отрезок γ∗. Кроме того, из
определения симметризации видно, что элемент длины кривой не возрастает при
круговой симметризации. С учетом неравенства (4) заключаем, что∫

γ

ds

r(B, Z)
>
∫
γ∗

ds

r(SymB, Z)
.

Отсюда, в силу конформной инвариантности величины

ds

r(B, Z)
,

выполняется
x0∫
0

dx

1 − x2
>

x∗
0∫

0

dx

1 − x2
.
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Следовательно, logx0> logx∗0. Напомним, что r(U,x)=1−x2, а функция Грина кру-
га U с полюсом в точке z= 0 равна − log |z|. Инвариантность функций Грина при
отображениях f и f∗ приводит нас к неравенству (1). Теорема 1 доказана.

Заметим, что, в отличие от классической круговой симметризации Полиа, в на-
шем случае множество SymB не обязано быть областью, даже если B — односвяз-
ная область. Таким образом, требование в теореме 1, чтобы открытое множество
SymB также было связным, существенно. Приведенные выше доказательства мож-
но распространить на случай симметризации Symτ [13] вместо Sym.
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ABSTRACT

We study the behaviour of the Green function under the circular sym-

metrization of a domain on the Riemann surface.

Key words: circular symmetrization, Green function, Green energy of a dis-

crete charge.
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