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Асимметричные криптосистемы и
гиперэллиптические последовательности

Исследуются последовательности {An}+∞
n = −∞ элементов произвольного поля

F, удовлетворяющие разложениям вида

Am+nAm−n = a1(m)b1(n) + a2(m)b2(n),

где a1, a2, b1, b2 : Z → F. Полученные результаты используются для построения
аналогов алгоритмов Диффи – Хеллмана и Эль-Гамаля, в которых задача дис-
кретного логарифмирования ставится в группе (S,+), где множество S состоит
из четверок вида S(n) = (An−1, An, An+1, An+2), n ∈ Z, а S(n) + S(m) = S(n+
+m).

Ключевые слова: гиперэллиптические последовательности, нелинейные рекур-
рентные последовательности, криптосистемы.

1. Введение

Быковский2 предложил следующую конструкцию.

Определение. Пусть не равные тождественно нулю последовательности ком-
плексных чисел

A = {An}+∞
n = −∞, B = {Bn}+∞

n = −∞

удовлетворяют (для любых целых m,n) разложениям

Am+nBm−n =

N0∑
j = 1

aj(m)bj(n), (1)

Am+n+1Bm−n =

N1∑
j = 1

ãj(m)b̃j(n) (2)
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ул. Тихоокеанская, 136. Электронная почта: illar_a@list.ru
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с некоторыми aj ,bj ,ãj ,b̃j :Z→C и минимально возможными N0,N1∈Z+=N∪{0}. Тогда
пару (A,B) будем называть гиперэллиптической системой последовательностей,
величину R0(A,B)=N0 — ее 0-рангом, а величину R1(A,B)=N1 — ее 1-рангом.

Эту конструкцию несложно распространить на случай, когда поле C заменяется
на произвольное поле F. Ограничимся случаем, когда A=B и выполняется только
уравнение (1).

Определение. Пусть не равная тождественно нулю последовательность A =

= {An}+∞
n = −∞ ⊂ F удовлетворяет (для любых целых m,n) разложению

Am+nAm−n =

N∑
j = 1

aj(m)bj(n) (3)

с некоторыми aj ,bj :Z→F и минимально возможным N ∈Z+. Тогда последователь-
ность A будем называть полугиперэллиптической последовательностью, а величину
R0(A)=N — ее 0-рангом.

В настоящей работе рассматривается вопрос о построении асимметричных крип-
тосистем с помощью полугиперэллиптических последовательностей в конечном по-
ле. По сути речь идет об алгоритмах Диффи – Хеллмана и Эль-Гамаля, в которых
задача дискретного логарифмирования ставится в группе (S,+), где множество S

состоит из четверок вида

S(n) = (An−1, An, An+1, An+2), n ∈ Z,

а S(n)+S(m)=S(n+m). Подобные идеи впервые появились в докладе [1], в котором
вместо гиперэллиптических последовательностей рассматривалась последователь-
ность Сомос-4 в поле вычетом по простому модулю p. Применение последователь-
ностей Сомоса наталкивается на некоторые препятствия (см. замечание 2 ниже),
которые можно обойти, используя (полу)гиперэллиптические последовательности.

В следующем разделе приводится детерминантное уравнение, эквивалентное (3).
В § 3 строятся примеры полугиперэллиптических последовательностей в различных
полях. В § 4 изучаются некоторые свойства последовательностей с R0(A)=2, а в § 5
формулируются аналоги алгоритмов Диффи – Хеллмана и Эль-Гамаля для таких
последовательностей. В последнем разделе обсуждаются нерешенные задачи и воз-
можные обобщения.

2. Детерминантное уравнение

Пусть A={An}+∞
n=−∞⊂F. Для любых целых m0,...,mk, n0,...,nk определим

DA

(
m0 . . . mk

n0 . . . nk

)
= det

Am0+n0
Am0−n0

. . . Am0+nk
Am0−nk

...
...

Amk+n0Amk−n0 . . . Amk+nk
Amk−nk

 .
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Лемма 1. Неравенство R0(A) 6 k равносильно тому, что

DA

(
m0 . . . mk

n0 . . . nk

)
= 0 (4)

для всех m0,...,mk,n0,...,nk ∈Z.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть R0(A) = N 6 k. Тогда выполняется разложение (3).
Из него вытекает линейная зависимость строк (столбцов) определителя из левой ча-
сти равенства (4). Значит, справедливо соотношение (4).

Пусть выполняется (4). Если Am+nAm−n = 0 при всех m,n ∈ Z, то A ≡ 0. Поэто-
му существуют N ∈ N и целые m1, . .. ,mN , n1, .. . , nN такие, что

DA

(
m1 . . . mN

n1 . . . nN

)
=/ 0.

Пусть N — наибольшее натуральное, удовлетворяющее этому условию. Тогда N 6 k

в силу (4). Кроме того, для любых m,n ∈ Z

DA

(
m1 . . . mN m

n1 . . . nN n

)
= 0.

Раскладывая этот определитель по последнему столбцу (или последней строке), по-
лучаем разложение вида (3). Значит, R0(A,B) 6 N 6 k. 2

Замечание 1. Утверждение, аналогичное лемме 1, приведено в [2, § 3]) (см. также
[3,4]) для случая, когда A — функция C → C.

3. Примеры полугиперэллиптических последовательностей

1. Пусть F — произвольное поле. Положим

An = P1(n)a
n
1 + . . .+ Ps(n)a

n
s ,

где Pj — многочлены из F[X], а aj ∈F. Нетрудно заметить, что тогда выполняется
разложение вида (3). Такое же утверждение справедливо для последовательности

An =

{
P1(n)a

n
1 + ...+ Ps(n)a

n
s при четном n

Q1(n)b
n
1 + ...+Qt(n)b

n
t при нечетном n

,

где Pj ,Qj ∈F[X], aj ,bj ∈F.

2. Пусть F=C. Все известные на сегодняшний день гиперэллиптические системы
последовательностей в поле C приведены в [3, § 9]. Все неэлементарные (отличные
от указанных в п. 1) случаи описываются с помощью сужений производных много-
мерных тета-функций на пространство C. Существуют и другие варианты полуги-
перэллиптических последовательностей. Например, пусть u1,u2,v1,v2∈C, а σ1, σ2 —
сигма-функции Вейерштрасса, ассоциированные с разными решетками. Положим

An =

{
σ1(nu1 + v1) при четном n

σ2(nu2 + v2) при нечетном n
.
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Тогда R0(A)6 4. Для доказательства достаточно использовать формулу сложения
(для сигма-функции) и учесть, что числа m+n и m−n имеют одинаковую четность.

3. Пусть F=Zp — поле вычетов по простому модулю p. Пусть A — полугиперэл-
липтическая последовательность в поле C, R0(A)=N . Предположим, что последо-
вательность A — целочисленная. Так как A удовлетворяет равенству (4) (в кольце
Z), то последовательность

Ã(n) = A(n) (mod p)

удовлетворяет этому же уравнению в поле Zp. Следовательно, R0(A)6N . Цело-
численные полугиперэллиптические последовательности небольшого ранга можно
строить следующим образом.

Пусть b,c — рациональные положительные. Рассмотрим последовательность ра-
циональных чисел, удовлетворяющую уравнению (последовательность Сомос-4)

An+2An−2 = bAn+1An−1 + cA2
n.

Так как b,c> 0, то она не имеет нулевых элементов и однозначно определяется на-
чальными членами A0,A1,A2,A3. В этом случае (см., например, [5] и ссылки там)

DA

(
m0 m1 m2

n0 n2 n2

)
= 0

Поэтому R0(A)62. При некоторых ограничениях, наложенных на исходные данные
b,c,A0,A1,A2,A3, последовательность A является целочисленной (см. [3,6–9] и ссылки
там).

4. Свойства полугиперэллиптических последовательностей при
R0(A)=2

Всюду в этом разделе считаем, что F — произвольное поле, A :Z→F и R0(A)=2.
Мы рассмотрим два вопроса:

1) задание последовательности A конечным набором параметров из F;

2) «быстрый» (полиномиальный по m) алгоритм вычисления An+m по заданным
номеру m и элементу An (n — неизвестно).

Из леммы 1 вытекает равенство

DA

(
n 1 0

2 1 0

)
=

∣∣∣∣∣∣
An+2An−2 An+1An−1 A2

n

A3A−1 A2A0 A2
1

A2A−2 A1A−1 A2
0

∣∣∣∣∣∣ = 0,

которое равносильно уравнению

aAn+2An−2 + bAn+1An−1 + cA2
n = 0, (5)
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где
a =

∣∣∣∣ A2A0 A2
1

A1A−1 A2
0

∣∣∣∣ , b = −
∣∣∣∣A3A−1 A2

1

A2A−2 A2
0

∣∣∣∣ , c =

∣∣∣∣A3A−1 A2A0

A2A−2 A1A−1

∣∣∣∣ .
Для вычисления a,b,c достаточно знать шесть (начальных) элементов

A−2, A−1, A0, A1, A2, A3. (6)

Все остальные могут быть найдены из соотношения (5) при условии, что последова-
тельность A не имеет нулевых членов. Если поле F конечное, то привести условия
на начальные данные, гарантирующие выполнение этого предположения для до-
статочно широкого класса последовательностей, довольно проблематично. Поэтому
нашей ближайшей целью является выяснение того, как могут быть расположены
нулевые элементы последовательности A.

Замечание 2. Последовательность A, удовлетворяющая уравнению вида (5) (в
котором a =/ 0) называется последовательностью Сомос-4. Если она содержит ну-
левые члены, то ее нельзя однозначно построить, используя только коэффициенты
a, b, c и некоторый (конечный) набор начальных значений (см. [10]). На взгляд ав-
тора, это является основным препятствием на пути использования последователь-
ностей Сомоса в криптографии.

Расположение нулевых элементов последовательности A. Пусть

ZA = {n ∈ Z : An = 0}.

Лемма 2. Пусть abc =/ 0 и ZA =/ ∅. Тогда ZA — арифметическая прогрессия с
разностью > 4.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть

h = min{n0 − m0 : An0 = Am0 = 0, n0 > m0}.

Не умаляя общности, считаем, что A0 = Ah = 0. В противном случае следует пе-
рейти к рассмотрению последовательности Ãn = An+n0

, где номер n0 удовлетворяет
условию An0 = An0+h = 0, и учесть, что R0(A) = R0(Ã).

1. Пусть h = 1, т.е. A0 = A1 = 0. Рассматривая (5) при n = − 1,±2,±3, .. ., при-
ходим к выводу, что все элементы последовательности A равны нулю. Это противо-
речит условиям.

2. Пусть h = 2, т.е. A0 = A2 = 0. Полагая в (5) n = 0, получаем, что A1A−1 = 0.
Но тогда h = 1. Получили противоречие.

3. Пусть h = 3, т.е. A0 = A3 = 0. Полагая в (5) n = 1, получаем, что A2
1 = 0. Но

тогда h = 1. Получили противоречие.
4. Пусть h > 4. Докажем, что Ajh = 0 при j = 1, 2, . ... Используем метод матема-

тической индукции по j = 1, 2, .. .. При j = 1 утверждение выполнено. Пусть Ajh = 0

при j = 1, 2, .. . , n − 1, где n > 2. Согласно лемме 1

DA

(
h nh 1

0 h 1

)
=

∣∣∣∣∣∣
0 0 Ah+1Ah−1

A2
nh 0 ∗
∗ A1+hA1−h ∗

∣∣∣∣∣∣ = A2
nhAh+1Ah−1A1+hA1−h = 0.
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Здесь и далее символом ∗ обозначены элементы, значения которых не влияют на
определитель. Так как A0 = Ah = 0, то Ah+1Ah−1A1−h =/ 0 по определению h. Зна-
чит, Anh = 0. Поэтому Ajh = 0 при j = 1, 2, . ...

Аналогичным образом доказывается, что Ajh = 0 при j = − 1,− 2, .. .. Значит,
ZA = {0,±h,±2h, ...} согласно определению h. 2

Лемма 3. Пусть a =/ 0, bc = 0, причем

не более чем один элемент из A−2, A−1, A0, A1, A2, A3 равен нулю. (7)

Тогда ZA=∅.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Согласно (5)

aAn+2An−2 = − bAn+1An−1 при c = 0, b =/ 0,

aAn+2An−2 = − cA2
n при c =/ 0, b = 0,

An+2An−2 = 0 при c = b = 0.

(8)

Последний случай невозможен из-за условия (7). Если только один коэффициент из
b,c равен нулю, то согласно (8) и условию (7) среди элементов A−2,A−1,A0,A1,A2,A3

нет нулей. Тогда все другие члены последовательности находятся по соответствую-
щей формуле из (8) и также являются ненулевыми. 2
Восстановление последовательности A по начальным данным.

Определение. Набор из восьми элементов A−3, .. . , A4 будем называть расши-
ренными начальными данными.

Из леммы 1 вытекает равенство

DA

(
n 1 0

3 1 0

)
=

∣∣∣∣∣∣
An+3An−3 An+1An−1 A2

n

A4A−2 A2A0 A2
1

A3A−3 A1A−1 A2
0

∣∣∣∣∣∣ = 0.

Поэтому
aAn+3An−3 + b̃An+1An−1 + c̃A2

n = 0, (9)

где
b̃ = −

∣∣∣∣A4A−2 A2
1

A3A−3 A2
0

∣∣∣∣ , c̃ =

∣∣∣∣A4A−2 A2A0

A3A−3 A1A−1

∣∣∣∣ .
Для вычисления b̃, c̃, a, b, c достаточно знать расширенные начальные данные.

Лемма 4. Пусть a =/ 0 и выполняется условие (7). Тогда последовательность A

однозначно находится по расширенным начальным данным с помощью формул

An+4 =


−

bAn+3An+1 + cA2
n+2

aAn
при An =/ 0

c̃

b

An+2An+1

An−1
при An = 0

, (10)

An−1 =


−

bAnAn+2 + cA2
n+1

aAn+3
при An+3 =/ 0,

c̃

b

An+2An+1

An+4
при An+3 = 0.

(11)
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Если An = 0 (An+3 = 0), то An−1 =/ 0 (An+4 =/ 0) согласно
леммам 2, 3. Кроме того, b =/ 0, если последовательность A имеет нулевые члены.
Поэтому в формулах (10), (11) деления на ноль не происходит.

Если An =/ 0 (An+3 =/ 0), то формула (10) (формула (11)) получается из (5) путем
замены n на n+ 2 (n на n+ 1).

Докажем (10) при An = 0. В этом случае An+2 =/ 0. Кроме того, согласно (5), (9)

aAn+2An−2 + bAn+1An−1 = 0, aAn+4An−2 + c̃A2
n+1 = 0.

Выражая из предпоследнего соотношения An−2 и подставляя полученное значение
в последнее соотношение, получаем

An−2 = − bAn+1An−1

aAn+2
, − b

An+4An+1An−1

An+2
+ c̃A2

n+1 = 0.

Из последней формулы вытекает (10).
Докажем (11) при An+3 = 0. В этом случае An+1 =/ 0. Кроме того, согласно (5),

(9)
aAn+5An+1 + bAn+4An+2 = 0, aAn+5An−1 + c̃A2

n+2 = 0.

Выражая из предпоследнего соотношения An+5 и подставляя полученное значение
в последнее соотношение, получаем

An+5 = − bAn+4An+2

aAn+1
, − b

An+4An+2An−1

An+1
+ c̃A2

n+2 = 0.

Из последней формулы вытекает (11). 2
Замечание 3. Пусть нам известен набор из шести элементов (6). Тогда мы мо-

жем найти a, b, c и вычислить A4 при A0 =/ 0, а также A−3 при A1 =/ 0, используя
формулу (5). Таким образом, при A0A1 =/ 0 для нахождения всей последовательно-
сти достаточно знать начальные данные (6). Однако если A0A1 = 0, то начальных
данных (6) может быть недостаточно для однозначного восстановления всей после-
довательности (см. [10]).

Следствие 1. Пусть поле F — конечное и состоит из r элементов. Пусть a =/ 0

и выполняется условие (7). Тогда последовательность A имеет период 6 r5.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Согласно (10) существует функция f : F5 → F такая, что

An+4 = f(An−1, An, An+1, An+2, An+3).

Требуемое утверждение вытекает из элементарных свойств рекуррентных последо-
вательностей с элементами из конечного множества. 2

Замечание 4. По-видимому, период последовательности A не больше, чем r4.
Если, например, An не содержит нулевых членов, то это следует из формулы (10).
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Алгоритм «быстрого» вычисления элементов последовательности A. Из
леммы 1 вытекает равенство

DA

(
n+m 1 0

m 1 0

)
=

∣∣∣∣∣∣
An+2mAn An+m+1An+m−1 A2

n+m

A1+mA1−m A2A0 A2
1

AmA−m A1A−1 A2
0

∣∣∣∣∣∣ = 0.

Раскладывая определитель из этого равенства по первой строке, получаем формулу

An+2m =
1

aAn
P (− m,− m+ 1,m,m+ 1, n+m − 1, n+m,n+m+ 1), (12)

где

P (− m,− m+ 1,m,m+ 1, n+m − 1, n+m,n+m+ 1) =

= An+m+1An+m−1

∣∣∣∣A1+mA1−m A2
1

AmA−m A2
0

∣∣∣∣ − A2
n+m

∣∣∣∣A1+mA1−m A2A0

AmA−m A1A−1

∣∣∣∣ .
Заменяя в (12) n на n+1, получаем еще одну формулу

An+2m+1 =
1

aAn+1
P (− m,− m+ 1,m,m+ 1, n+m,n+m+ 1, n+m+ 2). (13)

Определение. Для любого целого n набор S(n) = (An−1, An, An+1, An+2) будем
называть состоянием.

Лемма 5. Пусть a =/ 0 и выполняется условие (7). Зная расширенные начальные
данные, состояния S(n), S(n+k) и S(±k), а также номер k ∈ Z (номер n неизвестен)
можно вычислить состояние S(n + 2k), используя O(1) элементарных операций в
поле F.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Если k = ±1, то достаточно использовать одну из формул
(10), (11). Пусть |k| > 2. Нам известны элементы последовательности A с номерами

n − 1, n, n+ 1, n+ 2,

n+ k − 1, n+ k, n+ k + 1, n+ k + 2,

±k − 1, ±k, ±k + 1, ±k + 2.

Нужно найти элементы с номерами n+ 2k − 1, n+ 2k, n+ 2k + 1, n+ 2k + 2.
1. Пусть AnAn+1 =/ 0. Тогда, используя (12) при m = k, k + 1, а также (13) при

m = k − 1, k, находим требуемые четыре элемента.
2. Пусть An = 0. Тогда An+1An+2 =/ 0 согласно лемме 3. Элементы An+2k−1 и

An+2k+1 вычисляются по формуле (13), в которой m = k − 1 и m = k соответственно.
Осталось найти An+2k и An+2k+2. Используя формулу (10) при k > 0 и (11) при k <

< 0, вычисляем An+k+2. Заменяя в (12) n на n+ 2, получаем соотношение

An+2m+2 =
1

aAn+2
P (− m,− m+ 1,m,m+ 1, n+m+ 1, n+m+ 1, n+m+ 2).

Из него при m = k − 1 и m = k находим элементы An+2k и An+2k+2.
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3. Случай, когда An+1 = 0 рассматривается аналогично предыдущему. 2
На основании леммы 5 стандартным образом1 строится алгоритм «быстрого»

вычисления S(n+m) при заданных S(n) и m (и неизвестном n). Ограничимся слу-
чаем положительного m. Пусть m=(εs−1 ...ε1ε0)2 — представление натурального m

в двоичной системе исчисления, то есть

m = ε0 + 2ε1 + . . .+ 2s−1εs−1, (14)

где ε0,...,εs−2∈{0,1}, а εs−1=1. Определим m1,m2,...,ms−1 по формулам

m1 = 1, mj+1 = 2mj + εs−1−j , j = 1, . . . , s − 1.

Тогда ms=m.

Алгоритм 1.
Данные: начальные элементы A−3, .. . , A4, номер m = (εs−1 ... ε1ε0)2 ∈ N и состо-

яние S(n) (номер n неизвестен).
Найти: состояние S(n+m).

1) Полагаем j = 1, m1 = 1 и вычисляем S(n± 1).

2) Вычисляем S(±2mj) и S(n+ 2mj).

3) Если εs−j−1 = 0, то полагаем mj+1 = 2mj и вычисляем

S(±mj+1) = S(±2mj), S(n+mj+1) = S(n+ 2mj).

4) Если εs−j−1 = 1, то полагаем mj+1 = 2mj + 1 и вычисляем

S(±mj+1) = S(±(2mj + 1)), S(n+mj+1) = S((n+ 2mj) + 1).

5) Если j < s − 1, то увеличиваем j на 1 и переходим к шагу 2.

6) Полагаем S(n+m) = S(n+mj+1). Конец.

Количество шагов 2)–4) равно s−1=O(logm). Поэтому из леммы 5 вытекает

Следствие 2. Сложность алгоритма 1 не больше, чем сложность выполнения
O(logm) элементарных операций в поле F.

5. Построение криптосистем с помощью полугиперэллиптиче-
ских последовательностей

В этом параграфе считаем, что F — конечное поле, {An}+∞
n=−∞ ⊂F, R0(A)= 2.

Предполагаем, что расширенные начальные данные A−3, ... ,A4 находятся в откры-
том доступе.

1по аналогии, например, с алгоритмом быстрого возведения в степень
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Аналог алгоритма Диффи – Хеллмана. Абоненты B1, B2, вырабатывают об-
щий секретный ключ K ∈F4, используя следующий алгоритм.

1) Абонент B1 выбирает k1 ∈ Z, вычисляет S(k1), используя алгоритм 1, и посы-
лает абоненту B2 сообщение S(k1) (номер k1 хранится в секрете).

2) Абонент B2 выбирает k2 ∈ Z, вычисляет S(k2) и посылает абоненту B1 сооб-
щение S(k2) (номер k2 хранится в секрете).

3) Абонент B2 (абонент B1), зная номер k2 (номер k1) и состояние S(k1) (состоя-
ние S(k2)), вычисляет S(k1 + k2), используя алгоритм 1.

Общим секретом является K=S(k1+k2).
Пассивный противник знает состояния S(k1) и S(k2). Для того чтобы найти сек-

ретный ключ S(k1+k2), ему достаточно определить номер k1 (или номер k2). Для
этого нужно решить задачу определения номера k по заданному элементу S(k).
Она представляет собой задачу дискретного логарифмирования в группе (S,+), где
множество S состоит из четверок вида

S(n) = (An−1, An, An+1, An+2), n ∈ Z,

а S(n)+S(m)=S(n+m).

Алгоритм шифрования (аналог алгоритма Эль-Гамаля на эллиптической
кривой). Пусть целое число n — это общий параметр всех пользователей. Секрет-
ным ключом абонента B является некое целое k, а открытым ключом — состояние
S(k).

Алгоритм шифрования сообщения x=x−1x0x1x2∈F4, отправляемого абоненту B.

1) Выбираем сеансовый ключ r ∈ Z.

2) Вычисляем состояния S(n+ r) и S(n+ k + r). Для этого можно использовать
алгоритм 1, так как нам известны номера r, n и состояние S(k).

3) Вычисляем y = y−1y0y1y2 ∈ F4 по формулам:

yj = xj ·An+k+r+j , j = − 1, 0, 1, 2.

4) Высылаем абоненту B шифртекст (S(n+ r), y).

Алгоритм расшифрования шифртекста (S(n+r),y) абонентом B.

1) Абонент B вычисляет S(n + k + r), используя алгоритм 1 (напомним, что B
знает состояние S(n+ r) и номер k).

2) Находит открытый текст x = x−1x0x1x2 по формулам

xj = yj ·A−1
n+k+r+j , j = − 1, 0, 1, 2.

Корректность алгоритма расшифровки очевидна.
Замечание 5. Аналогичным образом можно построить алгоритм электронный

цифровой подписи (наподобие ГОСТ 34.10-2012), использующий полугиперэллип-
тические последовательности вместо группы точек на эллиптической кривой.
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6. Заключение

В настоящей работе были рассмотрены только последовательности с R0(A)=2.
Можно разработать криптографические алгоритмы, использующие последователь-
ности более высокого 0-ранга, а также последовательности небольших конечных
1-рангов (последовательности, удовлетворяющие разложению вида (2)). Основная
(и, возможно, единственная) проблема заключается в выяснении взаимного распо-
ложения нулевых элементов. Отметим, что даже в случае R0(A) = 2 ряд важных
вопросов остается нерешенным. Отметим некоторые из них.

1. Криптостойкость описанных в предыдущем разделе алгоритмов зависит от
периода последовательности A. Поэтому очень важен вопрос о разработке алгорит-
мов вычисления искомого периода (аналог задачи о вычислении порядка группы
точек эллиптической кривой над конечным полем), а также о способах построения
полугиперэллиптических последовательностей, имеющих большой период.

2. Существует довольно мало примеров полугиперэллиптических последователь-
ностей в конечных полях (см. § 3). Этот пробел можно было бы восполнить путем
получения результатов следующего вида: для любых a−2,a−1,...,a3∈F существует
последовательность An∈F такая, что

R0(A) 6 2, Aj = aj , j = − 2,− 1, . . . , 3.

3. В [3] описаны все последовательности комплексных чисел, удовлетворяющие
условию R0(A) +R1(A)6 4. Все неэлементарные случаи с точностью до некото-
рых простых преобразований имеют вид An =σ(nu+v), где u,v ∈C, а σ — сигма-
функция Вейерштрасса. Возникает вопрос об аналогичном описании множества всех
(полу)гиперэллиптических систем в произвольном поле или хотя бы в поле вычетов
Zp по простому модулю p.
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ABSTRACT

We study sequences {An}+∞
n = −∞ of elements of a field F that satisfy

decompositions of the form

Am+nAm−n = a1(m)b1(n) + a2(m)b2(n),

where a1, a2, b1, b2 : Z → F. The results are used to build analogues of the

Diffie – Hellman and El-Gamal algorithms. The discrete logarithm problem

is posed in the group (S,+), where the set S consists of fours S(n) =

= (An−1, An, An+1, An+2), n ∈ Z, and S(n) + S(m) = S(n+m).

Key words: hyperelliptic sequences, nonlinear recurrence sequences, asym-

metric cryptography.


