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Обобщенная формула следа Петерсона

для конгруэнцподгупп

В работе доказывается обобщение формулы следа Петерсона для голоморфных
параболических форм положительного чётного веса относительно конгруэнц-
подгупп Γ0(N) с характером Дирихле по модулю N .
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Пусть q и N — натуральные с q≡ 0( modN), ψ :Z→C — характер Дирихле по

модулю N ,

δq(n) =
1

q

∑

a (mod q)

e2πi
na
q =

{

1, если n ≡ 0 (mod q)

0, если n 6≡ 0 (mod q).

Положим для целых m,n,d

Sψ(m,n, d; q) =
∑

a,b (mod q)

ψ(a)δq(ab − d)e2πi
ma+nb

q .

При d=1
Sψ(m,n; q) = Sψ(m,n, 1; q) =

∑∗

a (mod q)

ψ(a)e2πi
ma+nā

q

— сумма Клостермана, в которой суммирование проводится по всем классам вычетов

с НОД(a,q)= 1 и aā≡ 1( mod q). При N =1 характер ψ тождественно равен 1, и в

этом случае будем писать

S(m,n, d; q) =
∑

a,b (mod q)

δq(ab − d)e2πi
ma+nb

q , S(m,n; q) = S(m,n, 1; q).

Пусть НОД(N, d) = 1. Тогда для ab − d ≡ 0 (mod q) выполняется сравнение

ab≡d( modN) и ψ(a)=ψ(ab)ψ̄(b)=ψ(d)ψ̄(b). Поэтому справедливо следующее утвер-

ждение.
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Предложение 1. Пусть НОД(N, d) = 1. Тогда

Sψ(m,n, d; q) = ψ(d)Sψ̄(n,m, d; q).

Предложение 2. Для любых целых m,n, d выполняется равенство

Sψ(m,n, d; q) = Sψ(m, d, n; q).

Д о к а з а т е л ь с т в о. С помощью представления δq(n) через тригонометриче-

скую сумму находим

Sψ(m,n, d; q) =
1

q

∑

a,b,c (mod q)

ψ(a)e2πi
ma+nb−c(ab−d)

q =

=
∑

a,c (mod q)

ψ(a)δq(ac − n)e2πi
ma+dc
q = Sψ(m, d, n; q).

2

Из предложений 1 и 2 немедленно следует еще одно.

Предложение 3. Для любых целых m,n, d сумма S(m,n, d; q) не меняется при

их перестановке.

Так как из сравнения ab≡ d( mod q) c НОД(a,d)= 1 следует, что b≡ dā( mod q),

то справедливо следующее утверждение.

Предложение 4. Для любых целых m,n, d

∑∗

a (mod q)

ψ(a)
∑

b (mod q)

δq(ab − d) e2πi
ma+nb

q = Sψ(m,n, d; q).

В работе [1] было доказано тождество

S(m,n, d; q) =
∑

l\НОД(q,d,n)

l S(m,nd/l2; q/l).

Принимая во внимание предложение 3, это тождество можно переписать в виде

S(m,n, d; q) =
∑

l\НОД(q,m,n)

l S(d,mn/l2; q/l).

При d=1 получим тождество

S(m,n; q) =
∑

l\НОД(q,m,n)

l S(1,mn/l2; q/l),

которое без доказательства было опубликовано в работе [2] и переоткрыто (с дока-

зательством) в [3]. Практически повторяя рассуждение из [1], докажем следующее

утверждение.

Теорема 1. Для любых целых m,n, d

Sψ(m,n, d; q) =
∑

l\НОД(n,d,q)

ψ(l)l Sψ(m,nd/l
2; q/l).
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Заметим, что

Sψ(m,n, d; q) =
∑

l\q

∑

a (mod q)
НОД(a,q) = l

ψ(a)
∑

b (mod q)

δq(ab − d) e2πi
ma+nb

q =

=
∑

l\q

∑∗

a0 (mod q/l)

ψ(la0)e
2πi

ma0
q/l ·

∑

b (mod q)

δq(la0b − d) e2πi
nb
q =

=
∑

l\НОД(d,q)

ψ(l)
∑∗

a0 (mod q/l)

ψ(a0)e
2πi

ma0
q/l ·

∑

b (mod q)

δq/l(a0b − d/l) e2πi
nb
q .

Так как числа
b0 + (q/l)b1, 0 6 b0 < q/l, 0 6 b1 < l

пробегают полную систему вычетов по модулю q, то внутренняя сумма равна

∑

06b0<q/l

δq/l(a0b0 − d/l)e2πi
nb0
q

∑

b1 (mod l)

e2πi
nb1
l = lδl(n)

∑

b0 (mod q/l)

e2πi
(n/l)b0
q/l δq/l(a0b0 − d/l).

Отсюда с помощью предложения 4 находим

Sψ(m,n, d; q) =
∑

l\НОД(n,d,q)

ψ(l)l
∑∗

a0 (mod q/l)

ψ(a0)
∑

b0 (mod q/l)

δq/l(a0b0 − d/l)e2πi
ma0+(n/l)b0

l =

=
∑

l\НОД(n,d,q)

ψ(l)lSψ(m,nd/l
2; q/l).

Теорема 1 полностью доказана. 2

Замечание. В несколько ином виде тождество теоремы 1 было доказано в [4]. В

настоящем более удобном для приложений виде оно приведено в диссертации [5].

Как обычно, для натурального N

Γ0(N) =

{

M =

(

a b

c d

)

∣

∣

∣

∣

∣

a, b, c, d ∈ Z; ad − bc = 1; c ≡ 0 (mod N)

}

— конгруэнцподгруппа уровня N мультипликативной модулярной группы Γ=Γ0(1).

Элементы Γ действуют на верхней полуплоскости

H =
{

z = x+ iy
∣

∣ x, y ∈ R; y > 0
}

посредством дробно-линейных преобразований:

z →M(z) =

(

a b

c d

)

(z) =
az + b

cz + d
.

Так как матрицы M и −M действуют на H одинаково, то удобнее работать с фак-

торгруппой

Γ0(N) = Γ0(N)

/{

±
(

1 0

0 1

)}
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(матрицы M и −M отождествляются).

Следуя монографии [6, глава 14], обозначим через S
(ψ)
2k (Γ0(N)) линейное про-

странство голоморфных на H параболических форм веса 2k (k — натуральное), для

которых

(cz + d)−2kf

(

az + b

cz + d

)

= ψ(d)f(z) ∀
(

a b

c d

)

∈ Γ0(N).

Здесь ψ :Z→C —характер Дирихле по модулю N . Эти пространства конечномерны,

и скалярное произведение Петерсона

〈f, g〉2k =

∫∫

Γ0(N)\H

f(z)g(z)y2k−2 dx dy

определяет на S2k(Γ0(N)) структуру эрмитова пространства.

Для любой формы f из S
(ψ)
2k (Γ0(N)) справедливо разложение в ряд Фурье

f(z) =

∞
∑

n = 1

ρf (n)n
k−1/2e2πinz. (1)

На пространстве S
(ψ)
2k (Γ0(N)) для любого натурального n действуют операторы

Гекке по правилу

T (n)f(z) =
1√
n

∑

n1n2 = n

ψ(n1)

(

n1

n2

)k

·
n2
∑

a = 1

f

(

n1z + a

n2

)

.

Для любых натуральных m и n выполняется тождество

T (m)T (n) =
∑

l\НОД(m,n)

ψ(l)T
(mn

l2

)

, (2)

из которого следует, что операторы Гекке коммутируют между собой. В соответ-

ствии с разложением (1)

T (n)f(z) =
1√
n

∑

n1n2 = n

ψ(n1)

(

n1

n2

)k

·
∞
∑

m = 1

ρf (m)mk−1/2e2πi
n1mz

n2 ·
n2
∑

a = 1

e2πi
am
n2 .

Так как внутренняя линейная сумма равна n2δn2(m), то правая часть равна

∑

n1n2 = n

ψ(n1)

∞
∑

m1 = 1

n
k−1/2
1 n

−k+1/2
2 ρf (n2m1)(n2m1)

k−1/2e2πin1m1z =

=
∞
∑

m1 = 1

∑

n1n2 = m

ψ(n1)ρf (n2m1)(n1m1)
k−1/2e2πin1m1z.

Положив n=n1m1, с помощью равенства n2m1=nm/n
2
1 находим

T (n)f(z) =

∞
∑

m = 1





∑

l\НОД(m,n)

ψ(l)ρf

(nm

l2

)

mk−1/2e2πimz



 . (3)
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Согласно общей теории (см. [6]) в S
(ψ)
2k (Γ0(N)) можно выбрать ортонормирован-

ный базис B
(ψ)
2k (N) относительно скалярного произведения Петерсона, состоящий

из параболических форм f , для которых

T (n)f = λf (n)f, НОД(n,N) = 1. (4)

При этом для всех таких n

ρf (n) = λf (n)ρf (1), λf (n) = ψ(n)λf (n). (5)

Из (3), (4) и (5) следует, что для любого натурального m и НОД(n,N)=1

λf (n)ρf (m) =
∑

l\НОД(m,n)

ψ(l)ρf
(

nml−2
)

. (6)

Классическая формула Петерсона (см. [6]) устанавливает связь между суммами

Клостермана и коэффициентами Фурье параболических форм из B
(ψ)
2k (N) в виде

Γ(2k − 1)

(4π)2k−1

∑

f∈B
(ψ)
2k (N)

ρf (m)ρf (n) =

= δm,n + 2π(− 1)k
∑

q≡ 0 (mod N)

1

q
Sψ(m,n; q)J2k−1

(

4π
√
mn

q

)

.

(7)

Здесь J2k−1 — функция Бесселя, которая определяется абсолютно сходящимся ря-

дом

J2k−1(z) =
∞
∑

n = 0

(− 1)n
(z/2)2k−1+2n

Γ(n+ 2k)Γ(n+ 1)
.

Мы обобщим (7) в следующем виде.

Теорема 2. Для любых натуральных m,n и d

Γ(2k − 1)

(4π)2k−1

∑

f∈B
(ψ)
2k (N)

ρf (m)
∑

l\НОД(n,d)

ψ(l)ρf

(

nd

l2

)

=

=
∑

l\НОД(n,d)

ψ(l)δm,nd/l2 + (− 1)k
∑

q≡ 0 (mod N)

1

q
Sψ(m,n; d; q)J2k−1

(

4π
√
mnd

q

)

.

Д о к а з а т е л ь с т в о. С помощью теоремы 1 для последней суммы получаем

представление

(− 1)k
∑

q≡ 0 (mod N)

1

q

∑

l\НОД(q,d,n)

ψ(l)lSψ

(

m,
nd

l2
;
q

l

)

J2k−1

(

4π
√
mnd

q

)

=

= (− 1)k
∑

l\НОД(d,n)

ψ(l)
∑

q1≡ 0 (mod N)

1

q1
Sψ

(

m,
nd

l2
; q1

)

J2k−1

(

4π
√

mnd/l2

q1

)

.

Осталось только воспользоваться равенством (7). Теорема 2 доказана. 2

С помощью соотношения мультипликативности (6) из теоремы 2 получаем еще

одно утверждение.
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Теорема 3. Пусть НОД(n,N) = 1. Тогда для любых натуральных m и d левая

часть теоремы 2 совпадает с

Γ(2k − 1)

(4π)2k−1

∑

f∈B
(ψ)
2k (N)

ρf (m)λf (n) ρf (d).

Автор благодарит Быковского В. А. за постановку задачи и внимание.
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