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Вывод уравнений типа

Колмогорова – Чепмена с оператором

Фоккера –Планка

Рассматривается система массового обслуживания (СМО) с бесконечным
накопителем, одним обслуживающим прибором с экспоненциальным обслужи-
ванием. На вход СМО поступает дважды стохастический пуассоновский по-
ток, интенсивность которого является случайным диффузионным процессом с
упругими границами и ненулевым коэффициентом сноса. Относительно неста-
ционарных и стационарных характеристик числа заявок СМО получены диф-
ференциальные уравнения типа Колмогорова — Чепмена с дифференциальным
оператором Фоккера — Планка, имеющие теоретическое и прикладное значение
в теории дифференциальных уравнений. Системы обслуживания с диффузи-
онной интенсивностью входного потока используют при моделировании узлов
глобальных вычислительных сетей.
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Введение

Системы массового обслуживания (СМО) являются аналитическими моделями

информационных сетей и их элементов. Моделирование информационных сетей яв-

ляется актуальной технической и научной проблемой. Математические модели свя-

зывают заданные условия работы СМО с показателями эффективности СМО, опи-

сывают ее способность справляться с потоком заявок [1–3]. Статистический анализ

потока заявок, поступающих на web-серверы, показывает диффузионный характер
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изменения интенсивности входного пуассоновского потока [4, 5]. Системы обслужи-

вания со скачкообразной интенсивностью входного потока используют при модели-

ровании узлов локальных вычислительных сетей, а системы обслуживания с диффу-

зионной интенсивностью входного потока удобно использовать при моделировании

узлов глобальных вычислительных сетей [6]. Многие работы посвящены исследова-

нию диффузионных процессов в системах массового обслуживания. Диффузионная

аппроксимация в СМО с переменными интенсивностями входного потока и обслу-

живания исследовалась в [7]. Существование и единственность решений уравнений,

связыващих длительность очереди и процесс ожидания, в моделях СМО с диф-

фузионной интенсивностью входного потока со многими серверами изучена в [8].

Технические аспекты, возникающие в сетях с очередями, и диффузионный процесс

как непрерывный марковский процесс в СМО, рассмотрены в [9].

Для систем массового обслуживания с диффузионной интенсивностью входно-

го потока и нулевым коэффициентом сноса a=0 в работе [10] выведены уравне-

ния относительно характеристик числа заявок. В данной работе математическая

модель СМО построена в виде системы дифференциальных уравнений относитель-

но нестационарных и стационарных характеристик числа заявок следующей СМО.

На вход СМО с бесконечным накопителем поступает пуассоновский поток заявок

с диффузионной интенсивностью λ(t). Диффузионный процесс λ(t) изменяется на

промежутке [α,β] с упругими границами и имеет ненулевой коэффициент сноса a=/0,

коэффициент диффузии b. Обслуживание в СМО осуществляется на одном приборе

по экспоненциальному закону с параметром µ.

Для построения модели использованы методы теории массового обслуживания, в

частности одна из важнейших методик — динамика вывода уравнений Колмогорова

– Чепмена [11, 12]. Динамикой Колмогорова называют ∆t-метод вывода интегро-

дифференциальных уравнений для систем массового обслуживания с марковски-

ми свойствами процессов входного потока и (или) обслуживания [11]. Построение

математической модели СМО важно для практических приложений, так как ма-

тематическая модель СМО позволяет вычислять различные вероятностные пока-

затели эффективности функционирования СМО, например, моменты числа заявок

в СМО. В частности, актуальной является задача сравнения стационарных пока-

зателей эффективности функционирования рассматриваемой СМО с показателями

СМО с постоянной интенсивностью входного потока, полученной в результате усред-

нения случайной интенсивности входного потока в стационарном режиме.

Обозначим условную функцию распределения λ(t)

R(t, x; τ, y) = P{λ(τ) < y|λ(t) = x}, t < τ,

а также условную плотность распределения λ(t)

r(t, x; τ, y) =
∂R(t, x; τ, y)

∂y
.

Условная плотность распределения r(t,x;τ,y) удовлетворяет прямому уравнению

Колмогорова
∂r(t, x; τ, y)

∂τ
=

b

2

∂2r(t, x; τ, y)

∂y2
− a

∂r(t, x; τ, y)

∂y
,
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которое также называют уравнением Фоккера — Планка, а условная функция рас-

пределения R(t,x;τ,y) удовлетворяет обратному уравнению Колмогорова [12]. В [12]

приведен вывод данных уравнений с помощью интегрального метода Колмогорова.

В [13,14] приводится вывод прямого уравнения Колмогорова (уравнения Фоккера –

Планка) с применением аппроксимации диффузионного процесса ступенчатым по-

лумарковским процессом с помощью ∆t-метода. В [12,14] приведена классификация

границ диффузионного процесса, в частности, упругих, эластичных, поглощающих

и отражающих.

Для удобства вывода уравнений примем следующие обозначения. Пусть для аб-

страктной случайной величины ξ определена функция распределения F (x)=P{ξ<x}

и плотность распределения f(x)=dF (x)/dx. Так как

P{x 6 ξ < x+∆x} =

x+∆x
∫

x

f(x)dx = f(x)∆x +O((∆x)2),

плотность распределения случайной величины ξ будем вводить следующим образом:

f(x) = P{x 6 ξ < x+∆x}/∆x+O(∆x),

где O((∆x)k) — величина k-го порядка малости относительно ∆x.

В дальнейшем интенсивность входного потока в нестационарном режиме будем

обозначать через λ(t), в стационарном — через λ̂. Пусть Qk(t,x)=P{ν(t)=k,x6λ(t)<

<x+∆x}/∆x+O(∆x), где ν(t) — число заявок в СМО в момент t, qk(x) =P{ν=

=k,x6λ̂<x+∆x}/∆x+O(∆x), где ν — число заявок в СМО в стационарном режиме,

Qk(t,x), qk(x) — нестационарные и стационарные, соответственно, характеристики

числа заявок — плотности по x, k> 0; f(t,x) =P{x6λ(t)<x+∆x}/∆x+O(∆x) —

нестационарная плотность интенсивности входного потока λ(t); f(x)=P{x6 λ̂<x+

+∆x}/∆x+O(∆x) — стационарная плотность λ̂, x∈ [α,β].

Заметим, что интегралы
β
∫

α

Qk(t,x)dx=Pk(t),
β
∫

α

qk(x)dx= pk, k> 0, представляют

собой нестационарное и стационарное распределение числа заявок соответственно.

Будем рассматривать функции f(x), qk(x) в пространстве непрерывно диффе-

ренцируемых функций C2[α,β], функции f(t,x), Qk(t,x) в пространстве непрерывно

дифференцируемых функций L. Функции в L являются непрерывными и ограничен-

ными при {t> 0, x∈ [α,β]}, непрерывными и ограниченными являются их частные

производные по t, по x первого и второго порядков при {t> 0, x∈ (α,β)}. Будем

считать частные производные по x функций первого и второго порядка непрерыв-

но продолжаемыми при x→ α,x→ β. В дальнейшем будем использовать частные

производные данных функций, повторно не оговаривая указанные свойства.

Основные результаты

В [10] приведен вывод уравнений относительно f(t,x),Ql(t,x),ql(x) с помощью

∆t-метода для рассматриваемой СМО с диффузионной интенсивностью входного

потока с упругими границами α,β с нулевым коэффициентом сноса a=0. В данной

работе аналогичные уравнения получены для ненулевого коэффициента сноса a=/0.
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Теорема 1. Нестационарная плотность f(t, x) ∈ L диффузионного процесса λ(t)

с упругими границами α, β, ненулевым коэффициентом сноса a =/ 0 и коэффициен-

том диффузии b удовлетворяет следующим уравнениям:

1) во внутренних точках x ∈ (α, β) прямому уравнению Колмогорова, которое

также называют уравнением Фоккера — Планка

∂f(t, x)

∂t
=

b

2

∂2f(t, x)

∂x2
− a

∂f(t, x)

∂x
, (1)

2) в граничных точках x=α,x=β краевым условиям

b

2

∂f(t, α)

∂x
− af(t, α) = 0,

b

2

∂f(t, β)

∂x
− af(t, β) = 0, (2)

3) начальному условию с начальной плотностью f0(x)

f(0, x) = f0(x),

β
∫

α

f0(x) dx = 1, (3)

4) условию нормировки

β
∫

α

f(t, x) dx = 1, t > 0. (4)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим полумарковский процесс λпм(t), аппрокси-

мирующий диффузионный процесс λ(t). Дискретное пространство значений λпм(t)

задается однородной марковской цепью λn со значениями на равномерной сетке:

{xk : α = x0 < x1 < · · · < xm = β, 0 6 k 6 m,xi+1 = xi +∆x,∆x =/ 0, 0 6 i 6 m − 1}.

Изменения процесса λпм(t) происходят через интервалы времени ∆t :

△t = (∆x)2/b (5)

в моменты времени tn,n> 1, где b > 0 — коэффициент диффузии диффузионного

процесса λ(t). Однородная марковская цепь λn = λпм(tn+0), n> 0, представляет

собой вложенную марковскую цепь с дискретным временем. Полумарковский скач-

кообразный процесс λпм(t) доопределим в точках разрыва непрерывным справа.

Вероятности переходов pij=P{λn+1=xj |λn=xi} однородной марковской цепи λn

определим следующим образом:

pij = P{λn+1 = xj |λn = xi} =
1

2
− p∆x, j = i − 1, 1 6 i 6 m;

pij =
1

2
+ p∆x, j = i+ 1, 0 6 i 6 m − 1;

p00 =
1

2
− p∆x; pmm =

1

2
+ p∆x, p =/ 0.

В остальных случаях вероятности переходов pij равны нулю. На рис. 1 стрелками

показаны переходы марковской цепи λn с ненулевыми вероятностями, вероятности

переходов подписаны над и под стрелками.



94 Д. Б. Прокопьева, Т. А. Жук, Н. И. Головко

В результате предельного перехода ∆t→0, ∆x→0 полумарковская цепь λпм(t)

переходит в диффузионный процесс λ(t) с ненулевым коэффициентом сноса a=/0 и

коэффициентом диффузии b> 0 (см. [13], §49).
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Рис. 1. Вероятности переходов.

Действительно, согласно определению диффузионный процесс — это непрерыв-

ный марковский процесс с независимыми приращениями второго порядка (с нену-

левым моментом второго порядка и нулевыми моментами старшего порядка). Вы-

числим моменты приращения для полумарковской цепи λпм(t) [12].

1. Момент приращения первого порядка

a = lim
∆t→0

1

∆t

∫

|y−x|<ε

(y − x)F (t, x; t+∆t, y) dy =

= lim
∆t→0

1

∆t

(

− ∆x
(1

2
− p∆x

)

+∆x
(1

2
+ p∆x

)

)

= lim
∆t→0

1

∆t
2p(∆x)2 =

= 2p lim
∆t→0

(∆x)2

∆t
= 2pb

равен коэффициенту сноса диффузионного процесса λ(t).

Следовательно, a=2pb, или

p =
a

2b
. (6)

2. Момент приращения второго порядка

lim
∆t→0

1

∆t

∫

|y−x|<ε

(y − x)
2
F (t, x; t+∆t, y) dy =

= lim
∆t→0

1

∆t

(

(− ∆x)2
(1

2
− p∆x

)

+ (∆x)2
(1

2
+ p∆x

)

)

= lim
∆t→0

(∆x)2

∆t
= b

равен коэффициенту диффузии диффузионного процесса λ(t).

3. Момент приращения k-го порядка полумарковской цепи λпм(t)

lim
∆t→0

1

∆t

∫

|y−x|<ε

(y − x)
k
F (t, x; t+∆t, y) dy =
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= lim
∆t→0

b

(∆x)2

(

(− ∆x)k
(1

2
− p∆x

)

+ (∆x)k
(1

2
+ p∆x

)

)

= 0, k > 3,

равен моменту приращения k-го порядка диффузионного процесса λ(t).

Аппроксимация диффузионного процесса λ(t) полумарковской цепью λпм(t) рас-

смотрена также в работах [10, 14].

В дальнейшем при выводе уравнений будем наблюдать следующие марковские

процессы в моменты времени tn : вложенную однородную марковскую цепь λn с

дискретным временем, входной дважды стохастический пуассоновский поток заявок

с диффузионной интенсивностью, экспоненциальное обслуживание.

Обозначим вероятности p(n,k)=P{λn= xk}. Получим уравнения сначала отно-

сительно вероятностей p(n,k) состояний марковской цепи λn во внутренних точках

16k6m−1, затем относительно плотности диффузионного процесса f(t,x) во внут-

ренних точках x∈ (α,β).

Вероятность того, что марковская цепь λn примет в (n+1)-й момент времени

значение xk по формуле полной вероятности равна

p (n+ 1, k) = p (n, k − 1)
(1

2
+ p∆x

)

+ p (n, k + 1)
(1

2
− p∆x

)

.

После элементарных преобразований равенство примет вид

p (n+ 1, k) − p (n, k) =
1

2

(

p (n, k − 1) − 2p (n, k) + p (n, k + 1)
)

+

+p∆x
(

p (n, k − 1) − p (n, k + 1)
)

,

или
p (n+ 1, k) − p (n, k)

∆t
=

1

2
·
p (n, k − 1) − 2p (n, k) + p (n, k + 1)

∆t
+

+p ·
(∆x)2

∆t
·
p (n, k − 1) − (n, k + 1)

∆x
.

(7)

В левой части (7) стоит дискретный аналог частной производной по t. Числитель

первого слагаемого в правой части — аналог производной второго порядка по x.

Заменим в знаменателе первого слагаемого (7) ∆t= (∆x)2/b согласно (5). Второе

слагаемое преобразуем с учетом соотношения (6)

p (n+ 1, k) − p (n, k)

∆t
=

b

2
·
p (n, k − 1) − 2p (n, k) + p (n, k + 1)

(∆x)2
−

− a ·
p (n, k + 1) − p (n, k − 1)

2∆x
, 1 6 k 6 m − 1.

(8)

Получим из (8) уравнение для плотности f(t,x) диффузионного процесса во внут-

ренних точках. Перейдем в уравнении (8) от функции дискретных аргументов p(n,k)

сначала к функции непрерывных аргументов p̃(t,x) по формуле

p(n, k) = p

(

t

∆t
,
x

∆x

)

= p̃(t, x),
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в узлах сетки t= tn,x=xk. Затем сеточную функцию p̃(t,x),t= tn,x=xk, естествен-

ным образом продлим до ступенчатой функции ˜̃p(t,x) непрерывных аргументов t,x,

непрерывную справа в точках разрыва t=tn,x=xk. Введем далее ступенчатую плот-

ность f̃(t,x) ступенчатого процесса λпм(t) :

˜̃p(t, x) = P{x 6 λпм(t) < x+∆x} = f̃(t, x)∆x.

Перейдя в уравнении (8) от функции дискретных аргументов p(n,k) к функции

непрерывных аргументов f̃(t,x) получим разностное уравнение

f̃(t+∆t, x) − f̃(t, x)

∆t
=

b

2
·
f̃(t, x − ∆x) − 2f̃(t, x) + f̃(t, x+∆x)

(∆x)2
−

− a ·
f̃(t, x+∆x) − f̃(t, x − ∆x)

2∆x
,

из которого в результате предельного перехода при ∆t→ 0 ,∆x→ 0, f̃(t,x)→ f(t,x)

следует уравнение (1). Для краткости в дальнейшем в уравнениях будем выполнять

переход от функции дискретных аргументов p(n,k) сразу к функции непрерывных

аргументов f(t,x).

Рассмотрим уравнения, связывающие p(n,k), в граничных точках k=0,k=m. В

соответствии с введенными переходными вероятностями находим

p (n+ 1, 0) =

(

1

2
− p∆x

)

p (n, 0) +

(

1

2
− p∆x

)

p (n, 1) , (9)

p (n+ 1,m) =

(

1

2
+ p∆x

)

p (n,m − 1) +

(

1

2
+ p∆x

)

p (n,m) . (10)

В уравнениях (9), (10) перейдем от функции дискретных аргументов p(n,k) к

непрерывной функции
˜̃
f(t,x) непрерывных аргументов, аппроксимирующей функ-

цию f̃(t,x) :

˜̃f (t+∆t, α) =

(

1

2
− p∆x

)

˜̃f (t, α) +

(

1

2
− p∆x

)

˜̃f (t, α+∆x) , (11)

˜̃
f (t+∆t, β) =

(

1

2
+ p∆x

)

˜̃
f (t, β − ∆x) +

(

1

2
+ p∆x

)

˜̃
f (t, β) . (12)

Из (11), (12) после применения к функциям
˜̃
f (t+∆t,α) и

˜̃
f (t+∆t,β) формулы Тей-

лора с остаточным членом в форме Пеано в окрестности точек (t,α) и (t,β) получим

˜̃
f (t, α) +

∂
˜̃
f (t, α)

∂t
∆t+ o (∆t) =

1

2
˜̃
f (t, α) − p∆x

˜̃
f (t, α) +

1

2
˜̃
f (t, α)+

+
1

2

∂ ˜̃f (t, α)

∂x
∆x − p∆x ˜̃f (t, α) − p∆x

∂ ˜̃f (t, α)

∂x
∆x+ o (∆x) ,

˜̃
f (t, β) +

∂
˜̃
f (t, β)

∂t
∆t+ o (∆t) =

1

2
˜̃
f (t, β) + p∆x

˜̃
f (t, β) +

1

2
˜̃
f (t, β) −

−
1

2

∂
˜̃
f (t, β)

∂x
∆x+ p∆x ˜̃f (t, β) − p∆x

∂
˜̃
f (t, β)

∂x
∆x+ o (∆x) .
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Откуда после приведения подобных слагаемых, деления уравнений на ∆x, в резуль-

тате предельного перехода при ∆t→0 ,∆x→0, ˜̃f(t,x)→f(t,x) с учетом (5) следуют

граничные уравнения (2).

Начальное условие (3) задается по условию теоремы. Условие нормировки (4)

очевидно. Теорема 1 доказана. 2

Заметим, что согласно [12, 14] границы диффузионного процесса α,β являются

упругими.

Теорема 2. Стационарная плотность f(x) ∈ C2[α, β] диффузионного процесса

λ(t) с упругими границами α, β, ненулевым коэффициентом сноса a =/ 0 и коэффи-

циентом диффузии b удовлетворяет следующим уравнениям:

1) во внутренних точках x ∈ (α, β) обыкновенному дифференциальному уравне-

нию второго порядка
b

2
f ′′(x) − af ′(x) = 0, (13)

2) в граничных точках x=α,x=β краевым условиям

b

2
f ′(α) − af(α) = 0,

b

2
f ′(β) − af(β) = 0, (14)

3) условию нормировки
β
∫

α

f(x) dx = 1. (15)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Уравнения для стационарной плотности диффузионного

процесса (13), (14) получаются из уравнений (1), (2) с учетом того, что в стацио-

нарном режиме f ′
t(t, x) = 0. Условие нормировки (15) следует из (4) в стационарном

режиме. Теорема 2 доказана. 2

Обозначим через A дифференциальный оператор уравнения Фоккера – Планка,

или для краткости — оператор Фоккера – Планка:

Af(t, x) =
b

2

∂2f(t, x)

∂x2
− a

∂f(t, x)

∂x
, Af(x) =

b

2
f ′′(x) − af ′(x),

одинаково действующий на нестационарную f(t,x) и стационарную f(x) плотности

диффузионного процесса λ(t).

Теорема 3. Нестационарные характеристики Ql(t, x) ∈ L, l > 0, рассматривае-

мой СМО удовлетворяют следующим уравнениям:

1) во внутренних точках x ∈ (α, β) нестационарным уравнениям типа Колмого-

рова — Чепмена с дифференциальным оператором Фоккера – Планка

∂Q0(t, x)

∂t
= − xQ0(t, x) + µQ1(t, x) +

b

2

∂2Q0(t, x)

∂x2
− a

∂Q0(t, x)

∂x
, (16)

∂Ql(t, x)

∂t
= xQl−1(t, x) − (x+ µ)Ql(t, x) + µQl+1(t, x)+

+
b

2

∂2Ql(t, x)

∂x2
− a

∂Ql(t, x)

∂x
, l > 1,

(17)
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2) в граничных точках r1=α, r2=β краевым условиям

b

2

∂Ql(t, ri)

∂x
− aQl(t, ri) = 0, l > 0, i = 1, 2, (18)

3) начальным условиям с начальными плотностями ξl(x)

Ql(0, x) = ξl(x), ξl(x) > 0,

β
∫

α

ξl(x) dx = 1, l > 0, (19)

4) условию нормировки
∑

l>0

Ql(t, x) = f(t, x), t > 0, x ∈ [α, β]. (20)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Обозначим через νn число заявок в СМО в момент вре-

мени tn, p(l, n, k) = P{νn = l, λn = xk} — вероятности состояний СМО, pjk(i, l) =

= P{νn+1 = l, λn+1 = xk | νn = i, λn = xj} — переходные вероятности состояний СМО.

По формуле полной вероятности получаем

p(l, n+ 1, k) =
∑

i

∑

j

pjk(i, l)p(l, n, k). (21)

Обозначим через υr(∆ t) вероятность поступления r заявок на интервале ∆ t,

через ωr(∆t) вероятность обслуживания r заявок на интервале ∆t,r>0. Далее зна-

чения xj марковской однородной цепи λn для краткости будем обозначать λ.

Для вероятностей υr(∆t) [11] справедливы соотношения

υ0(∆ t) = 1 − λ∆ t+ o(∆ t), υ1(∆ t) = λ∆ t+ o(∆ t), υr(∆ t) = o(∆ t), r > 2,

где o(∆t) — бесконечно малая величина относительно ∆t.

Если число заявок в СМО больше 0, то вероятности ωr(∆t) согласно [11] равны

ω0(∆ t) = 1 − µ∆ t+ o(∆ t), ω1(∆ t) = µ∆ t+ o(∆ t), ωr(∆ t) = o(∆ t), r > 2.

Если число заявок в СМО равно 0, то вероятности ωr(∆t) согласно [11] находят

иначе:
ω0(∆ t) = 1, ωr(∆ t) = 0, r > 1.

Получим уравнения для l> 1 сначала относительно вероятностей состояния си-

стемы массового обслуживания p(l,n,k) во внутренних точках k :16k6m−1, затем

относительно нестационарных характеристик Ql(t,x) во внутренних точках x∈(α,β).

Переходные вероятности pjk(i,l) найдем по формуле полной вероятности

pk−1,k(l − 1, l) =
(1

2
+ p∆x

)

(υ1ω0 + υ2ω1 + . . .) =

=
(1

2
+ p∆x

)

xk−1∆t+ o(∆t), 1 6 k 6 m, l > 1,

pk,k−1(l − 1, l) =
(1

2
− p∆x

)

xk∆t+ o(∆t), 1 6 k 6 m, l > 1,
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pk−1,k(l, l) =
(1

2
+ p∆x

)

(υ0ω0 + υ1ω1 + . . .) =

=
(1

2
+ p∆x

)(

1 − (xk−1 + µ)∆t
)

+ o(∆t), 1 6 k 6 m, l > 1,

pk,k−1(l, l) =
(1

2
− p∆x

)(

1 − (xk + µ)∆t
)

+ o(∆t), 1 6 k 6 m, l > 1,

pk−1,k(l + 1, l) =
(1

2
+ p∆x

)

(υ0ω1 + υ1ω2 + . . .) =

=
(1

2
+ p∆x

)

µ∆t+ o(∆t), 1 6 k 6 m, l > 0,

pk,k−1(l + 1, l) =
(1

2
− p∆x

)

µ∆t+ o(∆t), 1 6 k 6 m, l > 0,

pk−1,k(0, 0) =
(1

2
+ p∆x

)

(1 − xk∆t) + o(∆t), 1 6 k 6 m,

pk,k−1(0, 0) =
(1

2
− p∆x

)

(1 − xk∆t) + o(∆t), 1 6 k 6 m,

p0,0(l, l) =
(1

2
− p∆x

)(

1 − (x0 + µ)∆t
)

+ o(∆t), l > 1,

p0,0(l − 1, l) =
(1

2
− p∆x

)

x0∆t+ o(∆t), l > 1,

p0,0(l + 1, l) =
(1

2
− p∆x

)

µ∆t+ o(∆t), l > 0,

p0,0(0, 0) =
(1

2
− p∆x

)(

1 − x0∆t
)

+ o(∆t),

pm,m(l − 1, l) =
(1

2
+ p∆x

)

xm∆t+ o(∆t), l > 1,

pm,m(l + 1, l) =
(1

2
+ p∆x

)

µ∆t+ o(∆t), l > 0,

pm,m(0, 0) =
(1

2
+ p∆x

)(

1 − xm∆t
)

+ o(∆t),

pm,m(l, l) =
(1

2
+ p∆x

)(

1 − (xm + µ)∆t
)

+ o(∆t), l > 1.

Используя формулу (21) и вероятности перехода, получим разностные уравнения

относительно p(l,n,k) для l> 1 во внутренних точках k : 16k6m− 1 :

p(l, n+ 1, k) = p(l − 1, n, k − 1)pk−1,k(l − 1, l) + p(l − 1, n, k + 1)pk+1,k(l − 1, l)+

+p(l, n, k − 1)pk−1,k(l, l) + p(l, n, k + 1)pk+1,k(l, l)+

+p(l + 1, n, k − 1)pk−1,k(l + 1, l) + p(l + 1, n, k + 1)pk+1,k(l + 1, l) =

=
1

2
∆t

(

p(l − 1, n, k − 1)(xk − ∆x) + p(l − 1, n, k + 1)(xk +∆x)
)

+

+
1

2

(

p(l, n, k − 1)(1 − (xk−1 + µ)∆t) + p(l, n, k + 1)(1 − (xk+1 + µ)∆t)
)

+

+
1

2
µ∆t

(

p(l + 1, n, k − 1) + p(l + 1, n, k + 1)
)

+

+p∆x∆t
(

p(l − 1, n, k − 1)(xk − ∆x) − p(l − 1, n, k + 1)(xk +∆x)
)

+
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+p∆x
(

(p(l, n, k − 1)(1 − (xk−1 + µ)∆t) − p(l, n, k + 1)(1 − (xk+1 + µ)∆t)
)

+

+µ p∆x∆t
(

p(l + 1, n, k − 1) − p(l − 1, n, k + 1)
)

+ o(∆t) =

=
1

2
∆t xk

(

p(l − 1, n, k − 1) + p(l − 1, n, k + 1)
)

+

+
1

2

(

p(l, n, k − 1) + p(l, n, k + 1)
)

+ p∆x
(

p(l, n, k − 1) − p(l, n, k + 1)
)

+

+
1

2
∆tµ

(

p(l + 1, n, k − 1) + p(l + 1, n, k + 1)
)

−

−
1

2
∆t

(

(xk−1 + µ)(p(l, n, k − 1) + (xk+1 + µ)p(l, n, k + 1)
)

+ o(∆t).

(22)

Из левой и правой частей равенства (22) вычтем p(l,n,k) и разделим на ∆t, получим

p(l, n+ 1, k) − p(l, n, k)

∆ t
=

1

2
xk

(

p(l − 1, n, k − 1) + p(l − 1, n, k + 1)
)

+

+
1

2
·
(∆x)2

∆t
·
p(l, n, k + 1) − 2p(l, n, k) + p(l, n, k − 1)

(∆x)2
+

+
1

2
µ
(

p(l + 1, n, k + 1) + p(l + 1, n, k − 1)
)

−

−
1

2

(

(xk−1 + µ)(p(l, n, k − 1) + (xk+1 + µ)p(l, n, k + 1)
)

+

+2p ·
(∆x)2

∆t
·
p(l, n, k − 1) − p(l, n, k + 1)

2∆x
+O(∆ t), l > 1.

(23)

В построенной разностной схеме (23) от функций p(l,n,k) дискретных аргументов

перейдем к функциям p̃(l,t,x) непрерывных аргументов по формуле

p(l, n, k) = p(l,
t

∆t
,
x

∆x
) = p̃(l, t, x),

в узлах сетки t= tn,x=xk. Затем сеточные функции p̃(l,t,x) естественным образом

продлим до ступенчатых функций ˜̃p(l,t,x) непрерывных аргументов t,x таким обра-

зом, чтобы функции ˜̃p(l,t,x) были непрерывны справа в точках разрыва t=tn,x=xk .

Введем ступенчатые функции Q̃l(t,x) :

˜̃p(l, t, x) = P {ν(t) = l, x 6 λпм(t) < x+∆x} = Q̃l(t, x)∆x.

Заменив далее в разностной схеме (23) xk=x,xk−1=x−∆x,xk+1=x+∆x,16k6

m−1, ступенчатые функции Q̃l(t,x) на непрерывные функции Ql(t,x) непрерывных

аргументов пространства L получим уравнения относительно Ql(t,x), l> 1 :

Ql(t+∆t, x) − Ql(t, x)

∆t
=

1

2
x
(

Ql−1(t, x − ∆x) +Ql−1(t, x +∆x)
)

−

−
1

2

(

(x − ∆x+ µ)Ql(t, x − ∆x) + (x+∆x+ µ)Ql(t, x+∆x)
)

+

+
1

2
µ
(

Ql+1(t, x − ∆x) +Ql+1(t, x+∆x)
)

+
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+
1

2
·
(∆x)2

∆t
·
Ql(t, x − ∆x) − 2Ql(t, x) +Ql(t, x+∆x)

(∆x)2
+

− 2p ·
(∆x)2

∆t
·
Ql(t, x+∆x) − Ql(t, x − ∆x)

2∆x
+O(∆ t). (24)

В результате предельного перехода при ∆t→ 0,∆x→ 0 из (24) следуют уравнения

(17) с учетом того, что ∆t=(∆x)2/b,p=a/(2b).

Получим уравнение относительно Q0(t,x) во внутренних точках x∈ (α,β). Пусть

l=0,16k6m− 1. Из (21) с учетом вероятностей перехода следует

p(0, n+ 1, k) = p(0, n, k − 1)pk−1,k(0, 0) + p(0, n, k + 1)pk+1,k(0, 0)+

+p(0, n, k − 1)pk−1,k(1, 0) + p(1, n, k + 1)pk+1,k(1, 0) =

= −
1

2
∆ txk

(

p(0, n, k − 1) + p(0, n, k + 1)
)

+
1

2
p(0, n, k − 1)+

p(0, n, k + 1)) +
1

2
µ∆ t

(

p(1, n, k − 1) + p(1, n, k + 1)
)

+

+p∆x(p(0, n, k − 1) − p(0, n, k + 1)) + o(∆ t).

(25)

Из левой и правой частей равенства (25) вычтем p(0,n,k), разделим обе части на ∆t:

p(0, n+ 1, k) − p(0, n, k)

∆ t
= −

1

2
xk

(

p(0, n, k − 1) + p(0, n, k + 1)
)

+

+
1

2

(∆x)2

∆ t

p(0, n, k + 1) − 2p(0, n, k) + p(0, n, k − 1)

(∆x)2
+

+
1

2
µ
(

p(1, n, k + 1) + p(1, n, k − 1)
)

−

− 2p
(∆x)2

∆ t

p(0, n, k + 1) − p(0, n, k − 1)

2∆x
.

От функций p(l,n,k) дискретных аргументов перейдем к непрерывным функциям

Ql(t,x) непрерывных аргументов пространства L:

Q0(t+∆ t, x) − Q0(t, x)

∆ t
= −

1

2
x
(

Q0(t, x − ∆x) +Q0(t, x+∆x)
)

+

+
1

2

(∆x)2

∆ t

Q0(t, x − ∆x) − 2Q0(t, x) +Q0(t, x +∆x)

∆2 x
+

+
1

2
µ
(

Q1(t, x − ∆x) +Q1(t, x+∆x)
)

−

− 2p
(∆x)2

∆ t

Q0(t, x+∆x) − Q0(t, x − ∆x)

2∆x
.

(26)

В результате предельного перехода при ∆t→ 0,∆x→ 0, ∆t=(∆x)2/b,p= a/(2b) из

уравнения (26) следует уравнение (16).

Получим уравнения относительно вероятностей состояния системы массового об-

служивания p(l,n,k) в граничных точках точках k=0,k=m для l>0, затем относи-

тельно нестационарных характеристик Ql(t,x) в граничных точках точках x=α,x=β

для l> 0.
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Применив формулу полной вероятности (21) и вероятности перехода для гранич-

ных точек, получим для l> 1,k=0

p(l, n+ 1, 0) = p(l − 1, n, 0)p0,0(l − 1, l) + p(l − 1, n, 1)p1,0(l − 1, l)+

+p(l, n, 0)p0,0(l, l) + p(l, n, 1)p1,0(l, l)+

+p(l + 1, n, 0)p0,0(l + 1, l) + p(l + 1, n, 1)p1,0(l + 1, l) =

= p(l − 1, n, 0)
(1

2
− p∆x

)

x0∆t+ p(l − 1, n, 1)
(1

2
− p∆x

)

x1∆t+

+p(l, n, 0)
(1

2
− p∆x

)(

1 − (x0 + µ)∆t
)

+ p(l, n, 1)
(1

2
− p∆x

)(

1 − (x1 + µ)∆t
)

+

+p(l+ 1, n, 0)
(1

2
− p∆x

)

µ∆t+ p(l + 1, n, 1)
(1

2
− p∆x

)

µ∆t+ o(∆t) =

=
1

2
∆ tx0

(

p(l − 1, n, 0) + p(l − 1, n, 1)
)

+
1

2

(

p(l, n, 0) + p(l, n, 1)
)

−

− p∆x
(

p(l, n, 0) + p(l, n, 1)
)

−
1

2
∆t(x0 + µ)

(

p(l, n, 0) + p(l, n, 1)
)

+

+
1

2
µ∆t

(

p(l + 1, n, 0) + p(l + 1, n, 1)
)

+ o(∆t) =

=
1

2

(

p(l, n, 0) + p(l, n, 1)
)

− p∆x
(

p(l, n, 0) + p(l, n, 1)
)

+

+
1

2
µ∆t

(

p(l + 1, n, 0) + p(l + 1, n, 1)
)

−
1

2
∆t(x0 + µ)

(

p(l, n, 0) + p(l, n, 1)
)

+

+
1

2
∆ tx0

(

p(l − 1, n, 0) + p(l − 1, n, 1)
)

+ o(∆t).

(27)

В (27) перейдем от функций p(l,n,k) дискретных аргументов к непрерывным

функциям Ql(t,x) непрерывных аргументов пространства L:

Ql(t+∆ t, α) =
1

2

(

Ql(t, α) +Ql(t, α+∆x)
)

− p∆x
(

Ql(t, α) +Ql(t, α+∆x)
)

+

+
1

2
µ∆ t

(

Ql+1(t, α) +Ql+1(t, α+∆x)
)

−
1

2
∆ t(α+ µ)

(

Ql(t, α) +Ql(t, α+∆x)
)

+

+
1

2
∆ tα

(

Ql−1(t, α) +Ql−1(t, α+∆x)
)

+ o(∆ t), l > 1.

(28)

Применив формулу Тейлора с остаточным членом в форме Пеано к функциям Ql(t+

+∆t,α) по переменной t

Ql(t+∆ t, α) = Ql(t, α) +
∂Ql(t, α)

∂t
∆t+ o(∆t),

к функциям Ql(t,α+∆x) по переменной x в окрестности точки x=α

Ql(t, α+∆x) = Ql(t, α) +
∂Ql(t, α)

∂x
∆x+ o(∆x),

получим в (28)

Ql(t, α) +
∂Ql(t, α)

∂t
∆ t+ o(∆ t) = Ql(t, α) +

1

2
∆x

∂Ql(t, α)

∂x
− 2p∆xQl(t, α) −
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− p(∆x)2
∂Ql(t, α)

∂x
+ µ∆ tQl+1(t, α) +

1

2
µ∆ t∆x

∂Ql+1(t, α)

∂x
−

− (α + µ)∆ tQl(t, α) −
1

2
(α+ µ)∆ t∆x

∂Ql(t, α)

∂x
+ α∆ tQl−1(t, α)+

+
1

2
α∆ t∆x

∂Ql−1(t, α)

∂x
+ o(∆x), l > 1.

(29)

После приведения подобных слагаемых Ql(t,α) в (29), деления на ∆x, в результате

предельного перехода при ∆t→0,∆x→0 получим уравнения

1

2

∂Ql(t, α)

∂x
− 2pQl(t, α) = 0, l > 1.

Откуда с учетом p=a/2b следуют граничные уравнения (18) при x=α,l> 1.

Применив формулу полной вероятности (21) и вероятности перехода для гранич-

ных точек, получим для l=0,k=0

p(0, n+ 1, 0) = p(0, n, 0)p0,0(0, 0) + p(0, n, 1)p1,0(0, 0)+

+p(1, n, 0)p0,0(1, 0) + p(1, n, 1)p0,0(1, 0) =

= p(0, n, 0)
(1

2
− p∆x

)(

1 − x0∆t
)

+ p(0, n, 0)
(1

2
− p∆x

)(

1 − x1∆t
)

+

+p(1, n, 0)
(1

2
− p∆x

)

µ∆t+ p(1, n, 1)
(1

2
− p∆x

)

µ∆t+ o(∆t) =

=
1

2

(

p(0, n, 0) + p(0, n, 1)
)

−

− p∆x
(

p(0, n, 0) + p(0, n, 1)
)

−
1

2
∆tx0

(

p(0, n, 0) + p(0, n, 1)
)

+

+
1

2
µ∆t

(

p(1, n, 0) + p(1, n, 1)
)

+ o(∆t) =

=
1

2

(

p(0, n, 0) + p(0, n, 1)
)

− p∆x
(

p(0, n, 0) + p(0, n, 1)
)

+

+
1

2
µ∆t

(

p(1, n, 0) + p(1, n, 1)
)

−
1

2
∆tx0

(

p(0, n, 0) + p(0, n, 1)
)

+ o(∆t).

(30)

В (30) перейдем от функций p(l,n,k) дискретных аргументов к непрерывным функ-

циям Ql(t,x) непрерывных аргументов пространства L:

Q0(t+∆ t, α)=
1

2

(

Q0(t, α) +Q0(t, α+∆x)
)

−p∆x
(

Q0(t, α) +Q0(t, α+∆x)
)

+

+
1

2
µ∆ t

(

Q1(t, α) +Q1(t, α+∆x)
)

−
1

2
∆ tα

(

Ql(t, α) +Q0(t, α+∆x)
)

+ o(∆ t).

(31)

Применив формулу Тейлора с остаточным членом в форме Пеано к функции

Q0(t+∆t,α) по переменной t, к функции Q0(t,α+∆x) по переменной x, в окрестности

точки x=α получим в (31)

Q0(t, α) +
∂Q0(t, α)

∂t
∆ t+ o(∆ t) =
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= Q0(t, α)+
1

2
∆x

∂Q0(t, α)

∂x
− 2p∆xQ0(t, α)− p(∆x)2

∂Q0(t, α)

∂x
+ µ∆ tQ1(t, α)+

+
1

2
µ∆ t∆x

∂Q1(t, α)

∂x
− α∆ tQl(t, α) −

1

2
α∆ t∆x

∂Q0(t, α)

∂x
+ o(∆x).

(32)

После приведения подобных слагаемых Q0(t,α) в (32), деления на ∆x, в результате

предельного перехода при ∆t→0,∆x→0 получим уравнение

1

2

∂Ql(t, α)

∂x
− 2pQl(t, α) = 0, l = 0.

Откуда с учетом p=a/2b следует граничное уравнение (18) при x=α, l=0.

С применением аналогичных рассуждений выводятся граничные уравнения (18)

при x=β, l> 0.

Для k=m

p(l, n+ 1,m) = p(l − 1, n,m)pm,m(l − 1, l) + p(l − 1, n,m − 1)pm−1,m(l − 1, l)+

+p(l, n,m)pm,m(l, l) + p(l, n,m − 1)pm−1,m(l, l)+

+p(l + 1, n,m)pm,m(l + 1, l) + p(l + 1, n,m − 1)pm−1,m(l + 1, l) =

=
1

2
∆ txm

(

p(l − 1, n,m) + p(l − 1, n,m − 1)
)

+
1

2

(

p(l, n,m)+

+p(l, n,m − 1)
)

+ p∆x
(

p(l, n,m) + p(l, n,m − 1)
)

+

+
1

2
µ∆ t

(

p(l + 1, n,m) + p(l + 1, n,m − 1)
)

−

−
1

2
∆ t(xm + µ)

(

p(l, n,m) + p(l, n,m − 1)
)

+ o(∆ t), l > 1.

(33)

В (33) перейдем от функций p(l,n,k) дискретных аргументов к непрерывным

функциям Ql(t,x) непрерывных аргументов пространства L:

Ql(t+∆ t, β)=
1

2

(

Ql(t, β) +Ql(t, β − ∆x)
)

+ p∆x
(

Ql(t, β) +Ql(t, β − ∆x)
)

+

+
1

2
µ∆ t

(

Ql+1(t, β) +Ql+1(t, β−∆x)
)

−
1

2
∆ t(β + µ)

(

Ql(t, β) +Ql(t, β−∆x)
)

+

+
1

2
∆ tβ

(

Ql−1(t, β) +Ql−1(t, β − ∆x)
)

+ o(∆ t), l > 1.

(34)

Для l=0

Q0(t+∆ t, β)=
1

2

(

Q0(t, β) +Q0(t, β−∆x)
)

+ p∆x
(

Q0(t, β) +Q0(t, β−∆x)
)

+

+
1

2
µ∆ t

(

Q1(t, β) +Q1(t, β−∆x)
)

−
1

2
∆ tβ

(

Q0(t, β) +Q0(t, β−∆x)
)

+ o(∆ t).

(35)

В уравнениях (34), (35) применив формулу Тейлора с остаточным членом в фор-

ме Пеано к функциям Ql(t+∆t,β) по переменной t, к функциям Ql(t,β−∆x) по

переменной x, в окрестности точки x=β получим

Ql(t, β) +
∂Ql(t, β)

∂t
∆ t+ o(∆ t) =
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=Ql(t, β)−
1

2
∆x

∂Ql(t, β)

∂x
+ 2p∆xQl(t, β)− p(∆x)2

∂Ql(t, β)

∂x
+ µ∆ tQl+1(t, β)−

−
1

2
µ∆ t∆x

∂Ql+1(t, β)

∂x
− (β + µ)∆ tQl(t, β) +

1

2
(β + µ)∆ t∆x

∂Ql(t, β)

∂x
+

+β∆ tQl−1(t, β) −
1

2
β∆ t∆x

∂Ql−1(t, β)

∂x
+ o(∆x), l > 1.

(36)

Для l=0

Q0(t, β) +
∂Q0(t, β)

∂t
∆ t+ o(∆ t) = Q0(t, β) −

1

2
∆x

∂Q0(t, β)

∂x
+

+2p∆xQ0(t, β) − p(∆x)2
∂Q0(t, β)

∂x
+ µ∆ tQ1(t, β) − µ∆ tβQ0(t, β) −

−
1

2
µ∆ t∆x

∂Q1(t, β)

∂x
+

1

2
β∆ t∆x

∂Q0(t, β)

∂x
+ o(∆x).

(37)

Из уравнений (36), (37) после приведения подобных Ql(t,β),Q0(t,β), деления на

∆x в результате предельного перехода при ∆t→0,∆x→0 получим уравнения

1

2

∂Ql(t, β)

∂x
− 2pQl(t, β) = 0, l > 0.

Откуда, так как p=a/2b, следуют граничные уравнения (18) при x=β.

Начальные условия (19) заданы. Условие нормировки (20) выполняется по опре-

делению нестационарных характеристик Ql(t,x) и следует из формулы полной ве-

роятности

∑

l>0

Ql(t, x)dx =
∑

l>0

P{ν(t) = l, x 6 λ(t) < x+ dx} =

= P{x 6 λ(t) < x+ dx} = f(t, x)dx.

Теорема 3 доказана. 2

Заметим, что уравнения системы (16), (17) отличаются от нестационарных диф-

ференциальных уравнений Колмогорова – Чепмена наличием слагаемых с диффе-

ренциальным оператором Фоккера – Планка AQl(t,x). Поэтому уравнения (16), (17)

являются нестационарными уравнениями типа Колмогорова – Чепмена с оператором

Фоккера – Планка.

Теорема 4. Если в СМО существует стационарный режим, то стационарные

характеристики ql(x) ∈ C2[α, β], l > 0, рассматриваемой СМО удовлетворяют следу-

ющим уравнениям:

1) во внутренних точках x ∈ (α, β) стационарным уравнениям типа Колмогорова

— Чепмена с дифференциальным оператором Фоккера – Планка

− xq0(x) + µq1(x) +
b

2
q′′0 (x) − aq′0(x) = 0, (38)

xql−1(x) − (x+ µ)ql(x) + µql+1(x) +
b

2
q′′l (x) − aq′l(x) = 0, l > 0, (39)
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2) в граничных точках r1=α, r2=β краевым условиям

b

2
q′l(ri) − aql(ri) = 0, l > 0, i = 1, 2,

3) условию нормировки
∑

l>0

ql(x) = f(x).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Уравнения для стационарных характеристик числа за-

явок ql(x) получены из уравнений теоремы 3 с учетом того, что в стационарном

режиме
(

Ql(t, x)
)

′
t = 0, l > 0, нестационарные характеристики переходят в стацио-

нарные. Теорема 4 доказана. 2

Заметим, что уравнения системы (38), (39) отличаются от стационарных диф-

ференциальных уравнений Колмогорова – Чепмена наличием слагаемых с диффе-

ренциальным оператором Фоккера – Планка Aql(x). Поэтому уравнения (38), (39)

являются стационарными уравнениями типа Колмогорова – Чепмена с дифферен-

циальным оператором Фоккера – Планка.

Заключение

Благодаря использованию методики (динамики) Колмогорова — Чепмена в рабо-

те получены краевые задачи для нестационарной и стационарной плотностей диф-

фузионного процесса, нестационарных и стационарных характеристик числа заявок

в СМО с дважды стохастическим пуассоновским входным потоком заявок с диф-

фузионной интенсивностью входного потока с ненулевым коэффициентом сноса и

упругими границами, экспоненциальным обслуживанием, одним обслуживающим

прибором и бесконечным накопителем.
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ABSTRACT

In this paper we obtain the differential equation of the type Kolmogorov

– Chapman with differential operator of the Fokker – Planck, having the-

oretical and practical value in the differential equations theory. Equations

concerning non-stationary and stationary characteristics of the number of

applications obtained for a class of Queuing systems (QS) with an infi-

nite storage device, one service device with exponential service, the input

of which is supplied twice stochastic a Poisson flow whose intensity is a

random diffusion process with springy boundaries and a non-zero drift co-

efficient. Service systems with diffusion intensity of the input flow are used

for modeling of global computer networks nodes.

Key words: Kolmogorov – Chapman type differential equations, Fokker –

Planck differential operator, double stochastic Poisson flow, diffusion pro-

cess, Queuing system, probabilistic characteristics of the applications num-

ber.
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