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О распределении целых точек на
трёхмерной сфере
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Пусть rs(d) — количество представлений неотрицательного целого d суммой s

квадратов целых чисел. В работе [1] для вещественных 06u<v61 и любого нечёт-
ного натурального d была доказана асимптотическая формула
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4 = d

ud6a2
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26vd

1 =
∑

ud6n6vd

r2(n)r2(d − n) =

= (u − v)r4(d) +Oε(d
2/3+ε) ∀ε > 0.

(1)

Пусть d=2ld1, где d1 и l — натуральные числа и d1 — нечётное. В работе дока-
зывается следующее утверждение.

Теорема. Для любого ε > 0

r4(d;u, v) = (u − v)r4(d) +Oε(d
2/3+ε
1 ).

Для произвольной функции φ, определённой на отрезке [−1,1], положим

r
(φ)
4 (d) =

∑
a2
1+a2
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4 = d

φ(1 − 2
a21 + a22

d
) =

d∑
n = 0

r2(n)r2(d − n)φ(1 − 2n

d
).

Лемма. Пусть d ≡ 0 (mod 4). Тогда r
(φ)
4 (d) = r

(φ)
4 (d/2).
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Для любого целого a выполняется сравнение

a2 ≡ 0, 1 ( mod 4).

Отсюда следует, что для любого целочисленного представления

a21 + a22 + a23 + a24 = d (2)

целые a1,a2,a3,a4 либо одновременно чётные, либо нечётные. Поэтому преобразова-
ние

(a1, a2, a3, a4) → (b1, b2, b3, b4) =
1

2
(a1 + a2, a1 − a2, a3 + a4, a3 − a4)

устанавливает взаимно однозначное соответствие между целочисленными точками
на сферах (2) и

b21 + b22 + b23 + b24 = d/2,

поскольку
a21 + a22 = 2(b21 + b22), a23 + a24 = 2(b23 + b24).

Следовательно,
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=

∑
b21+b22+b23+b24 = d/2

φ(1 − 2
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) =

= r
(φ)
4 (d/2).

Лемма доказана. 2
Следствие. Для любого нечётного натурального d1 и l > 2

r
(φ)
4 (2ld1) = r

(φ)
4 (2d1).

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы. Доказательство асимптотической формулы
(1) в работе [1] основывалось на формуле следа из [2], в которой для функций φ(x) =

= Pn(x) (полиномы Лежандра) было получено разложение r
(φ)
4 (d) в виде среднего

по произведениям коэффициента Фурье с номером d и двух L-рядов Гекке парабо-
лических форм чётного веса 2k, автоморфных относительно конгруэнцподгруппы
Γ0(4). В той же работе отмечалось, что это разложение справедливо для всех нату-
ральных d. Применяя утверждение леммы 1 и действуя точно так же, как в [1], с
помощью спектрального решета (см. [3]) получим утверждение теоремы. 2
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ABSTRACT

The result of V.A. Bykovsky and M.D. Monina on the distribution of

integer points on the three-dimensional sphere a21 + a22 + a23 + a24 = d with

odd d is extended to the case of even d.
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