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Задача о разделении переменных

В работе приведен критерий допустимости разделения переменных для голо-
морфной функции двух переменных.
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В работах [1–12] рассматривались функциональные уравнения

f(z1 + z2) · φ(z1 − z2) = a1(z1)b1(z2) + ...+ am(z1)bm(z2),

f(z1 + z3) · φ(z2 + z3) · ψ(z1 + z2 − z3) = a1(z1, z2)b1(z3) + ...+ am(z1, z2)bm(z3).

В данной работе решается вопрос об условиях представимости голоморфной
функции двух переменных в виде

f(z1, z2) = a1(z1) · b1(z2) + . . .+ am(z1) · bm(z2),

где as(z1),bs(z2) — голоморфные функции.
Введем обозначения: k=(k1,...,kn) — целочисленный вектор с неотрицательными

координатами, |k| : =k1+k2+ ...+kn,

∂|k|f

∂k1z1 ... ∂knzn
: = Dk1,...,knf.

Если функция a : C→C, то применяем стандартное обозначение

a(k) =
dka

dzk
.

Для функций as=as(z1), bs= bs(z2), s=1,m введем обозначения

a = (a1, . .. , am), b = (b1, .. . , bm), a · b = a1b1 + ...+ ambm,

a(k) · b = a
(k)
1 b1 + ...+ a(k)m bm, a · b(k) = a1b

(k)
1 + ...+ amb

(k)
m .
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W — вронскиан соответствующей системы функций. Будем обозначать через
(a

(k)
s )m×m матрицу размером m×m, где s — номер столбца, s= 1,m, a порядок

производной k — номер строки, k=0,m−1. Ясно, что

det(a(k)s (z1))m×m =W (a)(z1), det(b(k)s (z2))m×m =W (b)(z2),

W ({z2 → a(k)(z1) · b(z2)}m−1
k = 0) =W ({z1 → a(z1) · b(k)(z2)}m−1

k = 0).

Считаем, что в определителе det(Di,jf)m×m индексы i,j=0,m−1.
Для голоморфных функций f,φ : ω→C, ω⊂C2 полагаем

(f, φ)ω =

∫
ω

f · φdω.

Если {fi}mi=1 — некоторая система голоморфных функций, то через Γ(f1,...,fm)ω
обозначим определитель Грама

Γ(f1, .. . , fm)ω =

∣∣∣∣∣∣∣∣
(f1, f1)ω (f1, f2)ω . . . (f1, fm)ω
(f2, f1)ω (f2, f2)ω . . . (f2, fm)ω
. . . . . . . . . . . .

(fm, f1)ω (fm, f2)ω . . . (fm, fm)ω

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
Известно, что условие Γ(f1, ... ,fm)ω =0 необходимо и достаточно для линейной

зависимости системы функций {fi}mi=1 на множестве ω.

Лемма 1. W (a)(z1) ·W (b)(z2) =W ({z2 → a(k)(z1) · b(z2)}m−1
k = 0).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Так как

(a(k)s )m×m · (b(k)s )Tm×m = (a(s) · b(k))m×m и det(b(k)s (z2))
T
m×m =W (b)(z2),

то из равенства

det(a(k)s )m×m · det(b(k)s )Tm×m = det(a(s) · b(k))m×m

следует W (a)(z1) ·W (b)(z2) =W ({z2 → a(k)(z1) · b(z2)}m−1
k = 0). 2

Обозначим через Pk(Ω) множество всех zk(k=1,2) таких, что точки (z1,z2) при-
надлежат области Ω. Введем обозначения дифференциальных операторов

Lm
1 [u](z1) : =

m∑
k = 0

pk(z1)
dku

dzk1
, Lm

2 [u](z2) : =

m∑
k = 0

qk(z2)
dku

dzk2
,

где pk(z1),qk(z2) — некоторые голоморфные функции, pm(z1)=/0,qm(z2)=/0.

Теорема 1. Для представления голоморфной функции f(z1, z2) в области Ω ⊂
C2 в виде

f(z1, z2) = a1(z1) · b1(z2) + . . .+ am(z1) · bm(z2), W (a)(z1) ·W (b)(z2) =/ 0,

необходимо и достаточно выполнение хотя бы одного из условий:
1) функция z1 → f(z1, z2) для любого z2 ∈ P2(Ω) — решение некоторого уравне-

ния Lm
1 [u](z1) = 0, W ({z1 → D0,kf(z1, z2)}m−1

k = 0) =/ 0, (z1, z2) ∈ Ω;
2) функция z2 → f(z1, z2) для любого z1 ∈ P1(Ω) — решение некоторого уравне-

ния Lm
2 [u](z2) = 0, W ({z2 → Dk,0f(z1, z2)}m−1

k = 0) =/ 0, (z1, z2) ∈ Ω.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Необходимость. Пусть

f(z1, z2) =

m∑
s = 1

as(z1) · bs(z2), W (a)(z1) ·W (b)(z2) =/ 0. (1)

Доказываем условие 1) теоремы. Так какW (a)(z1)=/0,z1∈P1(Ω), то система функций
{as}ms=1 будет фундаментальной для некоторого однородного дифференциального
уравнения m-го порядка (см., например, [13])

Lm
1 [u](z1) =

m∑
k = 0

pk(z1)
dku

dzk1
= 0, z1 ∈ P1(Ω).

Поэтому из (1) для любых (z1,z2)∈Ω следует

Lm
1 [f(·, z2)](z1) =

m∑
s = 1

Lm
1 [as](z1) · bs(z2) = 0,

а из леммы получим

W ({z1 → D0,kf(z1, z2)}m−1
k = 0) =/ 0, (z1, z2) ∈ Ω.

Достаточность. Пусть, например, выполнено условие 1). Тогда

f(z1, z2) = a1(z1) · b1(z2) + . . .+ am(z1) · bm(z2),

где {as(z1)}ms=1 — фундаментальная система решений уравнения Lm
1 [u](z1)=0, по-

этому W (a)=/ 0. Для системы функций {bs(z1)}ms=1 также W (b)=/ 0. В самом деле,
так как W (a)=/0, то из системы уравнений

m∑
s = 1

a(k)s (z1) · bs(z2) = Dk,0f(z1, z2), k = 0,m − 1

следует голоморфность функций bs(z2), а из леммы — условие W (b)=/0. 2
Теорема 2. Для представления голоморфной функции f(z1, z2) в области Ω ⊂

C2 в виде

f(z1, z2) = a1(z1) · b1(z2) + . . .+ am(z1) · bm(z2), W (a)(z1) ·W (b)(z2) =/ 0

необходимо и достаточно выполнение условий

det(Di,jf)m×m =/ 0 в Ω, Γ(z2 → D0,0f(z1, z2), . . . , z2 → Dm,0f(z1, z2))P2(B) = 0,

где B — окрестность некоторой точки из Ω.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Необходимость. Из теоремы 1следует, что в Ω

det(Di,jf)m×m =/ 0.
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Фиксируем точку (z01 , z
0
2) из Ω и некоторую ее окрестность B ⊂ Ω. Согласно теоре-

ме 1 функция z1 → f(z1, z2) — решение уравнения Lm
1 [u](z1) = 0, поэтому для каждо-

го z1 ∈ P1(Ω) система функций {z2 → Dk,0f(z1, z2)}mk = 0 линейно зависима в P2(B),
но тогда Γ(z2 → D0,0f(z1, z2), . .. , z2 → Dm,0f(z1, z2))P2(B) = 0, z1 ∈ P1(Ω).

Достаточность. Из равенства Γ(z2 → D0,0f(z1, z2), .. . , z2 → Dm,0f(z1, z2))P2(B) =

= 0, B ⊂ Ω следует для каждого z1 ∈ P1(Ω) линейная зависимость в P2(B) системы
функций {z2 → Dk,0f(z1, z2)}mk = 0:

m∑
k = 0

pk(z1) ·Dk,0f(z1, z2) = 0, z1 ∈ P1(Ω), z2 ∈ P2(B). (2)

Покажем, что pm(z1)=/0 для каждого z1∈P1(Ω). Пусть существует такое z1, что
pm(z1)=0. Тогда из (2) получим

m−1∑
k = 0

pk(z1) ·Dk,0f(z1, z2) = 0,

а так как из условия W ({z2→Dk,0f(z1,z2)}m−1
k=0)= det(Di,jf(z1,z2))m×m=/0 следует

линейная независимость системы функций {z2→Dk,0f(z1,z2)}m−1
k=0 , то pk(z1)=0,k=

=1,m−1, что противоречит линейной зависимости системы {z2→Dk,0f(z1,z2)}mk=0.
Таким образом, получим pm(z1)=/0 для всех z1∈P1(Ω).

Разделив (2) на pm(z1) и переобозначив pk(z1)
pm(z1)

на pk(z1), k=1,m−1, получим

m−1∑
k = 0

pk(z1) ·Dk,0f(z1, z2) = − Dm,0f(z1, z2), z1 ∈ P1(Ω), z2 ∈ P2(B).

Так как det(Di,jf(z1,z2))m×m=/0, то из системы

m−1∑
k = 0

pk(z1) ·Dk,sf(z1, z2) = − Dm,sf(z1, z2), z1 ∈ P1(Ω), z2 ∈ P2(B), s = 0,m − 1,

следует голоморфность функций pk(z1),k=1,m−1. Но тогда голоморфная функция

(z1, z2) → Dm,0f(z1, z2) +

m−1∑
k = 0

pk(z1) ·Dk,0f(z1, z2)

тождественно равна нулю в B, поэтому из теоремы единственности [14] следует, что
во всей области Ω

Dm,0f(z1, z2) +

m−1∑
k = 0

pk(z1) ·Dk,0f(z1, z2) = 0,

то есть функция z1→f(z1,z2) для любого z2∈P2(Ω) является решением уравнения

dmu

dzm1
+

m−1∑
k = 0

pk(z1)
dku

dzk1
= 0, z1 ∈ P1(Ω),
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а так как W ({z1 →D0,kf(z1,z2)}m−1
k=0)=/ 0, то по теореме 1 для функции f(z1,z2) в

области Ω справедливо представление

f(z1, z2) = a1(z1) · b1(z2) + . . .+ am(z1) · bm(z2), W (a)(z1) ·W (b)(z2) =/ 0.

2
Замечание. При выполнении условий

det(Di,jf)m×m =/ 0 в Ω, Γ(D0,0f, . . . ,Dm,0f)B = 0,

где B — окрестность некоторой точки из Ω, функция z1 → f(z1, z2) есть решение
уравнения

dmu

dzm1
+ pm−1

dm−1u

dzm−1
1

+ . . .+ p0u = 0,

где pm−1, .. . , p0 — константы. В самом деле, из условия

Γ(D0,0f, . . . ,Dm,0f)B = 0

следует существование таких констант pk, k = 0,m, что |p0|+ ...+ |pm| =/ 0,

m∑
k = 0

pk ·Dk,0f(z1, z2) = 0, (z1, z2) ∈ B.

Далее проводим рассуждения такие же, как в доказательстве теоремы 2.

Теорема 3. Пусть функция f(z1, z2) голоморфна в области Ω ⊂ C2, точка
(z01 , z

0
2) ∈ Ω. Для представления f(z1, z2) в виде

f(z1, z2) = a1(z1) · b1(z2) + . . .+ am(z1) · bm(z2), W (a)(z1) ·W (b)(z2) =/ 0,

необходимо и достаточно выполнение условий:
1) det(Di,jf)m×m =/ 0 в Ω;

2) f(z1, z2) =
m∑

j = 1

D0,j−1f(z1, z
0
2) · cj(z2), где голоморфные функции cj(z2) обра-

зуют единственное решение системы
m∑

j = 1

Di−1,j−1f(z
0
1 , z

0
2) · cj(z2) = Di−1,0f(z

0
1 , z2), i = 1,m.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Необходимость. Согласно теореме 2 функция z1→f(z1,z2)

для любого z2 ∈ P2(Ω) является решением некоторого уравнения

m∑
i = 0

pi(z1)
diu

dzi1
= 0, pm(z1) =/ 0, det(Di,jf)m×m =/ 0 в Ω,

поэтому для любых (z1, z2) ∈ Ω

m∑
i = 0

pi(z1)Di,0f(z1, z2) = 0,



232 В.Я. Прудников

но тогда m∑
i = 0

pi(z1)Di,jf(z1, z2) = 0, j = 0,m.

Полагая здесь z2 = z02 , получим

m∑
i = 0

pi(z1)Di,jf(z1, z
0
2) = 0, j = 0,m.

Так как W ({z1 → D0,jf(z1, z
0
2)}m−1

j = 0) =/ 0, то {z1 → D0,jf(z1, z
0
2)}m−1

j = 0 — фундамен-
тальная система решений уравнения

m∑
i = 0

pi(z1)
diu

dzi1
= 0, pm(z1) =/ 0.

Поэтому

f(z1, z2) =

m∑
j = 1

D0,j−1f(z1, z
0
2) · cj(z2),

откуда получим систему уравнений

m∑
j = 1

Di−1,j−1f(z
0
1 , z

0
2) · cj(z2) = Di−1,0f(z

0
1 , z2), i = 1,m.

Из этой системы голоморфные функции cj(z2) определяются однозначно, так как
det(Di,jf(z

0
1 , z

0
2))m×m =/ 0.

Достаточность. Из представления

f(z1, z2) =

m∑
j = 1

D0,j−1f(z1, z
0
2) · cj(z2)

следует, что aj(z1) : = D0,j−1f(z1, z
0
2), bj(z2) : = cj(z2). Ясно, чтоW (a)(z1) =/ 0, так

как det(Di,jf(z1, z2))m×m =/ 0. Согласно лемме

det(Di,jf(z1, z2))m×m = det(Di,jf(z1, z
0
2))m×m · det(b(j)i (z2))m×m,

поэтому условие W (b)(z2) =/ 0 также выполнено. 2
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ABSTRACT

The paper presents a criterion for the admissibility of the separation of

variables for a holomorphic function of two variables.
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