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1. Введение

Критическими явлениями называют процессы, происходящие с физическими си-
стемами при приближении их состояний к точкам фазовых переходов. Важными ас-
пектами критических явлений являются универсальность и масштабируемость [1,2].
Критические явления, связанные с фазовыми переходами второго рода, подразде-
ляются на ограниченное число классов, универсальность которых определяется, в
частности, пространственной размерностью, геометрической структурой, парамет-
ром порядка.

Объектом моделирования была решетка пирохлора, в узлах которой располага-
лись взаимодействующие спины. Решетка пирохлора представляет собой трехмер-
ную структуру, состоящую из тетраэдров. При этом каждая вершина тетраэдра со-
единена с вершиной другого (см. рис. 1). Спины в узлах решетки выстраиваются
таким образом, что два из них смотрят внутрь тетраэдра, а два других — наружу.
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Рис. 1. Структура решетки пирохлора. Каждая вершина тетраэдра соединена с вер-
шиной соседнего тетраэдра.

Стоит отметить, что в последнее время наблюдается повышенный интерес к ма-
териалам из пирохлора из-за того, что они проявляет свойства спинового льда [6,7].

Одним из эффективных подходов, часто используемым в расчете физических
систем, состоящих из большого числа частиц, является Монте-Карло моделирова-
ние [8]. К классу Монте-Карло методов относится и алгоритм Метрополиса, при-
менямый для определения различных физических параметров систем, находящих-
ся в состоянии термодинамического равновесия [9]. Однако алгоритм Метрополиса
имеет серьезный недостаток, связанный с проблемой критического замедления: для
приведения системы в состояние термодинамического равновесия вблизи критиче-
ской температуры требуется очень большое количество времени. Для преодоления
данной проблемы были разработаны кластерные алгоритмы Монте-Карло, напри-
мер, мультикластерный алгоритм Свендсена –Ванга [10] и однокластерный алго-
ритм Вольффа [11].

Высокопроизводительные вычисления осуществлялись с использованием графи-
ческих процессоров (GPU). Параллелизация кластерных алгоритмов не является
тривиальной задачей, так как часть алгоритма, в которой происходит определение
кластера, требует последовательных операций. Комура и Окабе [12] предложили
использовать GPU для мультикластерного алгоритма Свендсена –Ванга с примене-
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нием идей Ховика [13] и Калантева [14]. Не так давно Комура [15] предложил эф-
фективный подход к реализации мультикластерного алгоритма Свендсена –Ванга.
Програмный код медотов [12] и [15] опубликован в [16,17]. Данные алгоритмы приме-
нялись при исследовании фазовых переходов в двумерной XY модели [18] и модели
Изинга на квазикристаллической решетке Пенроуза [19].

Оставшаяся часть материала организована следующим образом: модель и метод
описаны в Разделе 2. Раздел 3 содержит представление и обсуждение результатов,
в Разделе 4 подводятся итоги.

2. Модель и метод

В качестве основной сруктурной единицы рассматривалась 16-узловая единич-
ная кубическая ячейка пирохлора [20]. Из множества таких ячеек строилась основ-
ная моделируемая конструкция. Расчет осуществлялся для систем из LxLxL таких
ячеек. Число спинов в такой системе равно 16 ·L3. Рассматривались периодические
граничные условия.

Гамильтониан для классических спиновых моделей имеет вид

H = − J
∑
〈i,j〉

si · sj , (1)

где J — константа обменного взаимодействия, si есть n-мерный единичный век-
тор в узле решетки i [21]. При этом n= 1 для модели Изинга, n= 2 классической
XY модели и n= 3 классической модели Гейзенберга соответственно. Суммирова-
ние производится по всем парам ближайших соседей 〈i,j〉. Координационное число
решетки пирохлора равно 6, как и у простой кубической решетки.

Расчеты были осуществлены для трех моделей: модели Изинга, XY-модели и
модели Гейзенберга. Для каждой из них осуществлялось по 4 расчета для решеток
пирохлора с линейными размерами: L=32 (524288 спинов), L=48 (1769472 спинов),
L= 64 (4194304 спинов) и L= 96 (14155776 спинов).

Расчет модели Изинга осуществлялся с использованием алгоритма Свендсена –
Ванга [15]. Для моделирования систем с непрерывной симметрией (XY модели и мо-
дели Гейзенберга) использовался подход с использованием алгоритма Вольффа [11].
Во всех трех моделях критическая температура была определена методом конечно-
размерного скейлинга [22] кумулянтов Биндера [23]. Данные, получаемые с первых
10,000 Монте-Карло шагов отбрасывались, чтобы избежать влияния стартовой кон-
фигурации. В расчете учитывались данные следующих 200,000 Монте-Карло шагов.
Для системы каждого размера было проведено по 5 независимых численных экспе-
риментов; рассчитывалось среднее по пяти результатам, производился расчет сред-
неквадратического отклонения. В расчетах использовалась ферромагнитная модель.
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3. Результаты

3.1. Модель Изинга

Сперва рассмотрим модель Изинга. В ней наблюдается фазовый переход вто-
рого рода для систем с размерностью выше одного [24]. Эффективным способом
оценки Tc является метод кумулянтов Биндера [23]. В данном подходе необходимо
вычислить так называемый кумулянт Биндера по намагниченности, определяемый
по формуле (c точностью до аддитивной постоянной и постоянного множителя)

U(T ) =
〈M(T )4〉
〈M(T )2〉2

=
〈m(T )4〉
〈m(T )2〉2

, (2)

гдеm — намагниченность на один спин:m=M/N . На рис. 2 приводится зависимость
кумулянта Биндера от температуры для систем с L= 32 (N = 524288), L= 48 (N =

= 1769472), L=64 (N=4194304) и L=96 (N=14155776). На рисунке можно увидеть,
что U(T )→1 при T→0, в то время как U(T )→3 при T→∞. Размерность температуры
представлена в единицах J ; другими словами, мы принимаем J = 1. Среднеквадра-
тическое отклонение находится в пределах размеров знаков на рисунке. На рис. 2
мы видим, что данные для различных L пересекаются в точке T = 4.214, что дает
нам значение критической температуры Tc.

Рис. 2. Температурная зависимость кумулянта Биндера для намагниченности в мо-
дели Изинга на решетке пирохлора для систем с линейными размерами (и числом
спинов) L = 32 (N = 524288), L = 48 (N = 1769472), L = 64 (N = 4194304) и L =

= 96 (N = 14155776). L = 64 (N = 4194304) и L = 96 (N = 14155776).
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Чтобы получить более точную оценку Tc, рассмотрим скейлинговую функцию
[22] для соотношения U(T ).

U(t) = f1

(
t (N1/3)1/ν

)
, (3)

где t= (T −Tc)/Tc и ν — критический индекс корреляционной длины. Зависимость
U(T ) = 〈m4〉/〈m2〉2 как функции от t(N1/3)1/ν представлена на рис. 3; видно, что
графики для систем различных размеров сходятся в одну кривую в рамках сред-
неквадратического отклонения при следующих значениях Tc = 4.21394(2) и ν =
0.629(2). Полученное значение ν универсально для трехмерных систем в рамках мо-
дели Изинга [30]. Значение Tc = 4.21394(2), составляет 93.4% от Tc для простой
кубической решетки, 4.511524(20) [30], хотя координационное число обеих решеток
совпадает и равно 6.

Рис. 3. График скейлинговой функции соотношения Биндера в модели Изинга на
решетке пирохлора для систем с линейными размерами (и числом спинов) L =

= 32 (N = 524288), L = 48 (N = 1769472), L = 64 (N = 4194304) и L = 96 (N =

= 14155776). Значения Tc и ν представлены на изображении.

Далее рассмотрим скейлинговую функцию для среднеквадратичной намагничен-
ности:

〈m2〉 = (N1/3)−2β/νf2

(
t (N1/3)1/ν

)
, (4)

где β — критический индекс намагниченности. Используя полученные ранее значе-
ния Tc и ν, построим график скейлинговой функции среднеквадратичной намагни-
ченности (рис. 4). Графики для решеток разных размеров накладываются друг на
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Рис. 4. График скейлинговой функции среднеквадратичной намагниченности в мо-
дели Изинга на решетке пирохлора для систем с линейными размерами (и числом
спинов) L = 32 (N = 524288), L = 48 (N = 1769472), L = 64 (N = 4194304) и L =

= 96 (N = 14155776). Значения Tc, ν и β/ν представлены на изображении.

друга при β/ν равном 0.520(5), что подтверждает эффективность метода конечно-
размерного скейлинга.

3.2. XY модель

Найдем критическую температуру для XY-модели. Вновь воспользуемся мето-
дом кумулянтов Биндера. Температурная зависимость кумулянтов Биндера для на-
магниченностиM для классической XY-модели на решетке пирохлора представлена
на рис. 5. На рисунке показано, что для случая XY-модели (n= 2), U(T )→ 2 при
T→∞. Размеры систем аналогичны ранее рассмотренным в модели Изинга, средне-
квадратическое отклонение в пределах знаков на рисунке. На графике видим, что
данные для различных L пересекаются в точке T = 2.029.

На рис. 6 изображен график скейлинговой функции для соотношения Биндера в
классической XY-модели на решетке пирохлора. Данные для различных размеров
с хорошей точностью накладываются друг на друга при значениях Tc и ν, равных
2.02850(2) и 0.672(2)соответственно. Полученное значение критического индекса ν
универсально для 3D XY-модели [31]. Величина Tc = 2.02850(2), составляет 92.1%
от Tc = 2.20182(5) для простой кубической решетки [32]. График скейлинговой
функции среднеквадратичной намагниченности в классической XY-модели на ре-
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Рис. 5. Температурная зависимость соотношения Биндера для намагниченности в
XY модели на решетке пирохлора для систем с линейными размерами (и числом
спинов) L = 32 (N = 524288), L = 48 (N = 1769472), L = 64 (N = 4194304) и L =

= 96 (N = 14155776).

Рис. 6. График скейлинговой функции соотношения Биндера в классической XY
модели на решетке пирохлора для систем с линейными размерами (и числом спинов)
L = 32 (N = 524288), L = 48 (N = 1769472), L = 64 (N = 4194304) и L = 96 (N =

= 14155776). Значения Tc и ν представлены на изображении.
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Рис. 7. График скейлинговой функции среднеквадратичной намагниченности в
классической XY модели на решетке пирохлора для систем с линейными размерами
(и числом спинов) L = 32 (N = 524288), L = 48 (N = 1769472), L = 64 (N = 4194304)

и L = 96 (N = 14155776). Значения Tc, ν и β/ν представлены на изображении.

шетке пирохлора изображен на рис. 7. Используя полученные ранее значения Tc и
ν, находим β/ν = 0.515(5).

3.3. Модель Гейзенберга

Далее рассмотрим температурную зависимость соотношения Биндера в класси-
ческой модели Гейзенберга на решетке пирохлора (рис. 8). В случае модели Гейзен-
берга (размерность равна трем), U(T ) U(T )→5/3 при T→∞.

На рис. 9 изображен график скейлинговой функции соотношения Биндера для
классической модели Гейзенберга на решетке пирохлора. Графики для решеток
различных размеров накладываются друг на друга при значениях Tc и ν, равных
1.31695(2) и 0.711(2)соответственно. Полученное значение критического индекса ν
универсально для 3D модели Гейзенберга [33]. Величина Tc, 1.31695(2)составляет
91.3% от Tc простой кубической решетки. 1.4430(2) [34].

График скейлинговой функции среднеквадратичной намагниченности классиче-
ской модели Гейзенберга на решетке пирохлора изображен на рис 10. Используя
полученные ранее значения Tc и ν, находим β/ν = 0.515(5).
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Рис. 8. Температурная зависимость соотношения Биндера для намагниченности в
модели Гейзенберга на решетке пирохлора для систем с линейными размерами (и
числом спинов) L = 32 (N = 524288), L = 48 (N = 1769472), L = 64 (N = 4194304) и
L = 96 (N = 14155776).

Рис. 9. График скейлинговой функции соотношения Биндера в классической модели
Гейзенберга на решетке пирохлора для систем с линейными размерами (и числом
спинов) L = 32 (N = 524288), L = 48 (N = 1769472), L = 64 (N = 4194304) и L =

= 96 (N = 14155776). Значения Tc и ν представлены на изображении.



264 К.С. Солдатов, М.А. Падалко, В.C. Стронгин, Д.Ю. Капитан, ...

Рис. 10. График скейлинговой функции средне-квадратичной намагниченности в
классической модели Гейзенберга на решетке пирохлора. Размеры систем N = 16L3.
Значения Tc, ν и β/ν представлены на изображении.

4. Выводы

Были произведены высокопроизводительные вычисления для ферромагнитных
классических спиновых моделей на решетке пирохлора. Для расчетов использовался
мультикластерный алгоритм Вольффа, а также алгоритм Свендсена –Ванга в GPU
реализации [15]. Методом конечно-размерного скейлинга были получены критиче-
ские температуры 4.21394(2), 2.02850(2), и 1.31695(2) для модели Изинга (n= 1),
XY модели (n= 2), и модели Гейзенберга (n= 3) соответственно, что составляет
93.4%, 92.1% и 91.3% от Tc для простой кубической решетки. В данной работе была
рассмотрена идеальная решетка. В дальнейшем планируется исследовать примени-
мость данного метода к случайным системам, например, на решетку пирохлора с
разбавлениями.

Для выполнения расчетов были использованы вычислительные ресурсы ЦКП
"Центр данных ДВО РАН". Исследование выполнено в рамках государственного
задания миннауки РФ #075-00400-19-01.
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ABSTRACT

In this paper we present the results of the high-performance computations

for the Ising model, the XY-model and the classical Heisenberg model for

the pyrochlore lattice. We used Wolff and Swendsen-Wang cluster algo-

rithms with GPU parallelization for the calculations. We obtained critical

exponents and critical temperatures using finite-size scaling approach.
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