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В статье доказан критерий компактности оператора Tf(x) =
x∫
0

u(τ)f(τ)v(τ) dτ,

x > 0, действующего в весовых пространствах Лоренца T : Lr,s
v (R+) → Lp,q

ω (R+)
в области 1 < max(r, s) 6 q < ∞, 1 < p < ∞. Для компактного оператора полу-
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Введение

Пусть (X,µ) — измеримое пространство с положительной σ-аддитивной мерой µ.
Функция распределения измеримой функции f относительно меры µ определяется
формулой

f∗(τ) = µ{x ∈ X : |f(x)| > τ} =

∫
{x∈X:|f(x)|>τ}

dµ, τ > 0.

Невозрастающей перестановкой f∗ функции f отностительно меры µ называется

f∗(t) = inf{τ > 0: f∗(τ) 6 t}.

Положим X=(0,∞), dµ(x)=ω(x)dx, где ω(x) — измеримая положительная функ-
ция, конечная почти всюду на R+=(0,∞).
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Для 16 p,q <∞ весовое пространство Лоренца Lp,q
ω ≡Lp,q

ω (R+) состоит из всех
µ-измеримых функций f , для которых

∥f∥Lp,q
ω

=

( ∞∫
0

q

p

(
t
q
p−1f∗(t)q

)
dt

)1/q

< ∞. (1)

Пространство Лоренца в случае 16q6p<∞ является банаховым функциональ-
ным пространством c нормой (1), в случае же 1<p< q <∞ функционал (1) есть
только квазинорма, но Lp,q

ω является банаховым функциональным пространством с
другой нормой, эквивалентной квазинорме ∥f∥Lp,q

ω
(см. [1, гл. 4, стр. 219]).

Пространства Лоренца, являсь банаховыми функциональными пространствами,
обладают свойством монотонности (квази)нормы (см. [1, Chapter 1, Theorem 1.7]):

если |g| 6 |f | µ-п. в. и f ∈ Lp,q
ω , тогда g ∈ Lp,q

ω и ∥g∥Lp,q
ω

6 ∥f∥Lp,q
ω

; (2)

а также свойством абсолютной непрерывности нормы (см. [1, Chapter 1, §3] ):

∀f ∈ Lp,q
ω и ∀{En} ⊂ R+ такой, что χEn(x) → 0, выполнено ∥fχEn∥Lp,q

ω
→ 0.

Неравенство треугольника в пространствах Лоренца имеет вид [3, стр. 5572]

∥∥∥ N∑
k = 1

fk

∥∥∥
p,q

6 cpq

N∑
k = 1

∥∥fk∥∥p,q, (3)

где наилучшая константа

cpq =


1, 1 < q 6 p < ∞,(
p

q

)1/q (
p′

q′

)1/q′

, 1 < p < q < ∞.
(4)

Если функции f ∈Lp,q
ω , g∈Lp′,q′

ω при 1<p<∞, 16 q6∞, то выполняется нера-
венство Гёльдера ∣∣∣∣ ∫ ∞

0

f(x)g(x)ω(x) dx

∣∣∣∣6 ∥f∥Lp,q
ω

∥g∥Lp′,q′
ω

, (5)

где
1

p
+

1

p′
=1,

1

q
+

1

q′
=1 (см. [1, стр. 220]).

Для Lp,q
ω двойственное пространство определяется формулой

Lp′,q′

ω =

{
g :
∣∣∣∫ ∞

0

f(x)g(x)ω(x)dx
∣∣∣ < ∞, для всех f ∈ Lp,q

ω

}
с нормой

∥g∥
Lp′,q′

ω
= sup

∥f∥L
p,q
ω
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∣∣∣∫ ∞

0

f(x)g(x)ω(x)dx
∣∣∣. (6)

Заметим также, что ∥f∥Lp,q
ω

=
(∞∫

0

qf∗(t)
q
p tq−1dt

) 1
q

и ∥χ(0,t)∥Lp,q
ω

=
( t∫

0

ω(τ)dτ
) 1

p

.
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В пространствах Лоренца при условии, что 1<max(r,s)6 q <∞ и 1< p<∞,
рассмотрим оператор T :Lr,s

v (R+)→Lp,q
ω (R+) вида

Tf(x) =

x∫
0

u(τ)f(τ)v(τ) dτ, x > 0, (7)

с весовыми функциями u∈Lr′,s′

v (0,x), v∈L1(0,x) для любого x>0.

Принцип двойственности. [1] Если оператор T :Lr,s
v (R+)→Lp,q

ω (R+) является
ограниченным линейным оператором таким, что неравенство ∥Tf∥Lp,q

ω
6C∥f∥Lr,s

v
вы-

полняется для всех f ∈Lr,s
v с положительной константой C, то ∥T ′g∥

Lr′,s′
v

6C∥g∥
Lp′,q′

ω

для всех g∈Lp′,q′

ω , где двойственный оператор T ′ :Lp′,q′

ω (R+)→Lr′,s′

v (R+) имеет вид

T ′g(x) = u(x)

∞∫
x

g(τ)ω(τ) dτ, x > 0, (8)

причем ∞∫
0

(Tf)g =

∞∫
0

f(T ′g).

Обозначим B(E,F ) — класс всех линейных ограниченных операторов, действую-
щих из банахова пространства E в банахово пространство F. Для каждого оператора
T∈B(E,F ) его n-е аппроксимативное число определяется формулой

an(T ) = inf
L∈B(E,F )

{∥T − L∥E→F : rankL 6 n − 1}, n ∈ N, (9)

где rankL= dimR(L) (см. монографию [2, §12]).
Основы теории s-чисел (аппроксимативных чисел, чисел Колмогорова, Гель-

фанда и других) заложены в монографиях [2,4–6]. Исследования поведения различ-
ных типов s-чисел операторов Харди, действующих в пространствах Лебега Lp→Lq

с параметрами 16 p,q 6∞, представлены в статьях [7–11]. Поведение аппрокси-
мативных чисел оператора Харди в пространствах Лоренца Lr,s →Lp,q в области
1<max(r,s)6min(p,q)<∞ изучалось в статье [12]. Полученные в [12] результаты
были обобщены в работе [13] на случай банаховых функциональных пространств X,
Y с дополнительным ℓ-условием Бережного, т.е. T :X→Y и существует банахово се-
квенциальное пространство ℓ такое, что X является ℓ-вогнутым, а Y — ℓ-выпуклым.
Выполнение этого условия соответствует соотношению параметров p6 q для Ле-
беговых пространств Lp →Lq и max(r,s)6min(p,q) в случае пространств Лоренца
Lr,s →Lp,q (см. [13, с. 169]). Данное исследование обобщает полученные ранее ре-
зультаты [12] при k(x,y)=1 в одновесовом случае для a-чисел, дополняя их новым
соотношением параметров 1<p6max(r,s) пространств Лоренца.

Статья состоит из введения и двух частей. В первой части приведен критерий
ограниченности и доказан критерий компактности интегрального оператора (7). Во
второй части получены двухсторонние оценки аппроксимативных чисел оператора.
Используя связь аппроксимативных чисел с числами Гельфанда, Колмогорова и
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энтропийными числами, мы также получили двухсторонние оценки характеристи-
ческих величин для рассматриваемого оператора Харди в пространствах Лоренца
при 1<max(r,s)6 q<∞, 1<p<∞.

В статье под соотношениями A≪B подразумеваются неравенства A6 cB, вы-
полненные с некоторой константой c> 0, зависящей только от параметров r,s,p,q.
Будем писать A≈B вместо A≪B≪A.

1. Ограниченность и компактность

В дальнейших исследованиях важную роль будет играть следующая лемма.

Лемма 1. [14,15] Пусть ((0,∞), µ) — пространство с положительной σ-аддитив-
ной мерой, 1 < p, q < ∞ и (0,∞) =

⋃
k Ek, где {Ek} — последовательность измери-

мых, попарно непересекающихся интервалов. Тогда

1) если max{p, q} 6 α < ∞, то
∑
k

∥χEk
f∥αLp,q

µ
6 ∥f∥αLp,q

µ
;

2) если 1 < α 6 min{p, q}, то ∥f∥αLp,q
µ

6
∑
k

∥χEk
f∥αLp,q

µ
. (10)

Приведем критерий ограниченности оператора (7). Доказательство достаточно-
сти повторяет рассуждения Э. Сойера в статье [15], а необходимость получена дру-
гим методом.

Теорема 1. Пусть 1 < max(r, s) 6 q < ∞, 1 < p < ∞. Тогда для оператора (7)
выполняется неравенство

∥Tf∥Lp,q
ω

6 C∥f∥Lr,s
v

для всех f > 0

с константой C, не зависящей от f, в том и только в том случае, если

A = sup
t>0

A(t) = sup
t>0

∥χ(0,t)u∥Lr′,s′
v

∥χ(t,∞)∥Lp,q
ω

< ∞. (11)

Более того, A6∥T∥64A.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Необходимость. Пусть оператор T : Lr,s
v (R+) → Lp,q

ω (R+)

ограничен, тогда существует константа C > 0 такая, что

∥Tf∥Lp,q
ω

6 C∥f∥Lr,s
v

для всех f > 0.

Для некоторого фиксированного t > 0 и функции f ∈ Lr,s
v с нормой ∥f∥Lr,s

v
6 1,

используя свойство (2), получаем

C > C∥f∥Lr,s
v

> ∥Tf∥Lp,q
ω

> ∥χ(t,∞)Tf∥Lp,q
ω

= ∥χ(t,∞)∥Lp,q
ω

∞∫
0

χ(0,t)(y)u(y)f(y)v(y)dy.

В результате

∥χ(t,∞)∥Lp,q
ω

∞∫
0

χ(0,t)(y)u(y)f(y)v(y)dy 6 C.
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В силу формулы (6) имеем

sup
∥f∥L

r,s
v

61

∞∫
0

χ(0,t)(y)u(y)f(y)v(y)dy = ∥χ(0,t)u∥Lr′,s′
v

.

Тогда
A(t) = ∥χ(t,∞)∥Lp,q

ω
∥χ(0,t)u∥Lr′,s′

v
6 ∥T∥Lr,s

v →Lp,q
ω

,

и
A = sup

t>0
A(t) = sup

t>0
∥χ(t,∞)∥Lp,q

ω
∥χ(0,t)u∥Lr′,s′

v
6 ∥T∥Lr,s

v →Lp,q
ω

.

Следовательно,
A 6 ∥T∥Lr,s

v →Lp,q
ω

.

Достаточность. Пусть f ∈ Lr,s
v , u ∈ Lr′,s′

v ; предположим, что u(y)f(y)v(y) =/ 0 на
множестве положительной меры. Выберем последовательность {xk}, k ∈ Z, так, что-
бы выполнялись условия:

xk∫
0

u(y)f(y)v(y)dy = 2k <

∞∫
0

u(y)f(y)v(y)dy.

Тогда, используя монотонность функции распределения, а затем применяя неравен-
ство Гельдера (5), условие (11) и лемму 1 с параметрами max(r, s) 6 q, находим,
что

∥Tf∥q
Lp,q

ω
=

∞∫
0

qτ q−1
(
(Tf)∗(τ)

)q/p
dτ =

∑
k∈Z

2k+1∫
2k

qτ q−1
(
(Tf)∗(τ)

)q/p
dτ 6

6
∑
k∈Z

(
(Tf)∗

(
2k
))q/p 2k+1∫

2k

qτ q−1dτ =
∑
k∈Z

 ∫
{x∈R+ : |Tf(x)|>2k}

ω(x)dx


q/p

2k+1∫
2k

qτ q−1dτ 6

6 4q
∑
k∈Z

2(k−1)q

 ∞∫
xk

ω(x)dx

q/p= 4q
∑
k

 xk∫
xk−1

u(y)f(y)v(y)dy


q ∞∫

xk

ω(x)dx

q/p 6

6 4q
∑
k

∥χ(xk−1,xk)f∥
q
Lr,s

v
∥χ(xk−1,xk)u∥

q

Lr′,s′
v

 ∞∫
xk

ω(x)dx

q/p 6

6 4q
∑
k

∥χ(xk−1,xk)f∥
q
Lr,s

v
∥χ(0,xk)u∥

q

Lr′,s′
v

∥χ(xk,∞)∥qLp,q
ω

6 4qAq∥f∥q
Lr,s

v
.

Следовательно,
∥T∥Lr,s

v →Lp,q
ω

6 4A.

2
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Замечание 1. Результаты теоремы 1 об ограниченности оператора T сохраняются
при сужении на конечный интервал I = (a, b), при этом

A(I) = sup
a<t<b

A(I, t) = sup
a<t<b

∥χ(a,t)u∥Lr′,s′
v

∥χ(t,b)∥Lp,q
ω

.

Для доказательства компактности оператора (7) необходима следующая лемма.

Лемма 2. [12, стр. 375, Лемма 4], [13, стр. 181, Лемма 4] Пусть 1 < r, p <

< ∞, 1 < s, q < ∞, T : Lr,s
v (R+) → Lp,q

ω (R+) – интегральный опеpатоp вида Tf(α) =

=
∞∫
0

t(α, β)f(β) dβ. Тогда оператор T компактен, если AT =
∥∥∥∥∥t(α, ·)∥

Lr′,s′
v

∥∥∥
Lp,q

ω

< ∞.

Теорема 2. Пусть 1 < max(r, s) 6 q < ∞ , 1 < p < ∞. Оператор T : Lr,s
v (R+) →

Lp,q
ω (R+), заданный формулой (7), компактен тогда и только тогда, когда

A < ∞ и lim
t→0+

A(t) = lim
t→+∞

A(t) = 0. (12)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Необходимость. A < ∞ следует из ограниченности опе-
ратора T . Пусть f ∈ Lr,s

v (R+), f(y)u(y)v(y) > 0. Тогда для любого t > 0 находим

∞ > 4A∥f∥Lr,s
v

> ∥Tf∥Lp,q
ω

> ∥χ[t,∞)Tf∥Lp,q
ω

= ∥χ[t,∞)∥Lp,q
ω

t∫
0

u(y)f(y)v(y)dy. (13)

В силу формулы (6) для любого t>0 и фиксированного γ∈(0,1) функция ft∈Lr,s
v

с условиями suppft⊆
[
0,t
]
, u(y)ft(y)v(y)>0 и нормой ∥ft∥Lr,s

v
=1 может быть выбрана

так, что выполнено неравенство

t∫
0

u(y)ft(y)v(y) dy > γ∥χ[0,t]u∥Lr′,s′
v

.

Тогда при подстановке ft в (13) получаем оценку∥∥Tft∥∥Lp,q
ω

> γ
∥∥∥χ[t,∞)

∥∥∥
Lp,q

ω

∥∥∥χ[0,t]u
∥∥∥
Lr′,s′

v

= γA(t). (14)

Выберем функцию g∈Lr′,s′

v . Применяя неравенство Гельдера (5) и учитывая аб-
солютную непрерывность нормы пространства Lr′,s′

v , имеем

∣∣∣∣
∞∫
0

ft(y)g(y)v(y)dy

∣∣∣∣ 6 ∥∥∥χ[0,t]g
∥∥∥
Lr′,s′

v

→ 0 при t → 0.

Следовательно, семейство {ft} слабо сходится к 0 при t→0. В силу компактности
оператора T :Lr,s

v (R+)→Lp,q
ω (R+) образ {Tft} сильно сходится к 0 при t→ 0, т.е.∥∥Tft∥∥Lp,q

ω
→0. Поэтому формула (14) влечет lim

t→0
A(t)=0.

Доказательство (12) при t→∞ проводится аналогичными рассуждениями.
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Достаточность. Пусть 0<a<b<∞, определим

Paf = χ[0,a]f, Qbf = χ[b,∞)f, Pabf = χ[a,b]f.

Тогда

Tf = (Pa + Pab +Qb)T (Pa + Pab +Qb) =

= PaTPaf + PabTPaf +QbTQbf + PabTPabf +QbTPabf +QbTPaf.

По теореме 1, суженной на интервал [0,a] или [b,∞),∥∥PaTPa

∥∥ 6 4 sup
0<t<a

A(t) → 0, a → 0,∥∥QbTQb

∥∥ 6 4 sup
t>b

A(t) → 0, b → ∞.

Заметим, что QbTPabf +QbTPaf =QbTPbf , где Pbf =χ[0,b]f . Из леммы 2 следует,
что операторы QbTPb, PabTPab и PabTPa компактны. Действительно,∥∥QbTPb

∥∥ 6
∥∥∥∥∥χ[0,b]u

∥∥
Lr′,s′

v
χ[b,∞)

∥∥∥
Lp,q

ω

=
∥∥χ[b,∞)

∥∥
Lp,q

ω

∥∥χ[0,b]u
∥∥
Lr′,s′

v
= A(b) < A < ∞,∥∥PabTPab

∥∥ 6
∥∥∥∥∥χ[a,b]u

∥∥
Lr′,s′

v
χ[a,b]

∥∥∥
Lp,q

ω

=
∥∥χ[a,b]

∥∥
Lp,q

ω

∥∥χ[a,b]u
∥∥
Lr′,s′

v
< ∞,∥∥PabTPa

∥∥ 6
∥∥∥∥∥χ[0,a]u

∥∥
Lr′,s′

v
χ[a,b](x)

∥∥∥
Lp,q

ω

6
∥∥χ[a,∞)

∥∥
Lp,q

ω

∥∥χ[0,a]u
∥∥
Lr′,s′

v
= A(a) < A < ∞,

Таким образом, T компактен как предел компактных операторов при a → 0,
b→∞. 2
2. Оценки аппроксимативных чисел

Далее всюду предполагаем, что оператор T :Lr,s
v (R+)→Lp,q

ω (R+) вида

Tf(x) =

x∫
0

u(τ)f(τ)v(τ) dτ, x > 0,

при условии, что 1<max(r,s)6 q<∞ и 1<p<∞, компактен.
Зададим произвольное малое число ε такое, что 0<ε<∥T∥:=∥T∥Lr,s

v (R+)→Lp,q
ω (R+).

Согласно теореме 2 можем выбрать точки c1 и cN

0 = c0 < c1 < cN < cN+1 = ∞,

(величину N =N(ε) определим далее) с условиями

A((0, c1)) = A((cN , cN+1)) =
ε

4
, (15)

где
A((0, c1)) = sup

0<t<c1

∥χ(0,t)u∥Lr′,s′
v

∥χ(t,c1)∥Lp,q
ω

,
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A((cN ,∞)) = sup
cN<t<∞

∥χ(cN ,t)u∥Lr′,s′
v

∥χ(t,∞)∥Lp,q
ω

.

Для определения N =N(ε) и выбора последовательности точек ci, i=2..N −1,

0 = c0 < c1 < c2 < ... < cN−1 < cN < cN+1 = ∞

введем дополнительные обозначения. Пусть 0<a<b<∞, на интервале I=[a,b] по-
ложим

F (x) =

x∫
a

u(y)f(y)v(y) dy, x ∈ I; FI =
1

µ(I)

∫
I

F (x)dµ(x),

где мера µ имеет специальный вид

µ(I) =

∫
I

dµ =

∫
I

g(x)ω(x) dx.

Функцию g(x) на I опpеделим из условия∫
I

g(x)ω(x) dx > (1 − δ)∥χ[a,b]∥Lp,q
ω

∥χ[a,b]g∥Lp′,q′
ω

, (16)

что возможно в силу формулы (6) с некоторым 0<δ<1.

Теорема 3. Пусть 1 < max{r, s} 6 q < ∞, 1 < p < ∞. Тогда для оператора
TIf(x) : Lr,s

v → Lp,q
ω , заданного формулой

TIf(x) = χI(x)(F (x) − FI), (17)

найдется точка c∈ I такая, что ∥TI∥Lr,s
v →Lp,q

ω
≈max(A0(I),A1(I)), где

A0(I) = sup
a<x<c

∥χ[x,c]u∥Lr′,s′
v

∥χ[a,x]∥Lp,q
ω

,

A1(I) = sup
c<x<b

∥χ[c,x]u∥Lr′,s′
v

∥χ[x,b]∥Lp,q
ω

.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Зададим f ∈ Lr,s
v и точку c ∈ (a, b). Определим функцию

Ψc(x) =


−

c∫
x

u(y)f(y)v(y) dy, a 6 x < c,

x∫
c

u(y)f(y)v(y) dy, c 6 x 6 b

и
Ψc,I =

1

µ(I)

∫
I

Ψc dµ. (18)

Тогда
F (x) − FI = Ψc(x) − Ψc,I . (19)
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Действительно, для x∈ I

F (x) − FI =

x∫
a

u(y)f(y)v(y) dy − 1

µ(I)

∫
I

x∫
a

u(y)f(y)v(y) dy dµ(x) =

= F (x) − 1

µ(I)

b∫
a

 c∫
a

u(y)f(y)v(y) dy +

x∫
c

u(y)f(y)v(y) dy

 dµ(x) =

=

x∫
a

u(y)f(y)v(y) dy −
c∫

a

u(y)f(y)v(y) dy − 1

µ(I)

b∫
a

 x∫
c

u(y)f(y)v(y) dy

 dµ(x) =

=


−

c∫
x

u(y)f(y)v(y) dy − 1
µ(I)

b∫
a

(
−

c∫
x

u(y)f(y)v(y) dy

)
dµ(x), a 6 x < c

x∫
c

u(y)f(y)v(y) dy − 1
µ(I)

b∫
a

(
x∫
c

u(y)f(y)v(y) dy

)
dµ(x), c 6 x 6 b

= Ψc(x) − Ψc,I .

Необходимость. Предположим, что неравенство ∥TIf(x)∥Lp,q
ω

6C
∥∥χ[a,b]f

∥∥
Lr,s

v
вы-

полняется для всех f ∈Lr,s
v (I) с константой C, не зависящей от f . Получим оценку

для функции f ∈Lr,s
v (I) с носителем suppf ⊆ [a,c]. Применяя равенство (19) и нера-

венство треугольника (3) с константой (4), получаем

C
∥∥∥χ[a,c]f

∥∥∥
Lr,s

v

>
∥∥∥χ[a,c](F (x) − FI)

∥∥∥
Lp,q

ω

=
∥∥∥χ[a,c]

(
Ψc − Ψc,I

)∥∥∥
Lp,q

ω

>

> c−1
pq

∥∥∥χ[a,c]Ψc

∥∥∥
Lp,q

ω

−
∣∣∣Ψc,I

∣∣∣∥∥∥χ[a,c]

∥∥∥
Lp,q

ω

.

Следуя определению (18) заключаем, что

C
∥∥∥χ[a,c]f

∥∥∥
Lr,s

v

> c−1
pq

∥∥∥χ[a,c]Ψc

∥∥∥
Lp,q

ω

− 1

µ(I)

∫
I

∣∣Ψc

∣∣dµ∥∥∥χ[a,c]

∥∥∥
Lp,q

ω

.

Используя специальный вид выбранной меры µ, выводим

C
∥∥∥χ[a,c]f

∥∥∥
Lr,s

v

> c−1
pq

∥∥∥χ[a,c]Ψc

∥∥∥
Lp,q

ω

− 1

µ(I)

∫
I

∣∣Ψc

∣∣g(x)ω(x) dx∥∥∥χ[a,c]

∥∥∥
Lp,q

ω

.

Применяем неравенство Гельдера (5)

C
∥∥∥χ[a,c]f

∥∥∥
Lr,s

v

> c−1
pq

∥∥∥χ[a,c]Ψc

∥∥∥
Lp,q

ω

− 1

µ(I)

∥∥∥χ[a,c]Ψc

∥∥∥
Lp,q

ω

∥∥∥χ[a,c]g
∥∥∥
Lp′,q′

ω

∥∥∥χ[a,c]

∥∥∥
Lp,q

ω

≡

≡ c−1
pq

(
1−H(a, c)

µ(I)

)∥∥∥χ[a,c]Ψc

∥∥∥
Lp,q

ω

,

где H(a,c)=cpq

∥∥∥χ[a,c]

∥∥∥
Lp,q

ω

∥∥∥χ[a,c]g
∥∥∥
Lp′,q′

ω

. В силу монотонности норм в пространствах

Lp,q
ω и Lp′,q′

ω для любого β∈ (0,1−δ) найдется точка c∈ (a,b) такая, что будет выпол-
няться равенство H(a,c)=βµ(I). Используя Замечание 1 на интервале [a,c], получаем
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оценку
C > (1 − β)c−1

pq A0,

что при β→0 влечет
C ≫ A0. (20)

Применение подобных рассуждений к функции f с suppf ⊆ [c,b] дает оценку

C
∥∥∥χ[c,b]f

∥∥∥
Lr,s

v

> c−1
pq

(
1 − Q(c, b)

µ(I)

)∥∥∥χ[c,b]Ψc

∥∥∥
Lp,q

ω

,

где Q(c,b)= cpq

∥∥∥χ[c,b]

∥∥∥
Lp,q

ω

∥∥∥χ[c,b]g
∥∥∥
Lp′,q′

ω

.

Откуда по теореме 1 получаем C≫A1, что вместе с формулой (20) дает

C ≫ max(A0, A1).

Оценка снизу доказана.
Достаточность. Используя формулу (18) и неравенство треугольника (3), по-

лучаем ∥∥∥T[a,b]f∥∥∥
Lp,q

ω

=
∥∥∥χ[a,b](F − FI)

∥∥∥
Lp,q

ω

=
∥∥∥χ[a,b] (Ψc − Ψc,I)

∥∥∥
Lp,q

ω

6

6 cpq

(∥∥∥χ[a,b]Ψc

∥∥∥
Lp,q

ω

+
∣∣∣Ψc,I

∣∣∣∥∥∥χ[a,b]

∥∥∥
Lp,q

ω

)
.

Применение неравенства Гельдера (5) с учетом (16) влечет∥∥∥T[a,b]f∥∥∥
Lp,q

ω

6 cpq

(∥∥∥χ[a,b]Ψc

∥∥∥
Lp,q

ω

+
1

µ(I)

∥∥∥χ[a,b]Ψc

∥∥∥
Lp,q

ω

∥∥∥χ[a,b]g
∥∥∥
Lp′,q′

ω

∥∥∥χ[a,b]

∥∥∥
Lp,q

ω

)
6

6 2cpq
(1 − δ)

∥∥∥χ[a,b]Ψc

∥∥∥
Lp,q

ω

.

Используя формулу (10) леммы 1 с параметром α=min(p,q) для двух слагаемых и
неравенство Йенсена, приходим к неравенству∥∥∥T[a,b]f∥∥∥

Lp,q
ω

6 2cpq
(1 − δ)

(∥∥∥χ[a,c]Ψc

∥∥∥
Lp,q

ω

+
∥∥∥χ[c,b]Ψc

∥∥∥
Lp,q

ω

)
.

В силу замечания 1 на конечных интервалах [a,c], [c,b] и свойства монотонности
нормы заключаем, что∥∥∥T[a,b]f∥∥∥

Lp,q
ω

6 8cpq
1 − δ

max(A1, A2)

(∥∥∥χ[a,c]f
∥∥∥
Lr,s

v

+
∥∥∥χ[c,b]f

∥∥∥
Lr,s

v

)
6

6 16cpq
1 − δ

max(A1, A2)
∥∥∥χ[a,b]f

∥∥∥
Lr,s

v

.

Следовательно,
∥TI∥Lr,s

v →Lp,q
ω

6 16cpq max(A0, A1),

что заканчивает доказательство теоремы. 2
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Согласно теореме 3 норма оператора TI вида (17) непрерывно зависит от интер-
вала I, поэтому выбираем интервалы Ik=[ck,ck+1], k=1,...,N −1, так, что

∥TIk∥ = ε, k = 1, . . . , N − 2, ∥TIN−1
∥ 6 ε. (21)

Число таких интервалов также зависит от ε, т.е. N =N(ε).
Верхняя и нижняя оценки поведения последовательности аппроксимативных чи-

сел оператора T содержатся в следующих двух теоремах.

Теорема 4. Пусть 1 < max(r, s) 6 q < ∞, 1 < p < ∞. Предположим, что опе-
ратор T : Lr,s

v → Lp,q
ω , определенный формулой (7), компактен. Для заданного 0 <

< ε < ∥T∥ и целого числа N > 2 пусть интервалы Ik = [ck, ck+1], k = 0, 1, . .. , N ,
выбраны так, что выполнены соотношения (15) и (21). Тогда

aN(ε)(T ) 6 ε, (22)

если 1<r6s6p6q<∞, 1<s<r6p6q<∞, 1<r6s6q<p<∞, 1<s<r6q<p<∞, и(
N(ε) + 1

) 1
max(r,s)

− 1
min(p,q)

aN(ε)(T ) 6 ε, (23)

если 1<p6r<s6q<∞, 1<r<p<s6q<∞, 1<p6s<r6q<∞, 1<s<p<r6q<∞.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Для k = 1, 2, .. . , N − 1 положим

Fk(x) =

x∫
ck

u(τ)fk(τ)v(τ) dτ, x ∈ Ik, Fk,Ik =
1

µ(Ik)

∫
Ik

Fk(x)dµ(x), (24)

где функции fk ∈Lr,s
v такие, что suppfk ⊂ Ik. Определим на каждом интервале Ik

операторы
Pkf(x) = χIk(x) {Tf(x) − (Fk(x) − Fk,Ik)} .

Тогда P=

N−1∑
k=1

Pk является линейным ограниченным оператором, который действует

из Lr,s
v в Lp,q

ω и имеет rankP 6N −1.

Для доказательства (22) используем лемму 1 с параметром γ в диапазоне
max(r,s)6γ6min(p,q), теорему 1, условия (15) и (21)

∥Tf − Pf∥γ
Lp,q

ω
6
∥∥χ[0,c1]Tf

∥∥γ
Lp,q

ω
+

N−1∑
k = 1

∥∥χIk(Tf − Pkf)
∥∥γ
Lp,q

ω
+
∥∥χ[cN ,∞)Tf

∥∥γ
Lp,q

ω
6

6 4γA(I0)
γ
∥∥χ[0,c1]f

∥∥γ
Lr,s

v
+

N−1∑
k = 1

∥∥TIkf∥∥γLp,q
ω

+ 4γA(IN )γ
∥∥χ[cN ,∞)f

∥∥γ
Lr,s

v
6

6 εγ
N∑

k = 0

∥∥χIkf
∥∥γ
Lr,s

v
6 εγ∥f∥γ

Lr,s
v
.

Таким образом, ∥T −P∥6ε. По определению (9) получаем, что

aN (T ) = inf{∥T − P∥ : rankP 6 N − 1} 6 ε.
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Докажем оценку (23). Применение леммы 1 с параметрами κ = min(p, q),
ρ=max(r,s), теоремы 1, условий (15) и (21) дает

∥Tf − Pf∥κLp,q
ω

6
∥∥χ[0,c1]Tf

∥∥κ
Lp,q

ω
+

N−1∑
k = 1

∥∥χIk(Tf − Pkf)
∥∥κ
Lp,q

ω
+
∥∥χ[cN ,∞)Tf

∥∥κ
Lp,q

ω
6

6 4κA(I0)
κ
∥∥χ[0,c1]f

∥∥κ
Lr,s

v
+

N−1∑
k = 1

∥∥TIkf∥∥κLp,q
ω

+ 4κA(IN )κ
∥∥χ[cN ,∞)f

∥∥κ
Lr,s

v
.

Используя неравенство Гельдера с показателями ρ
κ и ρ

ρ−κ , оцениваем

∥Tf − Pf∥κLp,q
ω

6 εκ
N∑

k = 0

∥∥χIkf
∥∥κ
Lr,s

v
6

6 εκ

(
N∑

k = 0

∥∥χIkf
∥∥ρ
Lr,s

v

)κ
ρ (

N + 1
)1−κ

ρ 6 εκ
(
N + 1

)1−κ
ρ ∥f∥κLr,s

v
.

По определению (9) заключаем, что(
N + 1

) 1
max(r,s)

− 1
min(p,q)

aN (T ) 6 ε.

2
Теорема 5. Пусть 1 < max(r, s) 6 q < ∞, 1 < p < ∞. Предположим, что опера-

тор T : Lr,s
v → Lp,q

ω , определенный формулой (7), компактен. Для заданного 0 < ε <

< ∥T∥ и целого числа N = N(ε) > 2 пусть интервалы Ik = [ck, ck+1], k = 0, 1, .. . , N ,
выбраны так, что выполнены соотношения (15) и (21). Тогда

1

2cpq
εN(ε)

1
max(p,q)

− 1
min(r,s) 6 aN(ε)(T ), (25)

где константа cpq определена формулой (4).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Зададим λ ∈ (0, 1). Выберем последовательность функ-
ций {fk} ∈ Lr,s

v такую, что suppfk ⊂ Ik и выполняются неравенства∥∥∥χIiFi

∥∥∥
Lp,q

ω∥∥∥fi∥∥∥
Lr,s

v

> λε

2cpq
, для i = 0, N, (26)

и ∥∥∥χIk

(
Fk − Fk,Ik

)∥∥∥
Lp,q

ω∥∥fk∥∥Lr,s
ϑ

> λε, для k = 1, 2, ..., N − 1, (27)

где Fk(x) и Fk,Ik определены формулами (24).
Пусть P̃ :Lr,s

v →Lp,q
ω будет ограниченным линейным оператором и rankP̃ 6N .

Выберем константы ν0,ν1,ν2,...,νN так, чтобы

P̃

(
N∑

k = 0

νkfk

)
= 0.
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Положим f =

N∑
k=0

νkfk и F (x)=
x∫
0

u(τ)f(τ)v(τ)dτ, x>0. Для всех x∈ Ik

F (x) = νkFk(x) + µk, k = 1, ..., N − 1, (28)

с некоторой константой µk.
Для любой константы c∈R справедливо неравенство (см. [14, стр. 199])

∥χI (F − FI)∥Lp,q
ω

6 2cpq inf
c∈R

∥χI (F − c)∥Lp,q
ω

, (29)

где константа cpq определена формулой (4).
Применяя лемму 1 с параметром α=max(p,q), θ=min(r,s) и принимая во вни-

мание формулы (26) и (28), получаем

∥∥∥Tf − P̃ f
∥∥∥α
Lp,q

ω

=
∥∥∥Tf∥∥∥α

Lp,q
ω

> ∥χI0F0∥αLp,q
ω

+

N−1∑
k = 1

∥∥∥χIkF
∥∥∥α
Lp,q

ω

+ ∥χINFN

∥∥∥α
Lp,q

ω

=

=

(
λε

2cpq

)α

∥ν0f0∥αLr,s
v

+

N−1∑
k = 1

∥∥∥χIk

(
νkFk + µk

)∥∥∥α
Lp,q

ω

+

(
λε

2cpq

)α

∥νNfN∥αLr,s
v
. (30)

Для каждого слагаемого промежуточной суммы используем неравенства (29) и (27)∥∥∥χIk

(
νkFk + µk

)∥∥∥α
Lp,q

ω

> (2cpq)
−α
∥∥∥χIk

(
νkFk − (νkFk)Ik

)∥∥∥α
Lp,q

ω

=

=

(
1

2cpq

)α (
|νk|
∥∥∥χIk

(
Fk − Fk,Ik

)∥∥∥
Lp,q

)α
>
(

λε

2cpq

)α ∥∥∥νkfk∥∥∥α
Lr,s

v

.

Продолжая рассуждение (30) с учетом полученной оценки и применяя лемму 1 с
параметром θ=min(r,s), находим

∥∥∥Tf − P̃ f
∥∥∥α
Lp,q

ω

>
(

λε

2cpq

)α N∑
k = 0

∥∥∥νkfk∥∥∥α
Lr,s

v

>

>
(

λε

2cpq

)α
(

N∑
k = 0

∥∥∥νkfk∥∥∥θ
Lr,s

v

)α/θ

(N + 1)1−α/θ >
(

λε

2cpq

)α

(N + 1)1−α/θ
∥∥∥f∥∥∥α

Lr,s
v

.

Тогда по определению (9)

aN+1(T ) >
λε

2cpq
(N + 1)1/α−1/θ,

и, полагая λ→1, получаем требуемую оценку (25). 2
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3. Числа Колмогорова, Гельфанда и энтропийные числа

Апроксимативные числа тесно связаны с другими характеристическими числами
линейных ограниченных операторов. Следуя статье [16] и монографии [2, §12], для
оператора T ∈B(E,F ) приведем следующие определения:

n-е число Гельфанда оператора T

cn(T ) = inf{ ∥TJE
M∥ : M ⊆ E, codim(M) < n},

где JE
M означает каноническую инъекцию подпространства M в банахово простран-

ство E, т.е. M
JE
M−→ E

T−→ F ;

n-е число Колмогорова

dn(T ) = inf{ ∥QF
NT∥ : N ⊆ F, dim(N) < n},

где QF
N есть каноническая сюръекция банахова пространства F на фактор-прост-

ранство F/N, т.е. E
T−→ F

QF
N−→ F/N.

Модуль инъективности оператора T определяется как

j(T ) = sup{ρ > 0: ∥Tx∥F 6 ρ∥x∥E для всех x ∈ E}.

Модуль сюръективности оператора T есть

q(T ) = sup{ρ > 0: T (BE) ⊃ ρBF },

где BE и BF – единичные шары в пространствах E и F соответственно.
n-е число Бернштейна оператора T ∈B(E,F )

bn(T ) = sup{ j(TJE
M ) : M ⊆ E, dim(M) > n},

где JE
M — каноническая инъекция подпространства M в банахово пространство E, а

j(T ) — модуль инъективности оператора T .
n-е число Митягина оператора T ∈B(E,F )

mn(T ) = sup{ q(QF
NT ) : N ⊆ F, codim(N) > n},

где QF
N — каноническая сюръекция из банахова пространства F на фактор-пространство

F/N , а q(T ) — модуль сюръективности оператора T .
Еще одним важным примером характеристических величин являются энтропий-

ные числа en(T ), n∈N, оператора T ∈B(E,F ), определяемые как

en(T )= inf
{
ε > 0 : ∃y1, . . . , ym ∈ F,m 6 2n−1 : T (BE) ⊂

m⋃
j = 1

{yj + εBF }
}
,

где BE ={x∈E :∥x∥E 61} – единичный шар в E, а BF – единичный шар в F .
Соотношения между определенными выше числами оператора T∈B(E,F ) можно

объединить в следующей теореме.
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Теорема 6. [2, стр. 184, 196], [16] Пусть T ∈ B(E,F ) и n ∈ N. Тогда
(i) mn(T ) 6 cn(T ) 6 an(T ), bn(T ) 6 dn(T ) 6 an(T ),

(ii) an(T ) 6 2n1/2cn(T ) 6 2n5/2mn(T ), an(T ) 6 2n1/2dn(T ) 6 2n5/2bn(T ),

(iii) cn(T ) 6 nen(T ), dn(T ) 6 nen(T ).

Таким образом, получив оценки для аппроксимативных чисел, мы имеем возмож-
ность получить оценки и для других чисел оператора (7) в пространствах Лоренца.

Теорема 7. Пусть 1 < max(r, s) 6 q < ∞, 1 < p < ∞. Предположим, что опера-
тор T : Lr,s

v → Lp,q
ω , определенный формулой (7), компактен. Для заданного 0 < ε <

< ∥T∥ и целого числа N > 2 пусть интервалы Ik = [ck, ck+1], k = 0, 1, ...N , выбраны
так, что выполнены соотношения (15) и (21). Тогда выполнены следующие оценки:
1) при 1 < r 6 s 6 p 6 q < ∞, 1 < s < r 6 p 6 q < ∞, 1 < r 6 s 6 q < p < ∞, 1 < s <

< r 6 q < p < ∞
cN(ε)(T ) 6 ε, dN(ε)(T ) 6 ε,

mN(ε)(T ) 6 ε, bN(ε)(T ) 6 ε;

2) при 1<p6r<s6q<∞, 1<r<p<s6q<∞, 1<p6s<r6q<∞, 1<s<p<r6q<∞.(
N(ε) + 1

) 1
max(r,s)

− 1
min(p,q)

cN(ε)(T ) 6 ε,
(
N(ε) + 1

) 1
max(r,s)

− 1
min(p,q)

dN(ε)(T ) 6 ε,(
N(ε) + 1

) 1
max(r,s)

− 1
min(p,q)

mN(ε)(T ) 6 ε,
(
N(ε) + 1

) 1
max(r,s)

− 1
min(p,q)

bN(ε)(T ) 6 ε;

3) при 1<max(r,s)6 q<∞, 1<p<∞
ε

4cpq
N(ε)

1
max(p,q)

− 1
min(r,s)

− 1
2 6 cN(ε)(T ),

ε

4cpq
N(ε)

1
max(p,q)

− 1
min(r,s)

− 1
2 6 dN(ε)(T ),

ε

4cpq
N(ε)

1
max(p,q)

− 1
min(r,s)

− 5
2 6 mN(ε)(T ),

ε

4cpq
N(ε)

1
max(p,q)

− 1
min(r,s)

− 5
2 6 bN(ε)(T ),

ε

4cpq
N(ε)

1
max(p,q)

− 1
min(r,s)

− 3
2 6 eN(ε)(T ).

Замечание 2. Пусть оператор (7) компактен, тогда для двойственного оператора
(8) результаты теорем 4 и 5 остаются справедливыми, поскольку [2, стр. 168]

an(T ) = an(T
′).

Авторы выражают благодарность рецензенту за рекомендации и замечания, поз-
волившие улучшить текст статьи.
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and Applications, Birkhäuser Verlag, Basel, 1986.

[5] D.E. Edmunds, W.D. Evans, Spectral theory and differential operators, Oxford Mathemat-
ical Monographs, Oxford University Press, Oxford, 1987.

[6] B. Carl, I. Stephani, Entropy, compactness and the approximation of operators, Cambridge
Univ. Press., Cambridge, 1990.

[7] D.E. Edmunds, W.D. Evans, D. J. Harris, “Approximation numbers of certain Volterra
integral operators”, London Math. Soc. (2), 38 (1988), 471–489.

[8] D.E. Edmunds, V. Stepanov, “On singular numbers of certain Volterra integral operators”,
J. Funct. Anal., 134 (1995), 222–246.

[9] D.E. Edmunds, W.D. Evans, D. J. Harris, “Two-sided estimates of the approximation
numbers of certain Volterra integral operators”, Studia Math. (1), 124 (1997), 59–80.

[10] E. Lomakina, V. Stepanov, “On asymptotic behaviour of the approximation numbers and
estimates of Schatten von Neumann norms of the Hardy–type integral operators”, Function
spaces and application, 2000, 153–187.

[11] M.A. Lifshits, W. Linde, “Approximation and entropy numbers of Volterra operators with
application to Brownian motion”, Mem. Am. Math. Soc., 745 (2002.), 1–87.

[12] E. Lomakina, V. Stepanov, “On the compactness and approximation numbers of Hardy
type integral operators in Lorentz spases”, J. London Math. Soc. (2), 53 (1996), 369–382.

[13] E. Lomakina, V. Stepanov, “On the Hardy-type integral operators in Banach function
spases”, Publicacions Matematiques, 42 (1998), 165–194.

[14] Е.Н. Ломакина, “Об оценках норм оператора Харди, действующего в пространствах
Лоренца”, Дальневосточ. матем. журн., 20:2 (2020), 191–211.

[15] E.T. Sawyer, “Weighted Lebesgue and Lorentz norm inequalities for the Hardy operator”,
Trans. Amer. Math. Soc., 281 (1984), 329–337.

[16] A. Pietsch, “s-Numbers of operators in Banach spaces”, Studia Math., 51 (1974), 201–223.

Поступила в редакцию
10 марта 2021 г.



О некоторых числах оператора Харди в пространствах Лоренца 87

Lomakina E.N.1, Nasyrova M.G.1, Nasyrov V.V.2 The estimates of the

approximation numbers of the Hardy operator acting in the Lorenz spaces

in the case max(r , s) 6 q . Far Eastern Mathematical Journal. 2021. V. 21.

No 1. P. 71–88.

1 Computer Centre of Far Eastern Branch RAS, Russia
2 Pacific National University, Russia

ABSTRACT

In the paper conditions are found under which the compact operator

Tf(x) = φ(x)
x∫
0

f(τ)v(τ) dτ, x > 0, acting in weighted Lorentz spaces

T : Lr,s
v (R+) → Lp,q

ω (R+) in the domain 1 < max(r, s) 6 min(p, q) < ∞, be-

longs to operator ideals S
(a)
α and Eα, 0 < α < ∞. And estimates are also

obtained for the quasinorms of operator ideals in terms of integral expres-

sions which depend on operator weight functions.

Key words: Hardy operator, compact operator, Lorentz spaces, approxima-

tion numbers, entropy numbers.
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