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Теоремы компактности для задач
с неизвестной границей

Доказана теорема компактности для последовательностей функций, имеющих
оценки старших производных в каждой подобласти области определения, раз-
деленной на части последовательностью некоторых кривых класса W 1

2 . При
этом во всей области определения суммируемых старших производных эти по-
следовательности не имеют. Эти результаты позволяют совершать предельные
переходы по приближенным решениям в задачах с неизвестной границей, опи-
сывающих процессы фазовых переходов.

Ключевые слова: задачи Стефана, нелинейное параболическое уравнение,
нецилиндрическая область, теорема компактности.

DOI: https://doi.org/10.47910/FEMJ202109

Введение

Различные задачи, в которых описываются процессы, сопровождающиеся фа-
зовыми превращениями среды с поглощением или выделением скрытой теплоты,
вследствие чего появляются неизвестные заранее границы фазовых переходов (на-
зываемых свободными границами), называют задачами Стефана. Основная цель
исследования –– доказать теорему компактности, позволяющую при исследовани-
ях разрешимости многофазных задач с неизвестной границей и с условием типа
Стефана на границах фаз, совершить предельный переход в итерационном процес-
се. Специфика таких задачах состоит в том, что оценки старших производных по
всей рассматриваемой области просто невозможны. Это являлось препятствием при
обоснованиях разрешимости таких задач и приводило к необходимости построения
различных методик для преодоления трудностей предельных переходов. Однако тео-
рема имеет самостоятельный интерес и сформулирована независимо от возможных
её применений.

Обоснование использует некоторые методы исследования компактности абстракт-
ных функций из “шкалы” банаховых пространств [1], являющиеся обобщением (на
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случай функций со значениями в семействе пространств) теорем компактности из
Aubin J. [2], Simon J. [3], Дубинского Ю.А. [4]. При этом в теоремах из [2–4] “шка-
ла” вообще не рассматривалась, но требования гладкости по пространственной и
временной переменным также были различны.

Примеры, в которых возникают множества функций, к которым можно приме-
нить полученные результаты, находим, например, в [5] (случай одной фазы), в [6]
(близкие к двухфазным задачи, но в заданных областях), в [7], (где рассматривается
случай многих фаз).

1. Формулировка результата

Без уменьшения общности рассмотрим случай двух фаз с порядком старших про-
изводных у функций равным двум. Рассматриваются последовательности функции
un двух действительных переменных (x,t). Чтобы технические подробности не за-
слонили существа доказательства, рассмотрим случай, когда ограничения на стар-
шие производные сформулированы для самого семейства un, а не для, например,
f(un). Показатель суммируемости старших производных взят равным двум, но и
здесь возможно рассмотрение общего случая.

Пусть для области Q⊂R2,

Q =
{
(x, t) : a < x < b, 0 < t < T

}
имеется последовательность линий, заданных последовательностью функций x=

=sn(t), t∈ [0,T ], для которых для всех t выполнено a6 sn(t)6 b, и эти линии
делят область Q на соответствующую последовательность частей

Q±
n = Q ∩

{
(x, t) : ±x < ±sn(t)

}
.

И пусть имеется последовательность определенных в Q функций wn(x,t).

Теорема. Пусть для последовательностей sn(t) и wn(x, t) существует постоян-
ная c такая, что для всех n выполнены неравенства:

∥wn∥L∞(0,T ;W 1
2 (a,b))

6 c; ∥wnt∥L2(Q) 6 c,

функции wn имеют в Q+
n и в Q−

n вторые обобщенные производные по x, причем

T∫
0

sn(τ)∫
a

w2
nxxdxdτ +

T∫
0

b∫
sn(τ)

w2
nxxdxdτ 6 c и sn(t) → s(t) для всех t ∈ [0, T ].

Тогда для любого 1 6 q < 2 последовательность wn относительно компактна в
Lq(0, T ;W

1
q (a, b)).
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2. Стационарный случай

Пусть, на время sn и s константы, a6 sn6 b и sn→ s при n→∞; и пусть число
0<ν<1 фиксировано.

Рассмотрим для заданного c множество функций, определённых на [a,b]

Gc =

wn(x) ∈ Cν([a, b]) :

b∫
a

(w2
n + w2

nx)dx 6 c, где

a 6 sn 6 b, sn → s,

sn∫
a

w2
nxxdx+

b∫
sn

w2
nxxdx 6 c

 .

Заметим, что на всем промежутке [a,b] функции wn могут не иметь вторых сум-
мируемых обобщенных производных.

Лемма 1. Для любого c <∞ множествоGc для всех q0 : 1 6 q0 < 2 относительно
компактно в W 1

q0(a, b).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Определим числа

S−
N = inf

n>N
{sn, n = 1, 2, 3, ...}, S+

N = sup
n>N

{sn, n = 1, 2, 3, ...}.

Тогда для всех N и всех n > N выполнены неравенства

S−
N+1 > S−

N , S
+
N > S+

N+1, S
−
N 6 sn 6 S+

N и S−
N → s, S+

N → s при N → ∞.

Функции w1, w2, . .. , wn, . .. из пространства W 1
2 (a, b) начиная с n > N принадле-

жат W 2
2 (a, S

−
N ) и, в силу последней оценки в определении Gc, равномерно ограни-

чены в норме W 2
2 (a, S

−
N ). Поэтому существует подпоследовательность, для которой

wn → w в W 1
2 (a, S

−
1 ). Отбросим у этой последовательности первый элемент (если он

оказался элементом w1.) Оставшаяся часть будет состоять из функций, определен-
ных в области x ∈ (a, b) и равномерно ограниченных в норме W 2

2 (a, S
−
2 ). Поэтому

у нее существует подпоследовательность, сходящаяся по норме W 1
2 (a, S

−
2 ) к той же

самой функции. И так далее. Диагональная последовательность состоит из функций
пространства W 1

2 (a, b) и обладает тем свойством, что для всех N ее “хвост”, начи-
ная с номера N , равномерно ограничен в W 2

2 (a, S
−
N ). Обозначим её {wn}n∈A, где

A — некоторое бесконечное подмножество натуральных чисел. Сохраняя для этой
последовательности прежнее обозначение wn, далее считаем, что n ∈ A.

Для построенной последовательности {wn}n∈A проведем аналогичный выбор диа-
гональной подпоследовательности, связанный с последовательностью S+

N . Новая
диагональная подпоследовательность состоит из функций пространства W 1

2 (a, b) и
обладает тем свойством, что для всех N ее “хвост”, начиная с номера N , равномерно
ограничен в W 2

2 (a, S
+
N ). Сохраним для неё обозначение {wn}n∈B .

Докажем, что она сходится в W 1
q0(a, b) для любого 1 6 q0 < 2.

Зададим ε > 0 и найдем N1(ε) так, чтобы для всех n,m ∈ B, n,m > N1 выпол-
нялись неравенства

|S−
N1

− sn| < ε, |S−
N1

− sm| < ε, |S+
N1

− sn| < ε, |S+
N1

− sm| < ε.
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Представим (a, b) в виде (a, S−
N1

]
∪
(S−

N1
, S+

N1
]
∪
(S+

N1
, b). Тогда имеем для всех

n > N1,m > N1:
b∫

a

|wnx − wmx|q0dx 6

S−
N1∫

a

+

S+
N1∫

S−
N1

+

b∫
S+
N1

.

Оценим второе слагаемое

S+
N1∫

S−
N1

|wnx − wmx|q0dx 6


S+
N1∫

S−
N1

|wnx − wmx|2dx


q0
2

|S−
N1

− S+
N1

|χ 6 c
q0
2 (2ε)χ, χ > 0.

Оценим первое

S−
N1∫

a

|wnx − wmx|q0dx
n,m>N1

6 (b − a)
2−q0

2 ∥wnx − wmx∥q0L2(a,S
−
N1

)
. (1)

Аналогично оценивается третье слагаемое

b∫
S+
N1

|wnx − wmx|q0dx
n,m>N1

6 (b − a)
2−q0

2 ∥wnx − wmx∥q0L2(S
+
N1

,b)
. (2)

Так как хвост диагональной последовательности {wn}n∈B сходится в нормах
W 1

2 (a,S
−
N1

) и W 1
2 (S

+
N1
,b), то по ε>0 найдется N2(ε) такое, что при n,m>N2, n,m∈B

выполнены неравенства

∥wn − wm∥W 1
2 (a,S

−
N1

) < ε, ∥wn − wm∥W 1
2 (S

+
N1

,b) < ε.

Увеличив, если надо, N2(ε), считаем, что N2(ε)>N1(ε). Отсюда следует, что правые
части в (1) и (2) для n,m>N2(ε),n,m∈B оцениваются через c̃εq0 . Поэтому,

b∫
a

|wnx − wmx|q0dx 6 c̃(2εq0 + (2ε)χ), c̃ = max(4c
q0
2 , (b − a)

2−q0
2 )

для всех n,m>N2(ε),n,m∈B. Относительная компактность Gc установлена. 2
3. Нестационарный случай

Зададим последовательность неубывающих функций {sn(t)}∞n=1,t∈ [0,T ] такую,
что a6sn(t)6b,sn(t)→s(t) для всех t∈[0,T ]. По функциям двух переменных wn(x,t),
определенным в области Q и имеющих суммируемые обобщенные производные
wnxx(x,t) на каждой из нецилиндрических областей{

(x, t) : t ∈ [0, T ], a 6 x 6 sn(t)
}

и
{
(x, t) : t ∈ [0, T ], sn(t) 6 x 6 b

}
,
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определим для фиксированного c множество:

Fc =
{
wn : ∥wn∥L∞(0,T ;W 1

2 (a,b))
6 c, ∥wnt∥L2(Q) 6 c,

T∫
0

sn(t)∫
a

w2
nxxdxdt+

T∫
0

b∫
sn(t)

w2
nxxdxdt 6 c

}
.

Определим измеримые множества

Sn =
{
t ∈ [0, T ] : ∥wn(·, t)∥W 1

2 (a,b)
6 c <∞,

∥wnxx(·, t)∥L2(a,sn(t)) + ∥wnxx(·, t)∥L2(sn(t),b) <∞
}
.

Мера Sn равна мере [0,T ], так как для wn выполнена первая оценка при определении
Fc и, в силу третьей оценки, функции

∥wnxx(·, t)∥L2(a,sn(t)), ∥wnxx(·, t)∥L2(sn(t),b),

как функции t, почти всюду на [0,T ] конечны. Поэтому для множества S= ∪nSn,

имеем S⊆ [0,T ] и мера S равна мере [0,T ].

Справедливо следующее утверждение, аналогичное леммам из [1].

Лемма 2. Для любого ε > 0 найдется c(ε) такое, что для всех t ∈ S и для всех
натуральных n и m выполнено неравенство

∥wn(·, t) − wm(·, t)∥q0W 1
q0

(a,b) 6 ε

1 +

sn(t)∫
a

w2
nxx(x, t)dx+

b∫
sn(t)

w2
nxx(x, t)dx+

+

sm(t)∫
a

w2
mxx(x, t)dx+

b∫
sm(t)

w2
mxx(x, t)dx

+ c(ε)∥wn(·, t) − wm(·, t)∥2L2(a,b)
.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Предположим, что утверждение леммы не выполнено.
Тогда существует ε0 > 0, что для любого натурального k найдутся tk ∈ S и нату-
ральные nk и mk, для которых выполнено неравенство

∥wnk
(·, tk) − wmk

(·, tk)∥q0W 1
qo

(a,b) >

> ε0

1 +

snk (tk)∫
a

w2
nkxx

(x, tk)dx+

b∫
snk (tk)

w2
nkxx

(x, tk)dx+

smk (tk)∫
a

w2
mkxx

(x, tk)dx+

+

b∫
smk (tk)

w2
mkxx

(x, tk)dx

+ k∥wnk
(·, tk) − wmk

(·, tk)∥2L2(a,b)
.
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Обозначим φk(x)=wnk
(x,tk), ψk(x)=wmk

(x,tk), s
1
k= s

nk(tk), s
2
k= s

mk(tk). В этих
обозначениях, вспоминая определения Fc и S, последнее неравенство с некоторой
константой c1 можно переписать в виде

c1 > ∥φk − ψk∥q0W 1
q0

(a,b) >

> ε0

1 +

s1k∫
a

φ2
kxxdx+

b∫
s1k

φ2
kxxdx+

s2k∫
a

ψ2
kxxdx+

b∫
s2k

ψ2
kxxdx

+ k∥φk − ψk∥2L2(a,b)
.

Выбирая подпоследовательность, считаем, что s1k−→s1,s
2
k−→s2. Нетрудно увидеть,

что функции одной переменной φk и ψk принадлежат Gc2 с c2=max(c1/ε0,c). Тогда,
в силу Леммы 1, выбирая, если необходимо, подпоследовательность, можно считать,
что φk−→φ и ψk−→ψ в W 1

q0(a,b). Поэтому,

φk − ψk −→ φ − ψ в W 1
q0(a, b).

Из последнего неравенства следует, что

∥φk − ψk∥2L2(a,b)
6 c1/k −→ 0,

то есть φ−ψ=0. Это противоречит условию

∥φk − ψk∥q0W 1
q0

(a,b) > ε0,

вытекающему из того же неравенства. 2
4. Доказательство Теоремы

Интегрируя неравенство Леммы 2 по t, получим, что для любого ε>0 найдется
постоянная c(ε) такая, что для всех n и m верно неравенство

T∫
0

∥wn(·, t) − wm(·, t)∥q0W 1
q0

(a,b)dt 6 ε

(
T +

T∫
0

sn(t)∫
a

w2
nxx(x, t)dxdt+

T∫
0

b∫
sn(t)

w2
nxx(x, t)dxdt+

+

T∫
0

sm(t)∫
a

w2
mxx(x, t)dxdt+

T∫
0

b∫
sm(t)

w2
mxx(x, t)dxdt

)
+ c(ε)

T∫
0

∥wn(·, t) − wm(·, t)∥2L2(a,b)
dt 6

6 ε(T + 2c) + c(ε)

T∫
0

∥wn(·, t) − wm(·, t)∥2L2(a,b)
dt. (3)

По определению Fc верна оценка ∥wn∥W 1
2 (Q) 6 c. Поэтому существует подпо-

следовательность wn, сходящаяся сильно в L2(Q). Из неравенства (3) легко выво-
дим, что эта подпоследовательность будет также сходиться по норме пространства
Lq0(0,T ;W

1
q0(a,b)).

Теорема доказана. Отметим, что случай, когда непересекающихся фаз, на кото-
рые делится область Q, конечное число, рассматривается по этой же схеме.
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The compactness theorem is proved for sequences of functions that have
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2 .
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