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Оптимальное управление уравнениями
радиационного теплообмена

для многокомпонентных сред

Представлен анализ задач оптимального управления нелинейными эллиптиче-
скими уравнениями, моделирующими сложный теплообмен с френелевскими
условиями сопряжения на поверхностях разрыва коэффициента преломления.
Получены условия разрешимости экстремальных задач и невырожденности си-
стемы оптимальности. Для задачи управления с граничным наблюдением уста-
новлено свойство «bang-bang».

Ключевые слова: стационарные уравнения радиационного теплообмена, фре-
нелевские условия сопряжения, задачи оптимального управления.

DOI: https://doi.org/10.47910/FEMJ202010

1. Постановка задачи оптимального управления

Рассмотрим ограниченную липшицеву область Ω⊂R3, содержащую конечное чис-
ло липшицевых подобластей Ωj , j=1, ... ,m, замыкания которых не пересекаются.
Пусть

Ω0 = Ω \

 m∪
j = 1

Ω̄j

 ,

Γ=∂Ω⊂Γ0=∂Ω0, Γj =∂Ωj ⊂Γ0, j=1,...,m.
Процесс радиационного теплообмена описывается температурой θ и усреднен-

ной по направлениям интенсивностью теплового излучения φ, которые в каждой из
областей Ωj , j=0,...,m, удовлетворяют уравнениям

− a∆θ + b(θ3|θ| − φ) = f, − α∆φ+ β(φ − θ3|θ|) = g. (1)

Положительные физические параметры a, b, α и β, описывающие свойства среды,
определены в [1]. Эти параметры и коэффициент преломления n> 0 принимают
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постоянные значения в областях Ωj , j=0,...,m, и при этом, что важно, b=σβn2, σ=
=Const>0. Функции f и g описывают тепловые источники и источники излучения.

Краевые условия на внешней границе Γ=∂Ω и полученные в [1] условия сопряже-
ния для температуры θj = θ|Ωj и интенсивности излучения φj =φ|Ωj на внутренних
границах Γj =∂Ωj , j=1,...,m, имеют вид

{a∂νθ + c(θ − θb)}|Γ = 0, {α∂νφ+ γ(φ − θ4b )}|Γ = 0, (2)

θ0 = θj , a0∂νθ0 = aj∂νθj , (3)

n2
0α0∂νφ0 = n2

jαj∂νφj , hj(φj − φ0) = α0∂νφ0. (4)

Здесь θb — заданная температура, c — коэффициент теплопередачи, 0< γ 6 1/2,
{aj ,αj ,nj}={a,α,n}|Ωj

, hj>0 — параметры, зависящие от коэффициентов отражения
на соответствующих границах. Через ∂ν обозначаем производную в направлении
внешней нормали ν к границе.

Пусть Uad ⊂L2(Ω)×L2(Ω) — множество допустимых управлений. Задача опти-
мального управления заключается в минимизации некоторого целевого функциона-
ла J , зависящего от состояния y={θ,φ} и управления u={f,g}∈Uad, на решениях
краевой задачи (1)–(4).

Краевые задачи для уравнений радиационного теплообмена, где рассматривает-
ся диффузионное приближение уравнения переноса излучения, но не учитываются
эффекты отражения и преломления на границах разрыва коэффициента прелом-
ления, изучены достаточно полно. Отметим статьи [2–18], посвященные краевым,
экстремальным и обратным задачам для диффузионных уравнений радиационно-
го теплообмена. Краевые и обратные задачи для многокомпонентных сред изучены
в [1, 19, 20]. Различные краевые задачи, учитывающие радиационный теплообмен,
рассмотрены в [21–23].

В данной заметке анонсируются результаты анализа задачи оптимального управ-
ления системой (1)–(4), приводятся результаты о разрешимости задачи и невырож-
денности условий оптимальности. Для задачи управления с граничным наблюдени-
ем установлено свойство релейности оптимального управления.

2. Разрешимость задачи управления

Рассмотрим функциональные пространства H=L2(Ω), V =H1(Ω),

W = {w ∈ H : wj = w|Ωj ∈ H1(Ωj), j = 0, . . . ,m} ⊂ L6(Ω).

Здесь и далее через Ls, 16 s6∞, обозначаем пространства Лебега, через Hs=W s
2

— пространства Соболева. Заметим, что V ⊂W ⊂H=H ′⊂W ′⊂V ′. Здесь W ′,V ′ —
пространства, сопряженные с W и V соответственно. Через (f,v) будем обозначать
значение функционала f ∈V ′ на элементе v∈V и скалярное произведение в H, если
f,v∈H и, кроме того,

∥v∥2 = (v, v), (v, w)j = (v, w)L2(Ωj), ∥v∥
2
j = (v, v)j , (v, w)W =

m∑
j = 0

(v, w)H1(Ωj).
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Предполагается, что исходные данные удовлетворяют условиям:
(i) c,γ∈L∞(Γ), c> c0>0, γ>γ0>0, c0,γ0=const;
(ii) {a,b,α,β,n}|Ωj ={aj ,bj ,αj ,βj ,nj}, b=σβn2, σ=Const>0;
(iii) 06θb∈L∞(Γ); f ∈H, g : =σn2g∈H.

Для записи слабой формулировки краевой задачи (1)–(4) определим отображе-
ния A1 : V →V ′, A2 : W →W ′, fb∈V ′, gb∈W ′, используя равенства [19,20]

(A1θ, η) = (a∇θ,∇η) +

∫
Γ

cθηdΓ,

(A2φ,w) = σ

m∑
j = 0

αjn
2
j (∇φ,∇w)j + σn2

0

∫
Γ

γφwdΓ + σn2
0

m∑
j = 1

hj

∫
Γj

(φ0 − φj)(w0 − wj)dΓ,

(fb, η) =

∫
Γ

cθbηdΓ, (gb, w) = σn2
0

∫
Γ

γθ4bwdΓ,

справедливые для всех θ,η∈V and φ,w∈W . Здесь {φj ,wj}={φ,w}|Ωj
.

Пара {θ,φ}∈V ×W называется слабым решением задачи (1)–(4), если

A1θ + b([θ]4 − φ) = fb + f, A2φ+ b(φ − [θ]4) = gb + g. (5)

Здесь [θ]4= |θ|4signθ.
При выполнении условий (i)–(iii) задача (5) однозначно разрешима [19].
Рассмотрим пространство управлений U=H×H, множество допустимых управ-

лений Uad, пространство состояний Y =V ×W и целевой функционал J :Y ×Uad→R
такие, что

(j) Uad⊂U непустое, выпуклое и замкнутое множество;
(jj) J слабо полунепрерывен снизу;
(jjj) Uad⊂U ограничено или ∀r> 0 множество {u∈Uad : J(y,u)6 r, y∈Y } огра-

ничено в U .
Пусть F : Y ×U→V ′×W ′, y={θ,φ}, u={f,g},

F (y, u) = {A1θ + b([θ]4 − φ) − fb − f, A2φ+ b(φ − [θ]4) − gb − g}.

Сформулируем задачу оптимального управления.
Задача (CP). Найти ŷ={θ̂,φ̂}∈Y , û={f̂ , ĝ}∈Uad такие, что F (ŷ, û)=0,

J(ŷ, û) = inf {J(y, u) : u ∈ Uad, F (y, u) = 0} . (6)

Заметим, что из условия (jjj) и оценок решения задачи (5), полученных в [19], сле-
дует ограниченность минимизирующей функционал J последовательности
в U ×V ×W. Поэтому, с учетом компактности вложения V ⊂L3(Ω) и условия (jj),
получаем разрешимость задачи (CP).

Теорема 1. Пусть выполняются условия (i)–(iii), (j)–(jjj). Тогда существует ре-
шение задачи (CP).
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3. Необходимые условия оптимальности

При получении невырожденных условий оптимальности важное значение име-
ет тот факт, что образ производной оператора ограничений ImF ′

y(ŷ, û), где ŷ, û —
решение задачи (CP), совпадает с пространством V ′×W ′.

Лемма 1. Пусть выполняются условия (i)–(iii). Для любой пары y ∈ Y, u ∈ U

справедливо равенство
ImF ′

y(y, u) = V ′ ×W ′.

Утверждение леммы следует из разрешимости линейной системы

A1ξ + b(4|θ|3ξ − ζ) = η1, A2ζ + b(ζ − 4|θ|3ξ) = η2 (7)

для всех η1∈V ′,η2∈W ′. Задача (7) эквивалентна системе

ξ +Bξ = η3, ζ = (A2 + bI)−1(4b|θ|3ξ + η2). (8)

Здесь Bξ=A−1
1 A2(A2+bI)−1(4b|θ|3ξ), η3=A−1

1 (η1+η2−A2(A2+bI)−1η2)∈V . Нетруд-
но проверить, что оператор B : V → V является компактным. Используя свойство
единственности продолжения для эллиптических уравнений, можно показать, что
ядро фредгольмовского оператора I+B нулевое. Поэтому первое уравнение в (8)
однозначно разрешимо для любой правой части, что означает разрешимость задачи
(7) и справедливость утверждения леммы.

Используя лемму 1, для получения системы оптимальности удобно использовать
принцип Лагранжа для гладко-выпуклых экстремальных задач [24, гл.2, теорема
1.5]. Функция Лагранжа задачи (CP) определяется равенством

L(y, u, p) = J(y, u)+ (A1θ+ b([θ]4 − φ) − fb − f, p1)+ (A2φ+ b(φ − [θ]4) − gb − g, p2),

где y={θ,φ}∈Y , u={f,g}∈U , p={p1,p2}∈Y. В соответствии с принципом Лагранжа
равенства L′

θ(ŷ, û,p)= 0, L′
φ(ŷ, û,p)= 0 дают сопряженную систему, которая допол-

няется вариационным неравенством (L′
u(ŷ, û,p),u− û)U > 0 ∀u∈Uad. В результате

получаем следующее утверждение.

Теорема 2. Пусть выполняются условия (i)–(iii), {ŷ, û} — решение задачи (OC)
и при этом ∀u ∈ Uad отображение y → J(y, u) непрерывно дифференцируемо в окрест-
ности ŷ, ∀y в окрестности ŷ функция u → J(y, u) выпукла, J дифференцируема по
Гато по u в точке {ŷ, û}. Тогда существует сопряженное состояние p = {p1, p2} ∈ Y ,
удовлетворяющее системе уравнений

A1p1 + 4b|θ̂|3(p1 − p2) = − J ′
θ(ŷ, û), A2p2 + b(p2 − p1) = − J ′

φ(ŷ, û), (9)

такое, что ∀u={v,w}∈Uad

(J ′
f (ŷ, û) − p1, v − f̂) > 0, (J ′

g(ŷ, û) − p2, w − ĝ) > 0. (10)

Здесь ŷ={θ̂,φ̂} — оптимальное состояние, û={f̂ , ĝ} — оптимальное управление.
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4. Граничное наблюдение. Свойство bang-bang

В качестве приложения изучим следующую задачу оптимального управления
радиационным теплообменом в области Ω с одним включением Ω̄1⊂Ω.

1

2

∫
Γ

(θ − θd)
2dΓ → inf, (11)

A1θ + b([θ]4 − φ) = fb + f, A2φ+ b(φ − [θ]4) = gb, (12)

f ∈ {v ∈ H : supp v ⊂ Ω̄1, 0 6 f1(x) 6 v(x) 6 f2(x), x ∈ Ω1}. (13)

Здесь θd∈L2(Γ), f1,f2∈L2(Ω1) — заданные функции.
В силу теорем 1,2 справедлив следующий результат.

Теорема 3. Пусть выполняются условия (i)–(iii). Тогда существует решение
{θ̂, φ̂, f̂} задачи (11)–(13) и соответствующее сопряженное состояние {p1, p2} такие,
что

A1θ̂ + b([θ̂]4 − φ̂) = fb + f̂ , A2φ̂+ b(φ̂ − [θ̂]4) = gb, (14)

A1p1 + 4b|θ̂|3(p1 − p2) = gd, A2p2 + b(p2 − p1) = 0, (15)

∫
Ω1

p1(v − f̂)dx 6 0 ∀v ∈ L2(Ω1), 0 6 f1 6 v 6 f2. (16)

Здесь gd∈V ′ задается выражением (gd,η)= −
∫
Γ

(θ̂−θd)ηdΓ ∀η∈V.

Условия (14)–(16) позволяют обосновать релейность оптимального управления
(свойство bang-bang).

Лемма 2. Пусть выполняются условия (i)–(iii), тройка {θ̂, φ̂, f̂} — решение за-
дачи (11)–(13), {p1, p2} — сопряженное состояние и при этом θb > µ = Const > 0.
Тогда либо p1(x) =/ 0 почти всюду на Ω1, либо p1 = p2 = 0 в Ω.

Отметим сразу, и это важно, что из условия θb>µ=Const>0 следует неравенство
θ̂>µ>0 в Ω, означающее положительность температуры. Это позволяет, опираясь
на свойство единственности продолжения для эллиптических уравнений, доказать
лемму 2.

Заметим, что если p1≡ 0, то можно найти такое управление f̂ , что θ̂− θd=0 на
внешней границе Γ. В случае положительности минимального значения целевого
функционала из леммы 2 следует, что p1=/0 почти всюду в Ω1. Тогда из вариацион-
ного неравенства (16) получаем

p1(x)(s − f̂(x)) 6 0 ∀s ∈ [f1(x), f2(x)] для почти всех x ∈ Ω1.

Таким образом, справедлив следующий результат.
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Теорема 4. Пусть выполняются условия (i)–(iii) и при этом θb > µ = Const > 0.
Если точная нижняя грань целевого функционала в задаче (11)–(13) положительна,
то p1 =/ 0 почти всюду в Ω1 и оптимальное управление является релейным,

f̂(x) =

{
f1(x), если p1(x) < 0;
f2(x), если p1(x) > 0.

Работа выполнена в рамках государственного задания Института прикладной
математики ДВО РАН (номер темы: 075-01095-20-00).
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ABSTRACT

An analysis of optimal control problems for nonlinear elliptic equations mod-

eling complex heat transfer with Fresnel conjugation conditions on the dis-

continuity surfaces of the refractive index is presented. Conditions for the

solvability of extremal problems and the nondegeneracy of the optimality

system are obtained. For the control problem with boundary observation,

the bang-bang property is set.

Key words: stationary equations of radiative heat transfer, Fresnel conju-

gation conditions, optimal control problems.
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