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Конечно-разностные методы решения
нелокальной краевой задачи

для многомерного параболического
уравнения с граничными условиями

интегрального вида

В статье рассматривается нелокальная краевая задача для многомерного па-
раболического уравнения с граничными условиями интегрального вида. Для
решения задачи получена априорная оценка в дифференциальной форме, от-
куда следуют единственность и устойчивость решения по правой части и на-
чальным данным на слое в L2-норме. Для численного решения нелокальной
краевой задачи строится локально-одномерная (экономичная) разностная схе-
ма А.А. Самарского с порядком аппроксимации O(h2+τ), основная идея кото-
рой состоит в сведении перехода со слоя на слой к последовательному решению
ряда одномерных задач по каждому из координатных направлений. Методом
энергетических неравенств получены априорные оценки, откуда следуют един-
ственность, устойчивость, а также сходимость решения локально-одномерной
разностной схемы к решению исходной дифференциальной задачи в L2-норме
со скоростью, равной порядку аппроксимации разностной схемы. Построен ал-
горитм численного решения.
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Введение

Последние годы интерес многих ученых вызывают задачи, названные нелокаль-
ными. Нелокальными задачами в литературе принято называть такие задачи, в ко-
торых вместо обычных точечных (“локальных”) граничных условий задаются усло-
вия, связывающие значения искомого решения и (или) его производных в различных

1Институт прикладной математики и автоматизации КБНЦ РАН, 360004, г. Нальчик, ул. Шор-
танова, 89а. Электронная почта: zarabaeva@yandex.ru



4 З.В. Бештокова

точках границы, либо же в точках границы и в каких-либо внутренних точках [1, c.
135]. К первым работам с неклассическими граничными условиями относятся, по-
видимому, работы Carleman T. [2], Canon J. R. [3], Камынина Л. И. [4] и Чудновско-
го А.Ф. [5]. Естественность постановки задач, когда краевые условия представляют
собой соотношение между значениями неизвестной функции, вычисленной в раз-
личных точках границы, отмечалась ещё В. А. Стекловым [6].

Среди таких задач наиболее сложными с точки зрения численной реализации
считаются многомерные (по пространственным переменным) задачи. Сложность за-
ключается в значительном увеличении объёма вычислений, возникающем при пере-
ходе от одномерных задач к многомерным. В этой связи актуальна задача постро-
ения экономичных разностных схем, которые обладают возможностью достаточно
эффективной стабилизации решений (устойчивостью) и требуют для перехода со
слоя на слой затратить Q арифметических действий, пропорциональных числу уз-
лов сетки, так что Q=O

(
1
hp

)
, где h= min

16i6p
hi, p — размерность пространства, hi —

шаг сетки по направлению xi.
Настоящая работа посвящена построению локально-одномерных (экономичных)

разностных схем для численного решения нелокальной краевой задачи для много-
мерного параболического уравнения с граничными условиями интегрального вида,
основная идея которой состоит в сведении перехода со слоя на слой к последова-
тельному решению ряда одномерных задач по каждому из координатных направ-
лений. При этом каждая из вспомогательных задач может не аппроксимировать
исходную задачу, но в совокупности и в специальных нормах такая аппроксима-
ция имеет место. Эти методы были названы методами расщепления; они развиты в
работах Douglas J., Peaceman D.W., Rасhfоrd H. H. [7, 8], Яненко Н.Н. [9], Самар-
ского А. А. [10,11], Марчука Г.И. [12], Дьяконова Е. Г. [13] и др.

Различные классы нелокальных краевых задач для одномерных дифференци-
альных уравнений в частных производных целочисленного и дробного порядков
изучались в работах [14–21], в многомерном случае — в [22].

В [15] рассматривается нелокальная краевая задача для уравнения третьего по-
рядка

Lν(u) ≡ ut − uxx − νuxxt + c(x, t)u = q(x, t),

с краевыми условиями

u(0, t) = α(t)u(1, t) +

t∫
0

h(t, τ)u(1, τ)dτ, 0 < t < T, (∗)

ux(1, t) = 0, 0 < t < T,

u(x, 0) = u0(x), 0 < x < 1.

Исследуемая в данной работе нелокальная задача содержит нелокальные гра-
ничные условия интегрального вида (*).

В работе [22] исследуется нелокальная краевая задача для многомерного диф-
ференциального уравнения в частных производных параболического типа с гранич-
ным условием интегрального вида. Построена локально-одномерная схема, получе-
ны априорные оценки, откуда следуют устойчивость и сходимость.
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Настоящая работа является продолжением серии работ автора, посвященных
краевым задачам для многомерных дифференциальных уравнений в частных про-
изводных параболического типа [23,24].

1. Постановка нелокальной краевой задачи и априорная оцен-
ка в дифференциальной форме

В замкнутой области QT =G×[0,T ], основанием которой является p-мерный пря-
моугольный параллелепипед G={x=(x1,x2,...,xp):06xα6lα,α=1,2,...,p} с границей
Γ, G=G∪Γ, рассматривается нелокальная краевая задача

∂u

∂t
= Lu+ f(x, t), (x, t) ∈ QT , (1)

kα(x
α
0 , t)uxα

(xα0 , t) = β+α(x
α
lα
, t)u(xαlα , t) +

t∫
0

ρ1(t, τ)u(x
α
lα
, τ)dτ −

− µ−α(x
α
0 , t), α = 1, 2, ..., p, 0 6 t 6 T,

− kα(x
α
lα
, t)uxα(x

α
lα
, t) = β−α(x

α
0 , t)u(x

α
0 , t) +

t∫
0

ρ2(t, τ)u(x
α
0 , τ)dτ −

− µ+α(x
α
lα
, t), α = 1, 2, ..., p, 0 6 t 6 T,

(2)

u(x, 0) = u0(x), x ∈ G, (3)

где

Lu =

p∑
α = 1

Lαu, Lαu =
∂

∂xα

(
kα(x, t)

∂u

∂xα

)
+ rα(x, t)

∂u

∂xα
− qα(x, t)u,

u(x, t) ∈ C4,2
(
QT

)
, kα(x, t) ∈ C3,1

(
QT

)
, rα(x, t), qα(x, t), f(x, t) ∈ C2,1

(
QT

)
,

0 < c0 6 kα(x, t) 6 c1, (4)

|rα(x, t)|, |kxα
(x, t)|, |rxα

(x, t)|, |qα(x, t)|, |β±α(x, t)|, |ρ1(t, τ)|, |ρ2(t, τ)| 6 c2,

QT = G× (0, T ], c0, c1, c2 — положительные постоянные, α = 1, p, 0 6 τ 6 t,

xα0 = (x1, x2, ..., xα−1, 0, xα+1, ..., xp), xαlα = (x1, x2, ..., xα−1, lα, xα+1, ..., xp),

β±α(x, t), µ±α(x, t), u0(x) — непрерывные функции, ρ1(t, τ), ρ2(t, τ) ∈ C1[0, T ].

Далее через Mi, i=1,2,..., обозначаются положительные постоянные, зависящие
только от входных данных задачи (1)–(3).

Допуская существование регулярного решения задачи (1)–(3) в замкнутой об-
ласти QT , получим априорную оценку для ее решения. Для получения априорной
оценки воспользуемся методом энергетических неравенств. Умножим уравнение (1)
скалярно на u и получим энергетическое тождество:(

∂u

∂t
, u

)
=

(
p∑

α = 1

∂

∂xα

(
kα(x, t)

∂u

∂xα

)
, u

)
+

(
p∑

α = 1

rα(x, t)
∂u

∂xα
, u

)
−

−

(
p∑

α = 1

qα(x, t)u, u

)
+
(
f(x, t), u

)
.

(5)
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Будем пользоваться скалярным произведением и нормой

u2x =

p∑
α = 1

u2xα
, ∥u∥2L2(0,lα) =

lα∫
0

u2(x, t)dxα,
(
u, v
)
=

∫
G

uvdx, ∥u∥20 =

∫
G

u2dx.

Преобразуем интегралы, входящие в тождество (5):(
∂u

∂t
, u

)
=

∫
G

u
∂u

∂t
dx =

1

2

∂

∂t
∥u∥20, (6)

( p∑
α = 1

∂

∂xα

(
kα(x, t)

∂u

∂xα

)
, u

)
=

=

p∑
α = 1

∫
G′

kα(x, t)u
∂u

∂xα

∣∣∣∣lα
0

dx′ −
p∑

α = 1

∫
G

kα(x, t)

(
∂u

∂xα

)2

dx,

(7)

где G′ = {x′ = (x1,x2, ... ,xα−1,xα+1, ... ,xp) : 0<xk < lk, k=1,2, ... ,α− 1,α+1, ... ,p},
dx′=dx1dx2 · · ·dxα−1dxα+1 · · ·dxp. Далее, для оценки слагаемых правой части, при-
меним ε-неравенство Коши:(

p∑
α = 1

rα(x, t)
∂u

∂xα
, u

)
6

p∑
α = 1

(
rα(x, t)

∂u

∂xα
, u

)
6 ε∥ux∥20 +M1(ε)∥u∥20, (8)

−
( p∑

α = 1

qα(x, t)u, u

)
6 c2∥u∥20, (9)(

f(x, t), u

)
6 1

2
∥f∥20 +

1

2
∥u∥20. (10)

Учитывая преобразования (6)–(10), из (5) получаем неравенство

1

2

∂

∂t
∥u∥20 +

p∑
α = 1

∫
G

kα(x, t)

(
∂u

∂xα

)2

dx 6

6
p∑

α = 1

∫
G′

ukα(x, t)
∂u

∂xα

∣∣∣∣lα
0

dx′ + ε∥ux∥20 +M2(ε)∥u∥20 +
1

2
∥f∥20.

(11)

Принимая во внимание (2) и
∫
∂Ω

v2ds6
∫
Ω

(
εv2x+cεv

2
)
dx, c(ε)= 1

lα
+ 1

ε , ε>0, первое

слагаемое в правой части (11) оценим следующим образом:

p∑
α = 1

∫
G′

ukα(x, t)
∂u

∂xα

∣∣∣∣lα
0

dx′ =

=

p∑
α = 1

∫
G′

(
kα(x

α
lα , t)uxα

(xαlα , t)u(x
α
lα , t) − kα(x

α
0 , t)uxα

(xα0 , t)u(x
α
0 , t)

)
dx′ =
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=

p∑
α = 1

∫
G′

(
µ+α(x

α
lα , t)u(x

α
lα , t) − β−α(x

α
0 , t)u(x

α
0 , t)u(x

α
lα , t) −

− u(xαlα , t)

t∫
0

ρ2(t, τ)u(x
α
0 , τ)dτ + µ−α(x

α
0 , t)u(x

α
0 , t) − β+α(x

α
lα , t)u(x

α
lα , t)u(x

α
0 , t) −

− u(xα0 , t)

t∫
0

ρ1(t, τ)u(x
α
lα , τ)dτ

)
dx′ 6 εM3∥ux∥20 +M4(ε)∥u∥20+

+ε

t∫
0

∥ux∥20dτ +M5(ε)

t∫
0

∥u∥20dτ +
1

2

p∑
α = 1

∫
G′

(
µ2
−α + µ2

+α

)
dx′. (12)

Тогда из неравенства (11), с учетом (12), следует

1

2

∂

∂t
∥u∥20 +

p∑
α = 1

∫
G

kα(x, t)

(
∂u

∂xα

)2

dx 6 εM6∥ux∥20 +M7(ε)∥u∥20+

+ε

t∫
0

∥ux∥20dτ +M5(ε)

t∫
0

∥u∥20dτ +
1

2

p∑
α = 1

∫
G′

(
µ2
−α + µ2

+α

)
dx′ +

1

2
∥f∥20.

(13)

Проинтегрировав (13) по τ от 0 до t, получим

∥u∥20 +
t∫

0

∥ux∥20dτ 6 εM8

t∫
0

∥ux∥20dτ + εM9

t∫
0

τ∫
0

∥ux∥20dτ1dτ +M10(ε)

t∫
0

τ∫
0

∥u∥20dτ1dτ+

+M11(ε)

t∫
0

∥u∥20dτ +M12

 t∫
0

∥f∥20 +
p∑

α = 1

∫
G′

(
µ2
−α + µ2

+α

)
dx′

 dτ + ∥u0(x)∥20

.
(14)

Оценивая второе и третье слагаемые правой части неравенства (14)
t∫

0

τ∫
0

∥ux∥20dτ1dτ 6 T

t∫
0

∥ux∥20dτ,
t∫

0

τ∫
0

∥u∥20dτ1dτ 6 T

t∫
0

∥u∥20dτ,

из (14) получим неравенство

∥u∥20 +
t∫

0

∥ux∥20dτ 6 εM13

t∫
0

∥ux∥20dτ +M14(ε)

t∫
0

∥u∥20dτ+

+M12

( t∫
0

(
∥f∥20 +

p∑
α = 1

∫
G′

(
µ2
−α + µ2

+α

)
dx′
)
dτ + ∥u0(x)∥20

)
.

(15)

Выбирая ε= 1
2M13

, из (15) следует

∥u∥20 +
t∫

0

∥ux∥20dτ 6
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+M15

t∫
0

∥u∥20dτ +M16

 t∫
0

∥f∥20 +
p∑

α = 1

∫
G′

(
µ2
−α + µ2

+α

)
dx′

 dτ + ∥u0(x)∥20

 .

На основании леммы Гронуолла [25, c. 152] из последнего получаем неравенство

∥u∥20+
t∫

0

∥ux∥20dτ 6M(T )

 t∫
0

(
∥f∥20 +

p∑
α = 1

∫
G′

(
µ2
−α + µ2

+α

)
dx′
)
dτ + ∥u0(x)∥20

, (16)

где M(T ) зависит только от входных данных задачи (1)–(3).

Теорема 1. Пусть выполнены условия (4), тогда для решения задачи (1)–(3)
справедлива априорная оценка (16).

Из априорной оценки (16) следует единственность решения исходной диффе-
ренциальной задачи (1)–(3), а также непрерывная зависимость решения задачи от
входных данных на каждом временном слое в L2-норме.

2. Локально-одномерная схема

Пространственную сетку выберем равномерной по каждому направлению Oxα с
шагом hα=

lα
Nα
, α=1,2,...,p :

ω̄h =

p∏
α = 1

ω̄hα
,

ω̄hα
=

{
x(iα)
α = iαhα : iα = 1, . .. , Nα − 1, x(0)α = 0, x(Nα)

α = Nα
hα
2

}
, α = 1, 2, . .. , p.

На отрезке [0,T ] также введём равномерную сетку ω̄τ = {tj = jτ, j=0,1, ... ,j0}
с шагом τ =T/j0. Каждый из отрезков [tj ,tj+1] разобьем на p частей, введя точки
tj+α

p
=tj+τ

α
p , α=1,2,...,p−1, и обозначим через ∆α=

(
tj+α−1

p
,tj+α

p

]
полуинтервал,

где α=1,2,...,p.
Уравнение (1) перепишем в виде

ℜu =
∂u

∂t
− Lu − f = 0,

или p∑
α = 1

ℜαu = 0, ℜαu =
1

p

∂u

∂t
− Lαu − fα,

где fα(x,t), (α=1,2,...,p) — произвольные функции, обладающие той же гладкостью,

что и f(x,t), удовлетворяющие условию нормировки
p∑

α=1
fα=f , и выполнено условие

p∑
α=1

qα= q.
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Если на промежутке [tj−1, tj ] задача решена, то для решения ее на промежут-
ке [tj , tj+1] будем последовательно решать задачи на каждом из полуинтервалов
∆α, α=1,2,...,p

ℜαϑα =
1

p

∂ϑ(α)

∂t
− Lαϑ(α) − fα = 0, x ∈ G, t ∈ ∆α, α = 1, 2, .. . , p, (17)

kα(x
α
0 , t)(ϑ(α))xα

(xα0 , t) = β+α(x
α
lα
, t)ϑ(α)(x

α
lα
, t)+

+ 1
p

pj+α−1∑
s = 0

t s
p∫

t s−1
p

ρ1(t j
p
, τ)ϑ(α)(x

α
lα
, τ)dτ + 1

p

tj+α
p∫

t
j+α−1

p

ρ1(t j
p
, τ)ϑ(α)(x

α
lα
, τ)dτ − µ−α(x

α
0 , t),

− kα(x
α
lα
, t)(ϑ(α))xα

(xαlα , t) = β−α(x
α
0 , t)ϑ(α)(x

α
0 , t)+

+ 1
p

pj+α−1∑
s = 0

t s
p∫

t s−1
p

ρ2(t j
p
, τ)ϑ(α)(x

α
0 , τ)dτ +

1
p

tj+α
p∫

t
j+α−1

p

ρ2(t j
p
, τ)ϑ(α)(x

α
0 , τ)dτ − µ+α(x

α
lα
, t),

(18)

полагая при этом [26, стр. 522]

ϑj(α)(x, tj+α−1
p

) = ϑj(α−1)(x, tj+α−1
p

), α = 2, 3, .. . , p, j = 1, 2, .. . , j0,

ϑj(1)(x, tj) = ϑj−1
(p) (x, tj), j = 2, .. . , j0,

ϑ1(1)(x, 0) = u0(x), ϑ
0
(α)(x, 0) = u0(x),

где интегралы по времени в (18) аппроксимируются по формуле прямоугольников
с порядком точности O(τ) следующим образом:

tj+α
p∫

0

ρ1(t, τ)ϑ(x
α
lα , τ)dτ =

1

p

p∑
α = 1

tj+α
p∫

0

ρ1(t, τ)ϑ(α)(x
α
lα , τ)dτ =

=
1

p

p∑
α = 1

pj+α∑
s = 0

t s
p∫

t s−1
p

ρ1(t j
p
, τ)ϑ(α)(x

α
lα , τ)dτ =

1

p

p∑
α = 1

pj+α∑
s = 0

ρ1(t j
p
, t s

p
)ϑ(α)(x

α
lα , t s

p
)τ +O(τ) =

=
1

p

p∑
α = 1

pj+α∑
s = 0

p1, jp ,
s
p
y

s
p (xNα

, t s
p
)τ,

tj+α
p∫

0

ρ2(t, τ)ϑ(x
α
0 , τ)dτ =

1

p

p∑
α = 1

tj+α
p∫

0

ρ2(t, τ)ϑ(α)(x
α
0 , τ)dτ =

=
1

p

p∑
α = 1

pj+α∑
s = 0

t s
p∫

t s−1
p

ρ2(t j
p
, τ)ϑ(α)(x

α
0 , τ)dτ =

1

p

p∑
α = 1

pj+α∑
s = 0

ρ2(t j
p
, t s

p
)ϑ(α)(x

α
0 , t s

p
)τ +O(τ) =

=
1

p

p∑
α = 1

pj+α∑
s = 0

p2, jp ,
s
p
y

s
p (x0, t s

p
)τ,
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где p1, jp ,
s
p
=ρ1(t j

p
,t s

p
), p2, jp ,

s
p
=ρ2(t j

p
,t s

p
).

Аналогично [26, c. 401] получим для уравнения (17) номера α монотонную схему
второго порядка аппроксимации по hα. Для этого рассмотрим уравнение (17) номера
α с возмущенным оператором L̃α

1

p

∂ϑ(α)

∂t
= L̃αϑ(α) + fα, t ∈ ∆α, (19)

где

L̃αϑ(α) = κα
∂

∂xα

(
kα(x, t)

∂ϑ(α)

∂xα

)
+ rα(x, t)

∂ϑ(α)

∂xα
− qα(x, t)ϑ(α),

κα =
1

1 +Rα
, Rα =

0.5hα|rα|
kα

— разностное число Рейнольдса,

rα = r+α + r−α , r
+
α = 0.5(rα + |rα|) > 0, r−α = 0.5(rα − |rα|) 6 0, b+α =

r+α
kα
, b−α =

r−α
kα
,

a(1α)
α = aα,iα+1, aα = kα

(
x(−0.5α), t̄

)
,

x(−0.5α) = (x1, ..., xα−1, xα − 0.5hα, xα+1, .. . , xp),

rα = rα(x, t̄), dα = qα(x, t̄), φ
j+α

p
α = fα(x, t̄), x = (x1, x2, . .. , xp), t̄ = tj+ 1

2
.

Аппроксимируем каждое уравнение (19) номера α неявной схемой на полуинтер-
вале

(
tj+α−1

p
,tj+α

p

]
, тогда получим цепочку из p одномерных разностных уравнений:

yj+
α
p − yj+

α−1
p

τ
= Λ̃αy

j+α
p + φ

j+α
p

α , (20)

Λ̃αy = κα

(
aαy

j+α
p

x̄α

)
xα

+ b+αa
(1α)
α y

j+α
p

xα + b−αaαy
j+α

p

x̄α
− dαy

j+α
p .

К уравнению (20) надо присоединить граничные и начальное условия. Запишем
разностный аналог для граничных условий (18):

a
(1α)
α y

j+α
p

xα, 0 = β+α y
j+α

p

Nα
+ 1

p

pj+α∑
s = 0

p1, jp ,
s
p
y

s
p

Nα
τ − µ−α,

− a
(Nα)
α y

j+α
p

xα,Nα
= β−α y

j+α
p

0 + 1
p

pj+α∑
s = 0

p2, jp ,
s
p
y

s
p

0 τ − µ+α.

(21)

Условия (21) имеют порядок аппроксимации O(hα). Повысим порядок аппрок-
симации до O(h2α) на решениях уравнения (17) при каком-либо α :

a(1α)
α ϑ

j+α
p

xα,0 = β+αϑ
j+α

p

Nα
+

1

p

pj+α∑
s = 0

p1, jp ,
s
p
ϑ

s
p

Nα
τ − µ−α +O(hα),

a(1α)
α = k

(α)
1/2 = k0 + k′0

hα
2

+ k′′0
h2α
8

+O(h3α),

ϑ1(α) − ϑ0(α)

hα
= ϑ(α)xα,0 = ϑ′(α) + ϑ′′(α)

hα
2

+O(h2α),

a(1α)
α ϑ

j+α
p

xα,0 = k(α)ϑ′(α),0 + (k(α)ϑ′(α))
′hα
2

+O(h2α),
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k(α)ϑ′(α),0 = a(1α)
α ϑ

j+α
p

xα,0 − 0.5hα

(
k(α)ϑ′(α)

)′
+O(h2α) =

= a(1α)
α ϑ

j+α
p

xα,0 − 0.5hα

(1
p

∂ϑj+
α
p

∂t
− rα

∂ϑ(α)

∂xα
+ qαϑ(α) − fα

)
+O(h2α).

Итак,
a(1α)
α ϑ

j+α
p

xα,0 − 0.5hα

(1
p
ϑ
j+α

p

t̄ − rα
∂ϑ(α)

∂xα
+ qαϑ(α) − fα

)
=

= β+αϑ
j+α

p

Nα
+

1

p

pj+α∑
s = 0

p1, jp ,
s
p
ϑ

s
p

Nα
τ − µ−α +O(h2α) +O(hατ).

(22)

В (22) отбросим величины порядка малости O(h2α) и O(hατ), заменим ϑ(α) на
y(α)=y

j+α
p , тогда (22) перепишется:

(
a(1α)
α + 0.5hαr

(0)
α

)
y
j+α

p

xα,0 − 0.5hα
yj+

α
p − yj+

α−1
p

τ
=

= 0.5hαd
(0)
α y

j+α
p

0 + β+αy
j+α

p

Nα
+

1

p

pj+α∑
s = 0

p1, jp ,
s
p
y

s
p

Nα
τ − µ−α − 0.5hαfα,0, xα = 0,

или

0.5hα
y
j+α

p

0 − y
j+α−1

p

0

τ
= κ−αa

(1α)
α y

j+α
p

xα,0 − 0.5hαd
(0)
α y

j+α
p

0 − β+αy
j+α

p

Nα
−

− 1

p

pj+α∑
s = 0

p1, jp ,
s
p
y

s
p

Nα
τ + µ−α, xα = 0,

0.5hα
y
j+α

p

Nα
− y

j+α−1
p

Nα

τ
= − κ+αa

(Nα)
α y

j+α
p

x̄α,Nα
− 0.5hαd

(Nα)
α y

j+α
p

Nα
− β−αy

j+α
p

0 −

− 1

p

pj+α∑
s = 0

p2, jp ,
s
p
y

s
p

0 τ + µ+α, xα = lα,

где

µ−α = µ−α + 0.5hαfα,0, µ+α = µ+α + 0.5hαfα,Nα
, µ±α = µ±α(tj),

κ−α =
1

1 + 0.5hα|r(0)α |
k
(0.5)
α

, r(0)α 6 0, κ+α =
1

1 + 0.5hα|r(Nα)
α |

k
(Nα−0.5)
α

, r(Nα)
α > 0.

Таким образом получаем цепочку из p одномерных разностных схем

yj+
α
p − yj+

α−1
p

τ
= Λ̃αy

j+α
p + φ

j+α
p

α , α = 1, 2, .. . , p, xα ∈ ωhα
, (23)0.5hα

y
j+α

p −y
j+α−1

p

τ = Λ−
αy

(α) + µ−α, xα = 0,

0.5hα
y
j+α

p −y
j+α−1

p

τ = Λ+
αy

(α) + µ+α, xα = lα,

y(x, 0) = u0(x),
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где

1

p
y
(α)
t̄ =

yj+
α
p − yj+

α−1
p

τ
,

Λ̃αy = κα

(
aαy

j+α
p

x̄α

)
xα

+ b+αa
(1α)
α y

j+α
p

xα + b−αaαy
j+α

p

x̄α
− dαy

j+α
p .

Λ−
αy

(α) = κ−αa
(1α)
α y

(α)
xα,0 − 0.5hαd

(0)
α y

j+α
p

0 − β+αy
j+α

p

Nα
− 1

p

pj+α∑
s = 0

p1, jp ,
s
p
y

s
p

Nα
τ, xα = 0,

Λ+
αy

(α)= −κ+αa
(Nα)
α y

(α)
x̄α,Nα

− 0.5hαd
(Nα)
α y

j+α
p

Nα
−β−αy

j+α
p

0 − 1

p

pj+α∑
s = 0

p2, jp ,
s
p
y

s
p

0 τ, xα= lα.

Задачу (23) перепишем в операторном виде

yj+
α
p − yj+

α−1
p

τ
= Λαy

(α) +Φ
j+α

p
α , α = 1, 2, ..., p, x ∈ ωhα

, (24)

y(x, 0) = u0(x),

где

Λαy
(α) =


Λ̃αy

(α), xα ∈ ωhα
,

1
0.5hα

Λ−
αy

(α), xα = 0,
1

0.5hα
Λ+

αy
(α), xα = lα,

Φα =


φα, xα ∈ ωhα

,
1

0.5hα
µ−α, xα = 0,

1
0.5hα

µ+α, xα = lα.

3. Погрешность аппроксимации локально-одномерной схемы

Характеристикой точности решения локально-одномерной схемы является раз-
ность zj+

α
p =yj+

α
p −uj+

α
p , где uj+

α
p − решение исходной задачи (1)–(3). Подставляя

yj+
α
p =zj+

α
p +uj+

α
p в разностную задачу (23), получим задачу для погрешности zj+

α
p

zj+
α
p − zj+

α−1
p

τ
= Λ̃αz

j+α
p + ψ

j+α
p

α , (25)

где ψ
j+α

p
α =Λ̃αu

j+α
p +φ

j+α
p

α − u
j+α

p −u
j+α−1

p

τ .

Обозначив через

ψ̊α =

(
Lαu+ fα − 1

p

∂u

∂t

)j+1/2

и замечая, что
p∑

α=1
ψ̊α =0, если

p∑
α=1

fα = f, представим погрешность в виде суммы

ψ
j+α

p
α = ψ̊α+ψ

∗
α :

ψ
j+α

p
α = Λ̃αu

j+α
p + φ

j+α
p

α − uj+
α
p − uj+

α−1
p

τ
+ ψ̊α − ψ̊α =

(
Λ̃αu

j+α
p − Lαu

j+ 1
2

)
+

+
(
φ
j+α

p
α − f

j+ 1
2

α

)
−

(
uj+

α
p − uj+

α−1
p

τ
− 1

p

(
∂u

∂t

)j+1/2
)

+ ψ̊α = ψ̊α + ψ∗
α.
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Очевидно, что

ψ∗
α = O(h2α + τ), ψ̊α = O(1),

p∑
α = 1

ψ
j+α

p
α =

p∑
α = 1

ψ̊α +

p∑
α = 1

ψ∗
α = O(|h|2 + τ).

Запишем граничное условие xα=0 в виде

0.5hα
yj+

α
p − yj+

α−1
p

τ
= κ−αa

(1α)
α y

j+α
p

xα,0 − 0.5hαd
(0)
α y

j+α
p

0 −

− β+αy
j+α

p

Nα
− 1

p

pj+α∑
s = 0

p1, jp ,
s
p
y

s
p

Nα
τ + 0.5hαfα,0 + µ−α.

(26)

Пусть zj+
α
p = yj+

α
p − uj+

α
p , где u — решение исходной дифференциальной задачи

(1)–(3). Подставим yj+
α
p =zj+

α
p +uj+

α
p в (26). Тогда получим

0.5hα
z
j+α

p

0 − z
j+α−1

p

0

τ
= κ−αa

(1α)
α z

j+α
p

xα,0 − 0.5hαd
(0)
α z

j+α
p

0 − β+αz
j+α

p

Nα
−

− 1

p

pj+α∑
s = 0

p1, jp ,
s
p
z

s
p

Nα
τ + κ−αa

(1α)
α u

j+α
p

xα,0 − 0.5hαd
(0)
α u

j+α
p

0 − β+αu
j+α

p

Nα
−

− 1

p

pj+α∑
s = 0

p1, jp ,
s
p
u

s
p

Nα
τ − 0.5hα

u
j+α

p

0 − u
j+α−1

p

0

τ
+ 0.5hαfα,0 + µ−α.

К правой части полученного выражения добавим и вычтем одно и тоже слагаемое

0.5hαψ̊α = 0.5hα

[
∂

∂xα

(
kα

∂u

∂xα

)
+ rα(x, t)

∂u

∂xα
− qαu+ fα − 1

p

∂u

∂t

]j+1/2

xα = 0

.

Тогда

ψ−α = 0.5hα

fα − u
j+α

p

0 − u
j+α−1

p

0

τ

+ κ−αa
(1α)
α u

j+α
p

xα,0 − β+αu
j+α

p

Nα
−

− 1

p

pj+α∑
s = 0

p1, jp ,
s
p
u

s
p

Nα
τ − 0.5hαdα,0u

j+α
p

0 + µ−α −

− 0.5hα

[
∂

∂xα

(
kα

∂u

∂xα

)
+ rα(x, t)

∂u

∂xα
− qαu+ fα − 1

p

∂u

∂t

]j+1/2

xα = 0

+ 0.5hαψ̊α =

= 0.5hα

fα − u
j+α

p

0 − u
j+α−1

p

0

τ

+ a(1α)
α u

j+α
p

xα,0 + 0.5hαr
(0)
α u

j+α
p

xα,0 − β+αu
j+α

p

Nα
−

− 1

p

pj+α∑
s = 0

p1, jp ,
s
p
u

s
p

Nα
τ − 0.5hαdα,0u

j+α
p

0 + µ−α − 0.5hα

[
∂

∂xα

(
kα

∂u

∂xα

)]j+ 1
2

−
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− 0.5hα

(
fα,0 − 1

p

∂u

∂t

)j+ 1
2

+ 0.5hαqα,0u
j+ 1

2
0 − 0.5hαr

(0)
α u

j+ 1
2

xα,0 + 0.5hαψ̊α +O(hατ) =

= a(1α)
α u

j+α
p

xα,0 − β+αu
j+α

p

Nα
− 1

p

pj+α∑
s = 0

p1, jp ,
s
p
u

s
p

Nα
τ + µ−α −

− 0.5hα

[ ∂

∂xα

(
kα

∂u

∂xα

)]j+ 1
2

+ 0.5hαψ̊α +O(h2α) +O(hατ) =

= kα
∂uj+

α
p

∂xα
+ 0.5hα

∂

∂xα

(
kα

∂u

∂xα

)j+α
p

0
− β+αu

j+α
p

Nα
− 1

p

pj+α∑
s = 0

p1, jp ,
s
p
u

s
p

Nα
τ −

− 0.5hα

[
∂

∂xα

(
kα

∂u

∂xα

)]j+ 1
2

+ µ−α + 0.5hαψ̊α +O(h2α) +O(hατ) =

=

(
kα
∂uj+

α
p

∂xα
− β+αu

j+α
p

Nα
− 1

p

pj+α∑
s = 0

p1, jp ,
s
p
u

s
p

Nα
τ + µ−α

)
xα = 0

+ 0.5hαψ̊α +O(h2α) +O(hατ).

В силу действия граничных условий (2) выражение, стоящее в скобках, есть ноль.
Поэтому

ψ−α = 0.5hαψ̊−α + ψ∗
−α, ψ∗

−α = O(h2α + τ) +O(hατ),

и тогда

0.5hα
p

z
j+α

p

t,0 = κ−αa
(1α)
α z

j+α
p

xα,0 − 0.5hαd
(0)
α z

j+α
p

0 − β+αz
j+α

p

Nα
− 1

p

pj+α∑
s = 0

p1, jp ,
s
p
z

s
p

Nα
τ+

+0.5hαψ̊−α + ψ∗
−α,

0.5hα
p

z
j+α

p

t̄,Nα
= − κ+αa

(Nα)
α z

j+α
p

x̄α,Nα
− 0.5hαd

(Nα)
α z

j+α
p

Nα
− β−αz

j+α
p

0 − 1

p

pj+α∑
s = 0

p2, jp ,
s
p
z

s
p

0 τ+

+0.5hαψ̊+α + ψ∗
+α.

Итак, задачу для погрешности zj+
α
p запишем в виде

zj+
α
p − zj+

α−1
p

τ
= Λ̃αz

(α) + ψ
j+α

p
α , (27)

0.5hα
zj+

α
p − zj+

α−1
p

τ
= Λ−

αz
(α) + ψ−α, xα = 0,

0.5hα
zj+

α
p − zj+

α−1
p

τ
= Λ+

αz
(α) + ψ+α, xα = lα,

z(x, 0) = 0,

где

ψα = ψ̊α + ψ∗
α, ψ̊α = O(1), ψ∗

α = O(h2α + τ), ψ−α = 0.5hαψ̊−α + ψ∗
−α,

ψ+α = 0.5hαψ̊+α + ψ∗
+α, ψ±α = O(h2α + τ), ψ̊±α = O(1),

p∑
α = 1

ψ̊±α = 0.
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4. Устойчивость локально-одномерной схемы

Умножим уравнение (24) скалярно на y(α)=yj+
α
p[

1

p
y
(α)
t̄ , y(α)

]
α

−
[
Λαy

(α), y(α)
]
α
=
[
Φ(α), y(α)

]
α
, (28)

где[
u, v
]
=
∑
x∈ω̄h

uvH, H =

p∏
α = 1

~α,
[
u, v
]
α
=

Nα∑
iα = 0

uiαviα~α,
∥∥∥ y(α)∥∥∥2

L2(α)
=

Nα∑
iα = 0

y2~α,

∥∥∥y(α)∥∥∥2
L2(ω̄h)

=
∑

iβ =/ iα

∥∥∥y(α)∥∥∥2
L2(α)

H/~α, ~α =

{
hα, iα = 1, 2, ..., Nα − 1,
hα

2 , iα = 0, Nα,

Преобразуем каждое слагаемое тождества (28)[
1

p
y
(α)
t̄ , y(α)

]
α

=
1

2p

(∥∥∥y(α)∥∥∥2
L2(α)

)
t̄

+
τ

2p
∥yt̄∥

2
L2(α)

, (29)

где ∥ · ∥L2(α) означает, что норма берется по переменной xα при фиксированных
значениях остальных переменных.[

Λαy
(α), y(α)

]
α
=
(
Λ̃αy

(α), y(α)
)
α
+ Λ−

α y
(α)y

(α)
0 + Λ+

αy
(α)y

(α)
Nα

=

=
(
κα

(
aαy

(α)
x̄α

)
xα

, y(α)
)
α
+
(
b+αa

(1α)
α y(α)xα

, y(α)
)
α
+
(
b−αaαy

(α)
x̄α
, y(α)

)
α
−
(
dαy

(α), y(α)
)
α
+

+
(
κ−αa

(1α)
α y

(α)
xα,0 − 0.5hαd

(0)
α yα0 − β+αy

α
Nα

− 1

p

pj+α∑
s = 0

p1, jp ,
s
p
y

s
p

Nα
τ
)
y
(α)
0 −

−

(
κ+αa

(Nα)
α y

(α)
x̄α,Nα

+ 0.5hαd
(Nα)
α y

j+α
p

Nα
+ β−αy

j+α
p

0 +
1

p

pj+α∑
s = 0

p2, jp ,
s
p
y

s
p

0 τ

)
y
(α)
Nα
. (30)

Используя первую разностную формулу Грина [26, c. 99], выражение (30) перепишем
в виде[

Λαy
(α), y(α)

]
α
= −

(
κ−1aα, y

2
x̄α

]
α
+
(
b+αa

(1α)
α y(α)xα

, y(α)
)
α
+
(
b−αaαy

(α)
x̄α
, y(α)

)
α
−

−
(
dαy

(α), y(α)
)
α
− 0.5hαd

(0)
α y20 − β+αyNα

y0 − y0
1

p

pj+α∑
s = 0

p1, jp ,
s
p
y

s
p

Nα
τ −

−
(
aαy

(α)
x̄α
,κx̄y

(α)
]
α
− 0.5hαd

(Nα)
α y2Nα

− β−αy0yNα − yNα

1

p

pj+α∑
s = 0

p2, jp ,
s
p
y

s
p

0 τ, (31)[
Φ(α), y(α)

]
α
=
(
φ(α), y(α)

)
α
+ µ−αy

(α)
0 ~α + µ+αy

(α)
Nα

~α =

=
(
φ(α), y(α)

)
α
+
(
µ−α + 0.5hαfα,0

)
α
y
(α)
0 ~α +

(
µ+α + 0.5hαfα,Nα

)
y
(α)
Nα

~α =

=
[
φ(α), y(α)

]
α
+ µ−αy

(α)
0 + µ+αy

(α)
Nα
. (32)
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C помощью леммы 1 из [27] находим оценки для слагаемых, входящих в правую
часть (31)

−
(
κ−1aα, y

2
x̄α

]
α
6−M1 ∥yx̄α ]|

2
L2(α)

,

−
(
aαy

(α)
x̄α
,κx̄y

(α)
]
α
+
(
b+αa

(1α)
α yxα , y

(α)
)
α
+
(
b−αaαyx̄α , y

(α)
)
α
6

6M1

(
ε ∥yx̄α

]|2L2(α)
+ c(ε)∥y(α)∥2L2(α)

)
,

−
(
d, (y(α))2

)
α
6 c2∥y(α)∥2L2(α)

,

− 0.5hαd
(0)
α y20 − β+αyNαy0 − 0.5hαd

(Nα)
α y2Nα

− β−αy0yNα 6

6M2

(
y20 + y2N

)
6M2

(
ε∥yx̄α ]|2L2(α)

+ c(ε)∥y∥2L2(α)

)
,

− y0
1

p

pj+α∑
s = 0

p1, jp ,
s
p
y

s
p

Nα
τ − yNα

1

p

pj+α∑
s = 0

p2, jp ,
s
p
y

s
p

0 τ 6

6 1

2

(
y20 + y2Nα

)
+

1

2p2

(
pj+α∑
s = 0

p1, jp ,
s
p
y

s
p

Nα
τ

)2

+
1

2p2

(
pj+α∑
s = 0

p2, jp ,
s
p
y

s
p

0 τ

)2

6

6M3

(
ε ∥yx̄α

]|2L2(α)
+ c(ε)∥y∥2L2(α)

)
+M4

pj+α∑
s = 0

(
ε2

∥∥∥y s
p

x̄α

]∣∣∣2
L2(α)

+ c(ε2)
∥∥∥y s

p

∥∥∥2
L2(α)

)
τ,

[
φ(α), y(α)

]
α
6 1

2

∥∥∥φ(α)
∥∥∥2
L2(α)

+
1

2

∥∥∥y(α)∥∥∥2
L2(α)

,

µ−αy
(α)
0 + µ+αy

(α)
Nα

6 µ2
−α

2
+
µ2
+α

2
+

1

2

[(
y
(α)
0

)2
+
(
y
(α)
Nα

)2]
6 1

2

(
µ2
−α + µ2

+α

)
+

+ε
∥∥∥y(α)x̄α

]∣∣∣2
L2(α)

+ c(ε)
∥∥∥y(α)∥∥∥2

L2(α)
,

где ε>0, c(ε)= 1
lα
+ 1

ε .
Подставляя полученные оценки после суммирования по iβ =/ iα, β = 1,2, ... , p в

тождество (28), находим

1

2p

(∥∥∥yj+α
p

∥∥∥2
L2(ω̄h)

)
t̄

+M1

∥∥yx̄α

]∣∣2
L2(ω̄h)

6 εM5

∥∥∥y(α)x̄α

]∣∣∣2
L2(ω̄h)

+

+M6(ε)
∥∥∥y(α)∥∥∥2

L2(ω̄h)
+M4

pj+α∑
s = 0

(
ε2

∥∥∥y s
p

x̄α

]∣∣∣2
L2(ω̄h)

+ c(ε2)
∥∥∥y s

p

∥∥∥2
L2(ω̄h)

)
τ+

+
1

2

∥∥∥φ(α)
∥∥∥2
L2(ω̄h)

+
1

2

∑
iβ =/ iα

(
µ2
−α + µ2

+α

)
H/~α.

(33)

Преобразуем третье слагаемое в правой части (3), тогда

pj+α∑
s = 0

(
ε2

∥∥∥y s
p

x̄α

∥∥∥2
L2(ω̄h)

+ c(ε2)
∥∥∥y s

p

∥∥∥2
L2(ω̄h)

)
τ 6



Конечно-разностные методы решения нелокальной краевой задачи ... 17

6M7

∥∥y0∥∥2
W 1

2 (ω̄h)
+

j∑
s = 0

p∑
α = 1

(
ε2

∥∥∥ys+α
p

x̄α

]∣∣∣2
L2(ω̄h)

+ c(ε2)
∥∥∥ys+α

p

∥∥∥2
L2(ω̄h)

)
τ.

Учитывая последнее и выбирая ε6 M1

2M5
, из (33) получаем

1

2p

(∥∥∥yj+α
p

∥∥∥2
L2(ω̄h)

)
t̄

+
M1

2

∥∥∥y(α)x̄α

]∣∣∣2
L2(ω̄h)

6

6M8

∥∥∥y(α)∥∥∥2
L2(ω̄h)

+M4

j∑
s = 0

p∑
α = 1

(
ε2

∥∥∥ys+α
p

x̄α

]∣∣∣2
L2(ω̄h)

+ c(ε2)
∥∥∥ys+α

p

∥∥∥2
L2(ω̄h)

)
τ+

+
1

2

∥∥∥φj+α
p

∥∥∥2
L2(ω̄h)

+
1

2

∑
iβ =/ iα

(
µ2
−α(tj) + µ2

+α(tj)
)H
~α

+M7

∥∥y0∥∥2
W 1

2 (ω̄h)
.

(34)

Просуммируем (34) сначала по α=1,2,...,p

1

2p

(∥∥yj+1
∥∥2
L2(ω̄h)

)
t̄
+
M1

2

p∑
α = 1

∥∥∥yj+α
p

x̄α

]∣∣∣2
L2(ω̄h)

6

6M8

p∑
α = 1

∥∥∥y(α)∥∥∥2
L2(ω̄h)

+
1

2

p∑
α = 1

∥∥∥φj+α
p

∥∥∥2
L2(ω̄h)

+

+pM4

p∑
α = 1

j∑
s = 0

(
ε2

∥∥∥ys+α
p

x̄α

]∣∣∣2
L2(ω̄h)

+ c(ε2)
∥∥∥ys+α

p

∥∥∥2
L2(ω̄h)

)
τ +

+
1

2

p∑
α = 1

∑
iβ =/ iα

(
µ2
−α + µ2

+α

)
H/~α + pM7

∥∥y0∥∥2
W 1

2 (ω̄h)
,

(35)

а затем, умножая обе части (35) на 2τ и суммируя по j ′ от 0 до j, получаем

∥∥yj+1
∥∥2
L2(ω̄h)

+

j∑
j′ = 0

τ

p∑
α = 1

∥∥∥∥∥yj′+α
p

x̄α

]∣∣∣∣∣
2

L2(ωh)

6M9

j∑
j′ = 0

τ

p∑
α = 1

∥∥∥yj ′+α
p

∥∥∥2
L2(ω̄h)

+

+M10

j∑
j′ = 0

τ

p∑
α = 1

j′∑
s = 0

(
ε2

∥∥∥ys+α
p

x̄α

]∣∣∣2
L2(ω̄h)

+ c(ε2)
∥∥∥ys+α

p

∥∥∥2
L2(ω̄h)

)
τ +

+M11

 j∑
j′ = 0

τ

p∑
α = 1

∥∥∥φj′+α
p

∥∥∥2
L2(ω̄h)

+
∥∥y0∥∥2

W 1
2 (ω̄h)

+

+

j∑
j′ = 0

τ

p∑
α = 1

∑
iβ =/ iα

(
µ2
−α(tj′) + µ2

+α(tj′)
)
H/~α

 .

(36)

Оценим второе выражение в правой части (36), тогда получим

j∑
j′ = 0

τ

p∑
α = 1

j′∑
s = 0

(
ε2

∥∥∥ys+α
p

x̄α

]∣∣∣2
L2(ω̄h)

+ c(ε2)
∥∥∥ys+α

p

∥∥∥2
L2(ω̄h)

)
τ 6
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6 ε2

j∑
j′ = 0

j′∑
s = 0

τ

p∑
α = 1

∥∥∥ys+α
p

x̄α

]∣∣∣2
L2(ω̄h)

τ + c(ε2)

j∑
j′ = 0

j′∑
s = 0

τ

p∑
α = 1

∥∥∥ys+α
p

∥∥∥2
L2(ω̄h)

τ 6

6 ε2T

j∑
j′ = 0

τ

p∑
α = 1

∥∥∥∥∥yj′+α
p

x̄α

]∣∣∣∣∣
2

L2(ω̄h)

+ c(ε2)T

j∑
j′ = 0

τ

p∑
α = 1

∥∥∥yj′+α
p

∥∥∥2
L2(ω̄h)

.

Выбирая ε2= 1
2TM10

, из (36) получаем

∥∥yj+1
∥∥2
L2(ω̄h)

+

j∑
j′ = 0

τ

p∑
α = 1

∥∥∥∥∥yj ′+α
p

x̄α

]∣∣∣∣∣
2

L2(ω̄h)

6M12

j∑
j′ = 0

τ

p∑
α = 1

∥∥∥yj′+α
p

∥∥∥2
L2(ω̄h)

+M13F
j , (37)

F j=
∥∥y0∥∥2

W 1
2 (ω̄h)

+

j∑
j′ = 0

τ

p∑
α = 1

∥∥∥φj′+α
p

∥∥∥2
L2(ω̄h)

+

j∑
j′ = 0

τ

p∑
α = 1

∑
iβ =/ iα

(
µ2
−α(tj) + µ2

+α(tj)
)
H/~α.

Покажем, что выполняется неравенство

max
16α6p

∥∥∥yj+α
p

∥∥∥2
L2(ω̄h)

6 ν1

j−1∑
j′ = 0

τ max
16α6p

∥∥∥yj′+α
p

∥∥∥2
L2(ω̄h)

+ ν2F
j ,

где ν1,ν2 — известные положительные постоянные.
Перепишем неравенство (34) в виде∥∥∥yj+α

p

∥∥∥2
L2(ω̄h)

+M1τ
∥∥∥y(α)x̄α

]∣∣∣2
L2(ω̄h)

6
∥∥∥yj+α−1

p

∥∥∥2
L2(ω̄h)

+ 2M8τ
∥∥∥y(α)∥∥∥2

L2(ω̄h)
+

+2M4τ

j∑
s = 0

p∑
α = 1

(
ε
∥∥∥ys+α

p

x̄α

]∣∣∣2
L2(ω̄h)

+ c(ε)
∥∥∥ys+α

p

∥∥∥2
L2(ω̄h)

)
τ+

+M14

∥∥∥φj+α
p

∥∥∥
L2(ω̄h)

τ + τ
∑

iβ =/ iα

(
µ2
−α(tj) + µ2

+α(tj)
)H
~α

+
∥∥y0∥∥2

W 1
2 (ω̄h)

 .

(38)

Просуммируем (38) по α ′ от 1 до α, тогда получим∥∥∥yj+α
p

∥∥∥2
L2(ω̄h)

+M1

α∑
α′ = 1

τ

∥∥∥∥yj+α′
p

x̄α

]∣∣∣∣2
L2(ω̄h)

6
∥∥yj∥∥2

L2(ω̄h)
+ 2τM8

α∑
α′ = 1

∥∥∥yj+α′
p

∥∥∥2
L2(ω̄h)

+

+2pM4τ

α∑
α′ = 1

j∑
s = 0

ε2
∥∥∥∥∥ys+α′

p

x̄α

]∣∣∣∣∣
2

L2(ω̄h)

+ c(ε2)
∥∥∥ys+α′

p

∥∥∥2
L2(ω̄h)

τ +M14

(
τ

α∑
α′ = 1

∥∥∥φj+α′
p

∥∥∥2
L2(ω̄h)

+

+τ

α∑
α′ = 1

∑
iβ =/ iα

(
µ2
−α′(tj) + µ2

+α′(tj)
)H
~α

+
∥∥y0∥∥2

W 1
2 (ω̄h)

)
6
∥∥yj∥∥2

L2(ω̄h)
+

+2τM8

p∑
α = 1

∥∥∥yj+α
p

∥∥∥2
L2(ω̄h)

+ 2M4

j∑
j′ = 0

(
α∑

α′ = 1

τ

∥∥∥∥yj′+α′
p

x̄α

]∣∣∣∣2
L2(ω̄h)

+

p∑
α = 1

∥∥∥yj′+α
p

∥∥∥2
L2(ω̄h)

)
τ+
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+M14

τ p∑
α = 1

∥∥∥φj+α
p

∥∥∥2
L2(ω̄h)

+ τ

p∑
α = 1

∑
iβ =/ iα

(
µ2
−α(tj) + µ2

+α(tj)
)H
~α

+ ∥y0∥2W 1
2 (ω̄h)

. (39)

Не нарушая общности, считаем, что

max
16α′6p

∥∥∥yj+α′
p

∥∥∥2
L2(ω̄h)

=
∥∥∥yj+α

p

∥∥∥2
L2(ω̄h)

,

в противном случае (38) будем суммировать до такого α, при котором
∥∥∥yj+α

p

∥∥∥2
L2(ω̄h)

достигает максимального значения при фиксированном j. Тогда (39) перепишем в
виде

max
16α6p

∥∥∥yj+α
p

∥∥∥2
L2(ω̄h)

+M1

α∑
α′ = 1

τ

∥∥∥∥∥yj+α′
p

x̄α

]∣∣∣∣∣
2

L2(ω̄h)

6
∥∥yj∥∥2

L2(ω̄h)
+ 2pτM8 max

16α6p

∥∥∥yj+α
p

∥∥∥2
L2(ω̄h)

+

+2M4

j∑
j′ = 0

 max
16α6p

∥∥∥yj′+α
p

∥∥∥2
L2(ω̄h)

+

α∑
α′ = 1

τ

∥∥∥∥∥yj′+α′
p

x̄α

]∣∣∣∣∣
2

L2(ω̄h)

 τ + (40)

+M14

τ p∑
α = 1

∥∥∥φj+α
p

∥∥∥2
L2(ω̄h)

+ τ

p∑
α = 1

∑
iβ =/ iα

(
µ2
−α(tj) + µ2

+α(tj)
)H
~α

+
∥∥y0∥∥2

W 1
2 (ω̄h)


и преобразуем (40)

(1 − 2pτM8) max
16α6p

∥∥∥yj+α
p

∥∥∥2
L2(ω̄h)

+M1

α∑
α′ = 1

τ

∥∥∥∥∥yj+α′
p

x̄α

]∣∣∣∣∣
2

L2(ω̄h)

6 ∥yj∥2L2(ω̄h)
+

+2M4

j∑
j ′ = 0

 max
16α6p

∥∥∥yj′+α
p

∥∥∥2
L2(ω̄h)

+

α∑
α′ = 1

τ

∥∥∥∥∥yj′+α′
p

x̄α

]∣∣∣∣∣
2

L2(ω̄h)

τ+
+M14

τ p∑
α = 1

∥∥∥φj+α
p

∥∥∥2
L2(ω̄h)

+ τ

p∑
α = 1

∑
iβ =/ iα

(
µ2
−α(tj) + µ2

+α(tj)
)H
~α

+
∥∥y0∥∥2

W 1
2 (ω̄h)

 .

(41)

Выбирая τ 6 τ0= 1
4M8

, из (41) получаем неравенство

max
16α6p

∥∥∥yj+α
p

∥∥∥2
L2(ω̄h)

+

α∑
α′ = 1

τ

∥∥∥∥∥yj+α′
p

x̄α

]∣∣∣∣∣
2

L2(ω̄h)

6

6M15

j∑
j′ = 0

 max
16α6p

∥∥∥yj′+α
p

∥∥∥2
L2(ω̄h)

+

α∑
α′ = 1

τ

∥∥∥∥∥yj ′+α′
p

x̄α

]∣∣∣∣∣
2

L2(ω̄h)

τ +M16F̄
j ,

(42)
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где

F̄ j=
∥∥yj∥∥2

L2(ω̄h)
+

τ p∑
α = 1

∥∥∥φj+α
p

∥∥∥2
L2(ω̄h)

+ τ

p∑
α = 1

∑
iβ =/ iα

(
µ2
−α(tj) + µ2

+α(tj)
)H
~α

+
∥∥y0∥∥2

W 1
2 (ω̄h)

.
На основании Леммы 4 [28, стр. 171] из (42) получаем априорную оценку

max
16α6p

∥∥∥yj+α
p

∥∥∥2
L2(ω̄h)

6M17

∥∥yj∥∥2
L2(ω̄h)

+

+M18

τ p∑
α = 1

∥∥∥φj+α
p

∥∥∥2
L2(ω̄h)

+ τ

p∑
α = 1

∑
iβ =/ iα

(
µ2
−α(tj) + µ2

+α(tj)
)H
~α

+
∥∥y0∥∥2

W 1
2 (ω̄h)

. (43)

Так как из (37) следует, что

∥∥yj∥∥2
L2(ω̄h)

6M19

j−1∑
j′ = 0

τ max
16α6p

∥∥∥yj′+α
p

∥∥∥2
L2(ω̄h)

+M20F
j−1, (44)

то из (43) получаем

max
16α6p

∥∥∥yj+α
p

∥∥∥2
L2(ω̄h)

6 ν1

j−1∑
j′ = 0

τ max
16α6p

∥∥∥yj ′+α
p

∥∥∥2
L2(ωh)

+ ν2F
j .

Введя обозначение gj+1= max
16α6p

∥∥∥yj+α
p

∥∥∥2
L2(ω̄h)

, последнее соотношение можно пе-
реписать в виде

gj+1 6 ν1

j∑
k = 1

τgk + ν2F
j , (45)

где ν1,ν2 — известные положительные постоянные.
Применяя к (45) Лемму 4 [28, стр. 171], из (37) получаем априорную оценку

∥∥yj+1
∥∥2
L2(ω̄h)

+

j∑
j ′ = 0

τ

p∑
α = 1

∥∥∥∥∥yj ′+α
p

x̄α

]∣∣∣∣∣
2

L2(ω̄h)

6M

[∥∥y0∥∥2
W 1

2 (ω̄h)
+

j∑
j ′ = 0

τ

p∑
α = 1

∥∥∥φj ′+α
p

∥∥∥2
L2(ω̄h)

+

+

j∑
j ′ = 0

τ

p∑
α = 1

∑
iβ =/ iα

(
µ2
−α(0, x

′, tj ′) + µ2
+α(lα, x

′, tj ′)
)
H/~α

]
. (46)

где M = const>0 — не зависит от hα и τ , x′=(x1,x2,...,xα−1,xα+1,...,xp).
Итак, справедлива следующая теорема.

Теорема 2. Пусть выполнены условия (4), тогда локально-одномерная схема
(23) устойчива по начальным данным и правой части, так что для решения схемы
(23) при τ 6 τ0 справедлива оценка (46).
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5. Сходимость локально-одномерной схемы

По аналогии с [26, c. 528] представим решение задачи (27) в виде суммы z(α)=

=υ(α)+η(α), z(α)=z
j+α

p , где η(α) определяется условиями

η(α) − η(α−1)

τ
= ψ̊α, x ∈ ωhα

+ γh,α, α = 1, 2, .. . , p,

η(x, 0) = 0, ψ̊α =


ψ̊α, xα ∈ ωhα ,

ψ̊−α, xα = 0,

ψ̊+α, xα = lα.

(47)

Из (47) следует ηj+1=η(p)=η
j+τ

(
ψ̊1+ ψ̊2+ ...+ ψ̊p

)
=ηj = ...=η0=0, так как η0=0.

Для η(α) имеем η(α)= τ
(
ψ̊1+ ψ̊2+ ...+ ψ̊α

)
= − τ

(
ψ̊α+1+ ...+ ψ̊p

)
=O(τ).

Функция υ(α) определяется условиями

υ(α) − υ(α−1)

τ
= Λ̃αυ(α) + ψ̃α, ψ̃α = Λ̃αη(α) + ψ∗

α, x ∈ ωhα , (48)

0.5hα
υ(α) − υ(α−1)

τ
= Λ−

αυ(α) + ψ̃−α, ψ̃−α = Λ−
α η(α) + ψ∗

−α, xα = 0, (49)

0.5hα
υ(α) − υ(α−1)

τ
= Λ+

αυ(α) + ψ̃+α, ψ̃+α = Λ+
αη(α) + ψ∗

+α, xα = lα, (50)

υ(x, 0) = 0. (51)

Если существуют непрерывные в замкнутой области QT производные

∂2u

∂t2
,

∂4u

∂x2α∂x
2
β

,
∂3u

∂x2α∂t
,
∂3kα
∂xα∂x2β

,
∂2kα
∂xα∂t

,
∂2rα
∂x2β

,
∂rα
∂t

,
∂2qα
∂x2β

,
∂qα
∂t

,
∂ρs
∂t

,
∂2f

∂x2β
,
∂f

∂t
,

s=1,2, 16α,β6p, α=/β, то

Λαη(α) = − τΛα

(
ψ̊α+1 + ...+ ψ̊p

)
= O(τ), Λ±

α η(α) = O(τ).

Решение задачи (48)–(51) оценим с помощью Теоремы 1:

∥∥υj+1
∥∥2
L2(ωh)

+

j∑
j′ = 0

τ

p∑
α = 1

∥∥∥∥∥υj′+α
p

x̄α

]∣∣∣∣∣
2

L2(ωh)

6M

[
j∑

j′ = 0

τ

p∑
α = 1

∥∥∥∥ψ̃j′+α
p

α

∥∥∥∥2
L2(ωh)

+

+

j∑
j′ = 0

τ

p∑
α = 1

∑
iβ =/ iα

(
ψ̃2
−α(0, x

′, tj ′) + ψ̃2
+α(lα, x

′, tj ′)
)
H/~α

]
.

(52)

Так как ηj =0, η(α)=O(τ), ∥zj∥6∥υj∥, то из оценки (52) следует теорема.

Теорема 3. Пусть задача (1)–(3) имеет единственное непрерывное вQT решение
u(x, t) и существуют непрерывные в QT производные

∂2u

∂t2
,

∂4u

∂x2α∂x
2
β

,
∂3u

∂x2α∂t
,

∂3kα
∂xα∂x2β

,
∂2kα
∂xα∂t

,
∂2rα
∂x2β

,
∂rα
∂t

,
∂2qα
∂x2β

,
∂qα
∂t

,
∂ρs
∂t

,
∂2f

∂x2β
,
∂f

∂t
,
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s = 1, 2, 1 6 α, β 6 p , α =/ β, и выполнены условия (4), тогда локально-одномерная
схема (23) сходится к решению дифференциальной задачи (1)–(3) со скоростью
O(|h|2 + τ), так что при достаточно малом τ имеет место оценка∥∥yj+1 − uj+1

∥∥
1
6M

(
|h|2 + τ

)
, 0 < τ 6 τ0,

где

∥∥zj+1
∥∥
1
=

∥∥zj+1
∥∥2
L2(ωh)

+

j∑
j ′ = 0

τ

p∑
α = 1

∥∥∥∥∥zj ′+α
p

x̄α

]∣∣∣∣∣
2

L2(ωh)

1/2, |h|2 = h21 + h22 + ...+ h2p .

6. Алгоритм численного решения нелокальной краевой задачи

Перепишем нелокальную краевую задачу (1)–(3) при 06xα6 lα, α=1,2, p=2,

тогда получим

∂u

∂t
=

∂

∂x1

(
k1(x1, x2, t)

∂u

∂x1

)
+

∂

∂x2

(
k2(x1, x2, t)

∂u

∂x2

)
+ r1(x1, x2, t)

∂u

∂x1
+

+r2(x1, x2, t)
∂u

∂x2
− q1(x1, x2, t)u − q2(x1, x2, t)u+ f(x1, x2, t),

(53)

kα(x
α
0 , t)uxα(x

α
0 , t) = β+α(x

α
lα , t)u(x

α
lα , t) +

t∫
0

ρ1(t, τ)u(x
α
lα , τ)dτ − µ−α(x

α
0 , t), (54)

− kα(x
α
lα , t)uxα(x

α
lα , t) = β−α(x

α
0 , t)u(x

α
0 , t) +

t∫
0

ρ2(t, τ)u(x
α
0 , τ)dτ − µ+α(x

α
lα , t), (55)

u(x1, x2, 0) = u0(x1, x2). (56)

Рассмотрим сетку x
(iα)
α = iαhα, α=1,2, tj = jτ, где iα =0,1, ... ,Nα, hα = lα/Nα,

j=0,1, ,̇m, τ =T/m. Вводится один дробный шаг tj+ 1
2
= tj +0.5τ. Обозначим через

y
j+ k

2
i1,i2

=yj+
k
2 =y(i1h1,i2h2,(j+0.5k)τ), k=0,1, j=0,1,2,...,j0 сеточную функцию.

Напишем локально-одномерную схемуyj+1
2 −yj

τ = Λ̃1y
j+ 1

2 + φ1,

yj+1−yj+1
2

τ = Λ̃2y
j+1 + φ2,

(57)


y
j+ 1

2
0,i2

= κ11(i2h2, tj+ 1
2
)y

j+ 1
2

1,i2
+ κ̃11(i2h2, tj+ 1

2
)y

j+ 1
2

N1,i2
+ µ11(i2h2, tj+ 1

2
),

y
j+ 1

2

N1,i2
= κ12(i2h2, tj+ 1

2
)y

j+ 1
2

N1−1,i2
+ κ̃12(i2h2, tj+ 1

2
)y

j+ 1
2

0,i2
+ µ12(i2h2, tj+ 1

2
),

yj+1
i1,0

= κ21(i1h1, tj+1)y
j+1
i1,1

+ κ̃21(i1h1, tj+1)y
j+1
i1,N2

+ µ21(i1h1, tj+1),

yj+1
i1,N2

= κ22(i1h1, tj+1)y
j+1
i1,N2−1 + κ̃22(i1h1, tj+1)y

j+1
i1,0

+ µ22(i1h1, tj+1),

(58)

y0i1,i2 = u0(i1h1, i2h2), (59)

Λ̃αy
j+α

p = κα

(
aαy

j+α
p

x̄α

)
xα

+ b+αa
(+1)
α y

j+α
p

xα + b−αaαy
j+α

p

x̄α
− dαy

j+α
p , α = 1, 2,
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φα =
1

2
f(x1, x2, tj+0.5α) или φ1 = 0, φ2 = f(x1, x2, tj+1).

Приведём расчётные формулы для решения задачи (57)–(59).
На первом этапе находим решение yj+

1
2

i1,i2
. Для этого при каждом значении i2 =

=1,N2−1 решается задача

A1(i1,i2)y
j+ 1

2
i1−1,i2

− C1(i1,i2)y
j+ 1

2
i1,i2

+B1(i1,i2)y
j+ 1

2
i1+1,i2

= − F
j+ 1

2

1(i1,i2)
, 0 < i1 < N1, (60)

y
j+ 1

2
0,i2

= κ11(i2h2, tj+ 1
2
)y

j+ 1
2

1,i2
+ κ̃11(i2h2, tj+ 1

2
)y

j+ 1
2

N1,i2
+ µ11(i2h2, tj+ 1

2
),

y
j+ 1

2

N1,i2
= κ12(i2h2, tj+ 1

2
)y

j+ 1
2

N1−1,i2
+ κ̃12(i2h2, tj+ 1

2
)y

j+ 1
2

0,i2
+ µ12(i2h2, tj+ 1

2
),

где

A1(i1,i2) =
(κ1)i1,i2(a1)i1,i2

h21
− (b−1 )i1,i2(a1)i1,i2

h1
,

B1(i1,i2) =
(κ1)i1,i2(a1)i1+1,i2

h21
+

(b+1 )i1,i2(a1)i1+1,i2

h1
,

C1(i1,i2) = A1(i1,i2) +B1(i1,i2) +
1

τ
+

1

2
(d1)i1,i2 , F

j+ 1
2

1(i1,i2)
=

1

τ
yji1,i2 + (φ1)i1,i2 ,

κ11(i2h2, tj+ 1
2
) =

(κ−1a1)1,i2
h1

(κ−1a1)1,i2
h1

+ 0.5hd1,i2 +
0.5h1

τ

,

κ̃11(i2h2, tj+ 1
2
) =

β+1,i2 +
τ
2p1,j,j

(κ−1a1)1,i2
h1

+ 0.5hd1,i2 +
0.5h1

τ

,

µ11(i2h2, tj+ 1
2
) =

µ̄−1(i2h2, tj+ 1
2
) + 0.5h1

τ yj0 +
1
2

j−1∑
s = 0

p1,j,sy
s+ 1

2

N1,i2
τ

(κ−1a1)1,i2
h1

+ 0.5hd1,i2 +
0.5h1

τ

,

κ12(i2h2, tj+ 1
2
) =

(κ+1a1)N1,i2

h1

(κ+1a1)N1,i2

h1
+ 0.5hd1,i2 +

0.5h1

τ

,

κ̃12(i2h2, tj+ 1
2
) =

β−1,i2 +
τ
2p2,j,j

(κ+1a1)N1,i2

h1
+ 0.5hd1,i2 +

0.5h1

τ

,

µ12(i2h2, tj+ 1
2
) =

µ̄+1(i2h2, tj+ 1
2
) + 0.5h1

τ yjN1
+ 1

2

j−1∑
s = 0

p2,j,sy
s+ 1

2
0,i2

τ

(κ+1a1)N1,i2

h1
+ 0.5hd1,i2 +

0.5h1

τ

.

На втором этапе находим решение yj+1
i1,i2

. Для этого, как и в первом случае, при
каждом значении i1=1,N1−1 решается задача

A2(i1,i2)y
j+1
i1,i2−1 − C2(i1,i2)y

j+1
i1,i2

+B2(i1,i2)y
j+1
i1,i2+1 = − F j+1

2(i1,i2)
, 0 < i2 < N2, (61)

y
j+ 1

2
i1,0

= κ21(i1h1, tj+1)y
j+1
i1,1

+ κ̃21(i1h1, tj+1)y
j+1
i1,N2

+ µ21(i1h1, tj+1),
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yj+1
i1,N2

= κ22(i1h1, tj+1)y
j+1
i1,N2−1 + κ̃22(i1h1, tj+1)y

j+1
i1,0

+ µ22(i1h1, tj+1),

A2(i1,i2) =
(κ2)i1,i2(a2)i1,i2

h22
− (b−2 )i1,i2(a2)i1,i2

h2
,

B2(i1,i2) =
(κ2)i1,i2(a2)i1,i2+1

h22
+

(b+2 )i1,i2(a2)i1,i2+1

h2
,

C2(i1,i2) = A2(i1,i2) +B2(i1,i2) +
1

τ
+

1

2
(d2)i1,i2 , F

j+ 1
2

2(i1,i2)
=

1

τ
yji1,i2 + (φ1)i1,i2 ,

κ21(i1h1, tj+1) =

(κ−2a2)i1,1

h2

(κ−2a2)i1,1

h1
+ 0.5hdi1,2 +

0.5h2

τ

,

κ̃21(i1h1, tj+1) =
βi1,+2 +

τ
2p1,j,j

κ−2a2)i1,1

h1
+ 0.5hdi1,2 +

0.5h2

τ

,

µ21(i1h1, tj+1) =

µ̄−2(i1h1, tj+1) +
0.5h2

τ yj0 +
1
2

j−1∑
s = 0

p1,j,sy
s+1
i1,N2

τ

(κ−2a2)i1,1

h2
+ 0.5hdi1,2 +

0.5h2

τ

,

κ22(i1h1, tj+1) =

(κ+2a2)i1,N2

h2

(κ+2a2)i1,N2

h2
+ 0.5hdi1,2 +

0.5h2

τ

,

κ̃22(i1h1, tj+1) =
βi1,−2 +

τ
2p2,j,j

(κ+2a2)i1,N2

h2
+ 0.5hdi1,2 +

0.5h2

τ

,

µ22(i1h1, tj+1) =

µ̄+2(i1h1, tj+1) +
0.5h2

τ yjN2
+ 1

2

j−1∑
s = 0

p2,j,sy
s+1
i1,0

τ

(κ+2a2)i1,N2

h2
+ 0.5hdi1,2 +

0.5h2

τ

.

Для решения задач (60), (61) применяется метод окаймления ( [29, стр. 187]). С
помощью этого метода решение каждой задачи (60), (61) сводится к решению двух
систем линейных алгебраических уравнений с трехдиагональной матрицей коэффи-
циентов, решение каждой из которых находится известным методом прогонки.
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ABSTRACT

The article considers a non-local boundary value problem for a multidimen-

sional parabolic equation with integral boundary conditions. To solve the

problem, we obtain an a priori estimate in differential form, which implies

the uniqueness and stability of the solution with respect to the right-hand

side and initial data on the layer in the L2-norm. For the numerical solution

of a nonlocal boundary value problem, a locally one-dimensional (econom-

ical) difference scheme by A.A. Samarskii with the order of approximation

O(h2 + τ), the main idea of which is to reduce the transition from layer to

layer to the sequential solution of a number of one-dimensional problems

in each of the coordinate directions. Using the method of energy inequali-

ties, a priori estimates are obtained, which imply uniqueness, stability, and

convergence of the solution of the locally one-dimensional difference scheme

to the solution of the original differential problem in the L2-norm at a rate

equal to the order of approximation of the difference scheme. An algorithm

for the numerical solution is constructed.

Key words: parabolic equation, nonlocal condition, difference schemes, lo-

cally one-dimensional scheme, a priori estimate, stability, convergence, mul-

tidimensional problem.
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