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Введение

В работах [1, 2] доказано, что полунепрерывный снизу и ограниченный снизу
в метрическом пространстве X функционал представим в виде предела неубываю-
щего семейства липшицевых функционалов. В лемме из [3] приведено достаточное
условие такого представления для полунепрерывной снизу по одной из перемен-
ных функции в конечномерном пространстве. Данная работа содержит критерий
аппроксимации полунепрерывного снизу в метрическом пространстве функционала
липшицевыми функционалами.

1. Основной результат и некоторые его приложения

Пусть X – метрическое пространство, d :X×X→R+ — метрика в X, T — неко-
торое множество, f — функционал на X×T , удовлетворяющий условиям:

1) f :X×T −→ (−∞,+∞];

2) для всех t∈T f(·,t) — полунепрерывный снизу по переменной x∈X;
3) для любого t∈T найдется такой элемент x∈X, что f(x,t)=/ +∞.
Зафиксируем некоторое число a из [0,+∞).
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Электронная почта: prvitja@yandex.ru, 000211@pnu.edu.ru (В.Я. Прудников),
000210@pnu.edu.ru (А. Г. Подгаев).
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Теорема 1. При указанных условиях 1)–3) для существования семейства функ-
ционалов fm, m > a, таких, что
i. для любых (x, t) ∈ X × T : fm(x, t) ↑ f(x, t) при m → ∞, и fm(x, t) >− ∞;

ii. для любых элементов x, y ∈ X, всех t ∈ T и для любого m > a

|fm(x, t) − fm(y, t)| 6 md(x, y),

необходимо и достаточно выполнения неравенства

f(x, t) >− ad(x, x0) + b(t), (x, t) ∈ X × T (1)

для некоторого элемента x0∈X и некоторой величины b(t), конечной для всех t∈T .

Д о к а з а т е л ь с т в о. Необходимость. Из условий i, ii следует конечность всех
величин fm(x, t). В самом деле, fm(x, t) >− ∞ согласно i. А если бы fn(x, t) = +∞
при некоторых фиксированных n, x, t, то из i следовало бы, что fm(x, t) = +∞ для
всех m > n, но тогда из ii получим, что для таких m и для всех y ∈ X fm(y, t) ≡ +

+∞. Из монотонности выводим f(y, t) ≡ +∞, что противоречит 3).
Полагая в условии ii m = a, y = x0, b(t) = fa(x0, t) и используя монотонность

fm, выводим неравенство

fm(x, t) > fa(x, t) >− ad(x, x0) + b(t), (x, t) ∈ X × T.

Устремляя m к ∞, получим требуемое неравенство.
Достаточность. Согласно (1) для любых элементов x, z из X, t ∈ T и m > a,

некоторого элемента x0 ∈ X и некоторой b(t) выполнено

f(z, t) +md(x, z) >− ad(z, x0) + b(t) +md(x, z) >
>− ad(x, x0) + b(t) + (m − a)d(x, z) >− ad(x, x0) + b(t),

поэтому

fm(x, t)
опр
= inf

z
(f(z, t) +md(x, z)) >− ad(x, x0) + b(t) >− ∞.

Но тогда для всех элементов x,y,z из X, для всех t∈ T и m> a из неравенства
f(z,t)+md(x,z)6f(z,t)+md(y,z)+md(x,y) следует fm(x,t)6fm(y,t)+md(x,y).

Если бы при некотором (x,t) fm(x,t)=+∞ , то из последнего неравенства получи-
ли бы, что fm(y,t)≡+∞ при всех y и для данного t, но, так как функция m→fm(y,t)

неубывающая на полуинтервале [a,+∞) и для всех (y,t)∈X×T , fm(y,t)6 f(y,t),
то f(y,t)≡+∞, что противоречит 3). Поэтому для всех элементов x,y,z из X, для
всех t∈T и m>a, выполнено неравенство fm(x,t)−fm(y,t)6md(x,y), m>a. Меняя
местами x и y, получим равномерную по t липшицевость fm

|fm(x, t) − fm(y, t)| 6 md(x, y), m > a.

Неубывание fm очевидно. Докажем, что

lim
m→+∞

fm(x, t) = f(x, t).
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Рассмотрим вспомогательное семейство функционалов

gm(x, t)
опр
= inf

z
(min(f(z, t);

√
m) +md(x, z)), m > a.

Фиксируем элемент (x,t). Конечность gm(x,t) следует из неравенств

gm(x, t) 6 min(f(x, t);
√
m) < +∞,

gm(x, t) > ga(x, t) = inf
z
(min(f(z, t);

√
a) + ad(x, z)) >

> inf
z
(min(− ad(z, x0) + b(t);

√
a) + ad(x, z)) >

> inf
z
(min(− ad(x, x0) + b(t) − ad(x, z);

√
a) + ad(x, z)) >

> (min(− ad(z, x0) + b(t);
√
a) >− ∞.

Функция m→gm(x,t) неубывающая, поэтому существует конечный или бесконечный
предел

lim
m→+∞

gm(x, t)
опр
= g(x, t),

причем
g(x, t) 6 f(x, t), (x, t) ∈ X × T.

Для любого натурального числа n>a существует элемент zn такой, что

1/n+ gn(x, t) > min(f(zn, t);
√
n) + nd(x, zn). (2)

Так как

gn(x, t) 6 min(f(z, t);
√
n) 6

√
n,

min(f(zn, t);
√
n) > (min(− ad(zn, x0) + b(t);

√
n) >

> min(− ad(x, x0) + b(t) − ad(x, zn);
√
n) > min(− ad(x, x0) + b(t);

√
n) − ad(x, zn),

то из (2) получим неравенство для всех n>a

1 +
√
n > min(− ad(x, x0) + b(t);

√
n) + (n − a)d(x, zn),

откуда следует сходимость последовательности zn к элементу x.
Так как функционал x→f(x,t) полунепрерывен снизу в x, то из (2) получим

g(x, t) > lim inf
n→+∞

min(f(zn, t);
√
n) > f(x, t).

Но тогда, учитывая (1), приходим к равенству g(x,t) = f(x,t), (x,t)∈X×T. А из
неравенства gm(x,t)6 fm(x,t)6 f(x,t) следует равенство ниже, заканчивающее до-
казательство теоремы.

lim
m→+∞

fm(x, t) = f(x, t), (x, t) ∈ X × T.

2
В статье [2] доказано, что положительно однородный полунепрерывный снизу

функционал в нормированном пространстве представим в виде предела неубываю-
щей последовательности положительно однородных липшицевых функционалов. В
Следствии 1 мы докажем этот результат существенно короче, чем в [2], сформули-
ровав его в конструктивной форме.
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Следствие 1. Пусть p : X → (− ∞; +∞] — положительно однородный полуне-
прерывный снизу функционал в нормированном пространстве X, p(0) = 0. Тогда
функционалы

pm(x)
опр
= inf

z
(p(z) +m∥x − z∥), m > a

опр
= ( inf

∥x∥ = 1
p(x))−, где ( )−— минус срезка,

удовлетворяют условиям
1. pm(x) ↑ p(x) для всех x ∈ X;
2. для любых элементов x, y ∈ X и любого m > a

|pm(x) − pm(y)| 6 m∥x − y∥;

3. pm — положительно однородные функционалы, pm(0) = 0.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Из полунепрерывности снизу функционала p в нуле сле-
дует существование такого числа r > 0, что

p(x) >− 1, ∥x∥ 6 r,

поэтому
p(x) >− 1/r, ∥x∥ = 1,

но тогда

inf
∥x∥ = 1

p(x) >− ∞,

p(x) >− a∥x∥, a
опр
=

(
inf

∥x∥ = 1
p(x)

)−
для всех x∈X. Согласно теореме 1 для функционалов

pm(x)
опр
= inf

z
(p(z) +m∥x − z∥),m > a

выполнены свойства 1, 2 следствия 1. Установим (2).
Для ε∈ (0,+∞)

pm(εx) = inf
z
(p(z) +m∥εx − z∥) = ε inf

z
(p(z/ε) +m∥x − z/ε∥) = εpm(x),

Согласно условию 1 pm(0)6 p(0)=0. Но из условия 2 для любого ε> 0 следует
неравенство ϵpm(x)6pm(0)+ε∥x∥, поэтому 06pm(0). Следовательно, pm(0)=0. 2

Следствие 2. Пусть X — нормированное пространство, а p : X × T → (− ∞;

+∞] — функционал, который по переменной x является положительно однородным
полунепрерывным снизу функционалом, удовлетворяющим для любого t ∈ T усло-
вию p(0, t) = 0. Тогда, если inf

t
inf

∥x∥ = 1
p(x, t) >− ∞, то функционалы

pm(x, t)
опр
= inf

z
(p(z, t) +m∥x − z∥), m > a

опр
=

(
inf
t

inf
∥x∥ = 1

p(x)
)−

удовлетворяют условиям
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1. pm(x, t) ↑ p(x, t), pm(x, t) >− ∞ для всех (x, t) ∈ X × T ;

2. для любых элементов x, y ∈ X, для любого t ∈ T и для всех m > a

|pm(x, t) − pm(y, t)| 6 m∥x − y∥;

3. x → pm(x, t) — положительно однородные функционалы, pm(0, t) = 0.

Доказательство аналогично доказательству следствия 1.

Следствие 3. Пусть K — неограниченное замкнутое выпуклое множество в ба-
наховом рефлексивном пространстве X, функционал f : K×T → (− ∞; +∞] — слабо
полунепрерывный снизу по переменной x и для любого t ∈ T найдется такой эле-
мент x ∈ X, что f(x, t) =/ +∞. Тогда для существования семейства функционалов
fm, m > a ∈ [0,+∞) таких, что

1. для всех (x, t) ∈ X × T fm(x, t) ↑ f(x, t)при m → ∞;

2. для любых элементов x, y ∈ K, для всех t ∈ T и для любого m > a

|fm(x, t) − fm(y, t)| 6 m∥x − y∥,

необходимо и достаточно выполнение условия

lim inf
∥x∥→+∞

x∈K

(f(x, t) + a∥x∥) >− ∞, t ∈ T, (3)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Необходимость. Из теоремы следует, что для некоторого
элемента x0 ∈ K выполнено неравенство f(x, t) >− a∥x − x0∥ − c(t). Поэтому f(x, t) >

>− a∥x∥ − c1(t), c1 = − a∥x0∥ − c(t). Докажем достаточность. Фиксируем t ∈ T.

Из условия (3) следует существование положительных чисел c(t), R(t) таких, что
для всех x, ∥x∥ > R(t), x ∈ K выполнено неравенство

f(x, t) >− a∥x∥ − c(t). (4)

Так как функционал x→ f(x, t) слабо полунепрерывен снизу на замкнутом мно-
жестве B(0;R(t))

∩
K, то существует элемент x1(t)∈B(0;R(t)), на котором f(x,t)

достигает наименьшего значения, поэтому для всех x из B(0;R(t))∩K,

f(x, t) > f(x1(t), t). (5)

Но тогда из (4), (5) следует, что для всех (x,t)∈K×T выполнено неравенство

f(x, t) >− a∥x∥+ b(t), (x, t) ∈ X × T,

где b(t) : = min(− c(t); f(x1(t), t)). Согласно теореме 1 существуют функционалы
fm(x,t), m>a, удовлетворяющие условиям 1, 2 Следствия 3. 2

Следствие 4. Пусть K — ограниченное замкнутое выпуклое множество в ба-
наховом рефлексивном пространстве X, функционал f(x, t) : K × T → (− ∞; +∞]

слабо полунепрерывен снизу по переменной x и для любого t ∈ T f(x, t) ̸≡ +∞. То-
гда для существования семейства функционалов fm(x, t), m > 0 таких, что
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1. fm ↑ f на X × T ;

2. для любых элементов x, y ∈ K, для всех t ∈ T и для любого m > 0

|fm(x, t) − fm(y, t)| 6 m∥x − y∥,

необходимо и достаточно выполнение условия

inf
t∈T

inf
x∈K

f(x, t) >− ∞.

Следствие 5. Для полунепрерывного снизу выпуклого функционала f ̸≡ +∞
в нормированном пространстве X функционалы

fm(x)
опр
= inf

z
(f(z) +m∥x − z∥), m > a

опр
=

(
lim

r→+∞
inf

∥s∥ = 1

f(rs)

r

)−

удовлетворяют условиям
1. fm ↑ f на каждом элементе из X;
2. для любых элементов x, y ∈ X, для любого m > a

|fm(x) − fm(y)| 6 m∥x − y∥;

3. fm — выпуклые функционалы.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Согласно теореме Фенхеля –Моро (см., например, [4])

f(x) = sup
f>l

l(x),

где l(x) — аффинные функционалы. Если l(x)
опр
= ⟨x∗, x⟩+ c — один из таких функ-

ционалов, то для всех x ∈ X выполнено неравенство

f(x) >− ∥x∗∥ · ∥x∥+ c.

Поэтому inf
x∈K

f(x) >− ∞ на любом ограниченном множестве K ⊂ X и

a
опр
=

(
lim

r→+∞
inf

∥s∥ = 1
(f(rs))/r

)−

< +∞.

Фиксируя ε > 0, получим существование положительного числа R такого, что для
всех x, ∥x∥ > R выполнено неравенство f(x) >− (a+ ε)∥x∥. Но тогда

f(x) >− (a+ ε)∥x∥+min( inf
∥x∥6R

f(x), 0) , x ∈ X.

Согласно установленной в работе теореме функционалы

fm(x)
опр
= inf

z

(
p(z) +m∥x − z∥

)
, m > a

опр
=

(
lim

r→+∞
inf

∥s∥ = 1
(f(rs))/r

)−

удовлетворяют условиям 1, 2 следствия 5, а так как функционал

(x, z) → p(z) +m∥x − z∥

выпуклый, то функционалы fm(x) также выпуклые [4]. 2
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ABSTRACT

It is proved in [1, 2] that a functional semi-continuous from below and

bounded from below in the metric space X is represented as the limit of

a non-decreasing family of Lipschitz functionals. In the lemma from [3], a

sufficient condition for such a representation is given for a function semi-

continuous from below with respect to one of the variables in a finite-

dimensional space. This paper contains a criterion for approximation of a

semi-continuous functional from below in a metric space by Lipschitz func-

tionals.
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