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Теорема искажения для полиномов с
вещественными критическими точками

Для полиномов f с вещественными критическими точками рассматривается
нижняя оценка f ′(z), зависящая от двух ближайших к z критических точек
ζ1, ζ2 полинома f, ζ1 < z < ζ2, значений f(z), f(ζk), k = 1, 2, и не зависящая
от степени полинома f .
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1. Введение и формулировка результата

В теории голоморфных функций f значительное место занимают теоремы роста
(оценки |f |), теоремы искажения (оценки |f ′|), а также комбинированные оценки с
участием f и f ′. Хорошо известно влияние на искажение функции f её однолист-
ности на заданных множествах [1]. В настоящей статье приводится оценка произ-
водной f ′ на интервале (ζ1,ζ2), где ветвь функции f однолистна, f ′(ζk)=0, k=1,2,

в случае, когда f является полиномом степени не меньше трех с вещественными
критическими точками. Указанные полиномы представляют интерес при решении
различных задач теории функций [2–6]. Без ограничения общности можно считать,
что полином f вещественный, т.е. принимает вещественные значения на веществен-
ной оси.

Заданному полиному f сопоставим полином третьей степени f∗, критические
точки которого совпадают с критическими точками ζ1,ζ2 полинома f , а критические
значения f∗(ζk)=f(ζk),k=1,2. Нетрудно увидеть, что полином f∗ представим в виде

f∗(z) = α

(
1

3
z3 − 1

2
(ζ1 + ζ2)z

2 + ζ1ζ2z

)
+ β,

где

α =
f(ζ2)− f(ζ1)

ζ2∫
ζ1

(z − ζ1)(z − ζ2)dz

, β = f(ζ1)− α

ζ1∫
0

(z − ζ1)(z − ζ2)dz.
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Справедлива следующая теорема.

Теорема 1. Предположим, что все критические точки вещественного полино-
ма f степени n ⩾ 3 вещественные; и пусть ζ1 и ζ2 — две соседние критические точки
этого полинома. Тогда для любого z ∈ (ζ1, ζ2) выполняется неравенство

|f ′(z)| ⩾
∣∣∣f∗′

(x)
∣∣∣ (x− ζ1)(x− ζ2)

(z − ζ1)(z − ζ2)
, (1)

где x — единственный корень уравнения f∗(x)=f(z), лежащий в интервале (ζ1,ζ2).
Равенство в (1) достигается в случае f =f∗.

Интересно, что неравенство (1) не зависит от степени n полинома f . Оценки
для полиномов с ограничениями на критические точки, не зависящие от степени
полинома, встречаются впервые в работе А. Хинкканена и И. Р. Каюмова [2].

2. Схема доказательства теоремы 1

Можно считать, что ζ1<ζ2, f(ζ1)<f(ζ2) и f ′′(ζk) ̸=0, k=1,2. Полином f∗ отоб-
ражает сферу Cz на риманову поверхность R(f∗), образованную склеиванием w-
плоскости с разрезами по радиальным лучам

L1 =
{
w : Imw = 0, Rew ⩽ f(ζ1)

}
и L2 =

{
w : Imw = 0, Rew ⩾ f(ζ2)

}
с листами Dk=Cw\Lk,k=1,2, крест-накрест по берегам разрезов Lk,k=1,2, соответ-
ственно. Обозначим через S риманову область на поверхности R(f∗), полученную
проведением разрезов на R(f∗) вдоль лучей вида {w : Imw=0,Rew⩾ f(ζ1)}, {w :

Imw=0,Rew⩽ f(ζ2)} на приклеенных листах D1,D2 соответственно. В принятых
на полином f ограничениях область S можно рассматривать как подмножество по-
верхности R(f), на которую f отображает комплексную сферу Cz. Поэтому супер-
позиция функций

F = f−1 ◦ f∗

является однолистной в области

T = Cz \ {z : Im z = 0,Re z ⩽ ζ1 либо Re z ⩾ ζ2}.

Здесь f−1 означает функцию на поверхности R(f), обратную полиному f .
Фиксируем точку z0 ∈ (ζ1, ζ2), и пусть x0 определено условиями f∗(x0) = f(z0),

x0∈(ζ1,ζ2), а ∆x>0 настолько мало, что точка x0+∆x также принадлежит интервалу
(ζ1,ζ2). Введем вспомогательные функции

Ω1(z) =
z − ζ1
z − ζ2

· x0 − ζ2
x0 − ζ1

, Ω2(z) =
z − ζ1
z − ζ2

· z0 − ζ2
z0 − ζ1

.

Рассмотрим теперь конденсатор с двумя пластинами C=(∂T,[x0,x0+∆x]) (см., на-
пример, [7, часть 1.2]. Функция Ω1 отображает конденсатор C конформно на кон-
денсатор Ω1(C)=([−∞,0],[1,Ω1(x0+∆x)]). В силу конформной инвариантности ем-
кости [7, теорема 1.12] выполняется

capC = capΩ1(C).
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С другой стороны, конформная инвариантность влечёт за собой

capC = capF (C) = capΩ2(f(C)) ⩾ cap ([−∞, 0], [1,Ω2(F (x0 +∆x))]).

Последнее неравенство есть следствие экстремального свойства кольца Тейхмюлле-
ра [7, упражнение 1.4 (1)]. Оно вытекает также из принциппа круговой симметри-
зации Полиа [7, теорема 4.2]. Суммируя выписанные соотношения, получаем нера-
венство

cap ([−∞, 0], [1,Ω1(x0 +∆x)]) ⩾ cap ([−∞, 0], [1,Ω2(F (x0 +∆x))]).

Из свойства монотонности емкости [7, теорема 1.8] вытекает

Ω1(x0 +∆x) ⩾ Ω2(F (x0 +∆x)).

Элементарные преобразования с последующим предельным переходом при ∆x→ 0

приводят отсюда к неравенству (1), где z= z0, x=x0. Случай равенства очевиден.
Это завершает доказательство теоремы 1.
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ABSTRACT

For polynomials f with real critical points, a lower bound of f ′(z) is con-

sidered, which depends on the two critical points ζ1, ζ2 of the polynomial f

closest to z, ζ1 < z < ζ2, the values f(z), f(ζk), k = 1, 2, and is independent

of the degree of the polynomial f .
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