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О СРЕДНЕЙ ДЛИНЕ ДИАГОНАЛЬНЫХ
ДРОБЕЙ МИНКОВСКОГО

Получена асимптотическая формула для математического ожидания длин конечных
диагональных дробей Минковского. В доказательстве используются методы получения
асимптотических оценок, опубликованные в работах Быковского, Устинова.
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Основные обозначения

1) Для измеримого поЖордану множества X через mX будем обозначать меруЖордана
множества X.

2) Константа Эйлера

γ = lim
n→∞

( n∑

k=1

1
k
− log n

)
.

3) Дзета-функция Римана

ζ(s) =
∞∑

n=1

1
ns

.

4) Функция Эйлера ϕ(n) — количество взаимно простых с n чисел, не превосходящих n.

5) Функция Мебиуса µ(n), которая определяется следующим образом:

µ(n) =





1 если n = 1,
(−1)k если n = p1 · . . . · pk,
0 если p2|n.

6) Дилогарифм Эйлера

Li2(x) = −
∫ x

0

log(1− t)
t

dt.
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1



Введение

В работе [1] Минковский рассмотрел представление рационального числа в виде нерегулярной
конечной непрерывной дроби, зависящей от параметра Ω, которая получила название дроби
Минковского с параметром Ω.

Пусть r — рациональное число и r ∈ (0, 1). Для фиксированного вещественного числа
Ω ≥ 1 определим последовательности целых неотрицательных чисел {Pn} и {Qn} с помощью
следующей процедуры.

Сначала выбираем P0 = Q1 = 1, P1 = Q0 = 0. Затем для всех n ≥ 1 до тех пор, пока
Pn − rQn 6= 0, вычислим

u =
Pn−1 − rQn−1

Pn − rQn
, an = −sign (u), v = [|u|] + an

Qn−1

Qn
,

bn =

{
[|u|] + 1, если {u} 6= 0 и (v+1)Ω−1

1−(1−{|u|})Ω ≤ vΩ−1
1−{|u|}Ω ,

[|u|] во всех остальных случаях,

Pn+1 = bnPn + anPn−1, Qn+1 = bnQn + anQn−1,

где через [·] и {·} обозначаются целая и дробная часть числа.
Тогда

Pn

Qn
=

a1|
|b1

+ · · ·+ an−1|
|bn−1

и

r =
a1|
|b1

+ · · ·+ as(r;Ω)|
|bs(r;Ω)

,

где s(r; Ω) — длина дроби Минковского с параметром Ω. В статье речь пойдет о дробях
Минковского с параметром Ω = 1. Такие дроби называются диагональными дробямиМинковского.

Среди различных представлений числа r в виде непрерывной дроби обычно выделяют
три варианта.

Первый вариант — правильная непрерывная дробь:

r = [q0; q1, . . . , qs],

где q0 — целое, q1, . . . , qs — натуральные и qs ≥ 2 при s ≥ 1, s = s(r) — длина дроби.
Второй вариант — дробь с выбором ближайшего целого:

r = q0 +
ε1|
|q1

+ · · ·+ εl|
|ql

,

где q0 — целое, q1, . . . , ql — натуральные, εk ∈ {−1, 1}, qk ≥ 2 (1 ≤ k ≤ l), ak + εk+1 ≥ 2 (1 ≤
k < l), и εl = −1 при l ≥ 1 и ql = 2, l = l(r) — длина дроби.

Третий вариант — дробь с нечетными неполными частными:

r = q0 +
ε1|
|q1

+ · · ·+ εh|
|qh

,

где q0 — нечетное целое, q1, . . . , qh — нечетные натуральные, εk ∈ {−1, 1}, ak +εk+1 ≥ 1 (1 ≤
k < h), и εh = 1 при h ≥ 1 и qh = 2, h = h(r) — длина дроби.

Подробный обзор, посвященный перечисленным дробям, изложен в работах [2], [3].
Для вещественного положительного числа R и натуральных чисел c и d определим

величины E′(R), E1(R), E2(R), E3(R), равенствами

E′(R) =
2

[R]([R] + 1)

∑

d≤R

∑

c≤d

s(c/d; 1), (1)
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E1(R) =
2

[R]([R] + 1)

∑

d≤R

∑

c≤d

s(c/d),

E2(R) =
2

[R]([R] + 1)

∑

d≤R

∑

c≤d

l(c/d),

E3(R) =
2

[R]([R] + 1)

∑

d≤R

∑

c≤d

h(c/d).

Асимптотическому поведению величин E1(R), E2(R), E3(R), посвящен ряд работ. Портер
[4] доказал асимптотическую формулу

d∑

c=1
НОД (c,d)=1

s(c/d) =
2 log 2
ζ(2)

ϕ(d) log d + Cϕ(d) + Oε(d5/6+ε),

где C — константа, найденная Ренчем [5]:

C =
log 2
ζ(2)

(
3 log 2 + 4γ − 4

ζ ′(2)
ζ(2)

− 2
)
− 3

2
.

Из этого результата следует равенство

E1(R) =
2 log 2
ζ(2)

log R + C ′
P + Oε(R−1/6+ε)

с некоторой положительной константой C ′
P [6]. В работе [7] Устинов доказал асимптотическую

формулу для E1(R) с улучшенным остаточным членом:

E1(R) =
2 log 2
ζ(2)

log R + Cs + O(R−1 log5 R),

где

Cs =
2 log 2
ζ(2)

(
3 log 2 + 2γ − ζ ′(2)

ζ(2)
− 3

2

)
− 3

2
.

Для величин E2(R), E3(R) Балади и Валле в 2005 году в работе [8] эргодическими
методами доказали асимптотические формулы

E2(R) =
2 log ϕ

ζ(2)
log R + C̃l + O(R−β),

E3(R) =
3 log ϕ

ζ(2)
log R + C̃h + O(R−β),

где ϕ = (1 +
√

5)/2 — золотое сечение , β > 0, C̃l, C̃h — абсолютные постоянные. Устинов в
работах [9] и [10] доказал двучленные асимптотические формулы

E2(R) =
2 log ϕ

ζ(2)
log R + C̃l + O(R−1 log5 R),

E3(R) =
3 log ϕ

ζ(2)
log R + C̃h + O(R−1 log5 R)

с найденными константами C̃l, C̃h.
В настоящей работе, основываясь на подходе, предложенном в работе [7], исследуется

асимптотическое поведение E′(R).
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Теорема. Для величины E′(R), определенной формулой (1), справедливо равенство

E′(R) =
log R

ζ(2)
+ Cd + O(R−1 log3 R),

где

Cd =
1

ζ(2)

(
2γ − 3

2
+ 2 log

(
3
2

)
(1− log 2)− log2 3− 2Li2

(
2
3

)
+ 2Li2

(−1
2

)
− ζ ′(2)

ζ(2)

)
− 17

6
.

1. Соотношения между диагональными дробями и минимумами
решеток

Представление рационального числа в виде дроби Минковского с параметром Ω имеет
следующую интерпретацию. Пусть X ∈ R2 — симметричная относительно координатных
осей, ограниченная и замкнутая выпуклая область с кусочно-гладкой границей и m(X) 6= 0,
r ∈ (0, 1/2) — рациональное число, Γr = {(n− r ·m,m)| n,m ∈ Z} — решетка на плоскости.

Определение 1.Ненулевой узел γ = (γ1, γ2) решетки Γr назовем минимумом относительно
области X, если для некоторых вещественных положительных чисел t1, t2

1) на границе области {(t1x1, t2x2)|(x1, x2) ∈ X} лежат только узлы γ и −γ,
2) внутри этой области нет ненулевых узлов из Γr.

Множество таких минимумов будем обозначать через M(Γr; X). Заметим, что Минковский
в своей работе [1] рассмотрел области

XΩ = {(x1, x2) ∈ R2
∣∣ |x1|Ω + |x2|Ω ≤ 1}, где Ω ∈ [1,∞).

Множество минимумов относительно XΩ будем обозначать через MΩ(Γr). Минимумы относительно
области X1 будем называть октаэдральными. Из определения 1 следует, что

M1(Γr) = {±(Pi − rQi, Qi)}.

Поэтому #M1(Γr) = 2s(r, 1) + 4 для рационального числа r ∈ (0, 1/2). Учитывая равенства
s(1/2, 1) = 1, и s(r; 1) = s(1− r; 1) + 1 для r > 1/2, получаем

s(r, 1) =





#M1(Γr)/2− 2 если r ∈ (1, 1/2),
#M1(Γ1−r)/2− 1 если r ∈ (1/2, 1),
1 если r = 1/2.

(2)

Пусть функция ψ(x1, x2) опиcывает границу области X и область не является прямоугольником.
Обозначим через (a0, b0), (a1, b1) точки с условием

ψ(2a0, 0) = ψ(a0, b0) = ψ(a1, b1) = ψ(0, 2b1).

Для всех чисел α из [0, 1] определим функцию βΩ = β(α) по правилу




ψ(u, v) = 0 для a0 ≤ u ≤ a1,
ψ(s, t) = 0, u = sβ, t = vα для a1 ≤ s ≤ 2a0,
ψ(x, y) = 0, x = s− u, y = t + v для 0 ≤ x ≤ a0.

Для октаэдральных минимумов

β(α) = β1(α) =
1

2− α
. (3)
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Определение 2. Четверка натуральных чисел (k, l,m, n) есть Ω−представление числа
d, если

km + ln = d, m ≤ n, k ≤ lβΩ(m/n), НОД(m, n) = НОД(k, l) = 1.

Множество Ω−представлений числа d обозначим через T ∗Ω(d). В работе [11] исследуются
минимумы относительно области X. В частности, доказана зависимость числа элементов
во множестве MΩ(Γc/d) и числа элементов во множестве T ∗Ω(d) [11, лемма 9]:

∑

c≤d/2
НОД(c,d)=1

#MΩ(Γc/d) = 2#T ∗Ω(d) + 3ϕ(d). (4)

2. Основные асимптотические равенства и вспомогательные суммы

В этом параграфе мы приведем несколько вспомогательных утверждений, полезных для
дальнейшего изложения.

Лемма 1 (формула суммирования Эйлера—Маклорена). Определим функции

ρ(x) =
1
2
− {x}, σ(x) =

∫ x

0
ρ(u)du.

Тогда для любой дважды непрерывно дифференцируемой на отрезке [a, b] функции f(x)

∑

a<n≤b

f(n) =
∫ b

a
f(x)dx + ρ(b)f(b)− ρ(a)f(a)− σ(b)f ′(b) + σ(a)f ′(a)−

∫ b

a
σ(x)f ′′(x)dx.

Д о к а з а т е л ь с т в о. См., например, в [12, глава I, теорема 1].
Лемма 2. Пусть x = P (x)/Q(x) — рациональное число, y, a, b — вещественные числа

и a ≤ b. Тогда ∑

a<k≤b

{kx + y} =
b− a

2
+ O

(
b− a

Q(x)

)
+ O(s1(x)),

где s1(x) — сумма неполных частных в каноническом разложении числа x в правильную
непрерывную дробь.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Будем следовать теореме 2 из [13, §2]. Положим n = [b]−[a], γ =
{y + x[a]}. Тогда ∑

a<k≤b

{kx + y} = Sn(x)−Nn(γ) + nγ,

где

Sn(x) =
n∑

k=1

{kx},

Nn(γ) — число значений k, лежащих в отрезке [1, n], для которых {kx} ≥ 1− γ. Так как n
может быть произвольно большим числом, то, не теряя общности, будем считать n > Q(x).

Представим x в виде правильной непрерывной дроби

x = [t0; t1, . . . , ts].

Обозначим через Pi/Qi — i−тую подходящую дробь числа x. Определим последовательности
неотрицательных целых чисел J0, J1, J2 . . . и R−1, R0, R1 . . . посредством следующего рекуррентного
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правила: R−1 = n, R0 ≡ n(mod Q(x)), J0 = s + 1 и Jm, Rm для m ≥ 1 — целые числа,
удовлетворяющие соотношениям

QJm ≤ Rm−1 < QJm+1, Rm ≡ Rm−1(mod QJm).

Так как 1 ≤ Jm < Jm−1, то последовательности {Jm} и {Rm} конечны. Обозначим через l
количество элементов в последовательности {Jm}.

Положим i = Jm. Поскольку Rm−1 < Qi+1, то

x =
Pi

Qi
+

θ

QiRm−1
, |θ| < 1. (5)

Поэтому

SRm−1(x) =
Rm−1∑

k=1

{
rk

Qi
+

θ · k
QiRm−1

}
, rk ≡ kPi(mod Qi).

В силу того, что при rk = 0 и θ < 0

rk

Qi
+

θ · k
QiRm−1

∈ (−1, 0),

а в остальных случаях
rk

Qi
+

θ · k
QiRm−1

∈ [0, 1),

приходим к равенству

SRm−1(x)− Rm−1

2
=

Rm−1∑

k=1

(
rk

Qi
+

θ · k
QiRm−1

)
+ [θ < 0]

Rm−1∑

k=1
rk=0

1− Rm−1

2
.

Когда k пробегает полную систему вычетов по модулю Qi, rk по одному разу принимает
каждое из значений 0, 1, . . . , Qi − 1. Поэтому

∣∣∣∣SRm−1(x)− Rm−1

2

∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣SRm(x)− Rm

2

∣∣∣∣ +
∣∣∣∣

Rm∑

k=1

θ · k
QiRm−1

∣∣∣∣ +
1
2

∣∣∣∣
[
Rm−1

Qi

]
− |θ|(Rm−1 + 1)

Qi

∣∣∣∣.

Поскольку
Rm∑

k=1

|θ| · k
QiRm−1

<
Rm(Rm + 1)

2QiRm−1
≤ Rm + 1

2Qi
≤ 1

2
,

1
2

∣∣∣∣
[
Rm−1

Qi

]
− |θ|(Rm−1 + 1)

Qi

∣∣∣∣ <
1
2

([
Rm−1

Qi

]
+

Rm−1 + 1
Qi

)
≤

[
Rm−1

Qi

]
+

1
2
,

[
Rm−1

Qi

]
≤

{ n
Q(x) если m = 0,

ti + 1 если m > 0,

то ∣∣∣∣SRm−1(x)− Rm−1

2

∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣SRm(x)− Rm

2

∣∣∣∣ + 1 + 2ti[m > 0] +
n

Q(x)
[m = 0].

Суммируя последнее неравенство по переменной m и учитывая l ≤ s, получаем асимптотическую
формулу для величины Sn(x) :

Sn(x) =
n

2
+ O(s1(x)) + O

(
n

Q(x)

)
.
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Теперь вычислим Nn(γ), используя последовательности чисел {Jm}l
m=0 и {Rm}l

m=−1,
которые мы определили выше. Определим характеристическую функцию χ(x) соотношениями

χ(x) =
{

1 если x ∈ [1− γ, 1),
0 если x ∈ [0, 1− γ),

χ(x) = χ(x + 1).

Тогда

Nn(γ) =
n∑

k=1

χ({kγ}) =
n∑

k=1

χ(kγ).

Пусть m — фиксированное натуральное число из отрезка [1, l]. Положим i = Jm. Обозначим

Ei(γ) =
{

k ∈ N
∣∣∣∣

k

Qi
∈ [1− γ, 1)

}
.

Для этого множества выполняется равенство #Ei(γ) = [γQi]. Согласно (5) для всех
k ∈ [1, Rm−1]

χ(kx) = χ

(
rk

Qi
+

kθ

QiRm−1

)
= χ

(
rk

Qi

)
+ σ,

где rk ≡ kPi( mod Qi) и σ — слагаемое, равное ±1, которое появляется только в одном из
двух случаев:

1− γ ∈
(

rk

Qi
,
rk

Qi
+

kθ

QiRm−1

]
, 1− γ ∈

(
rk

Qi
+

kθ

QiRm−1
,
rk

Qi

]
.

Отсюда находим

Rm−1∑

k=1

χ(kx) = #Ei(γ)
[
Rm−1

Qi

]
+

Rm∑

k=1

χ(kx) + O

([
Rm−1

Qi

])

и ∣∣∣∣
Rm−1∑

k=1

χ(kx)− γRm−1

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣

Rm∑

k=1

χ(kx)− γRm

∣∣∣∣ + O

([
Rm−1

Qi

])
.

Суммируя последнее равенство по переменной m, получаем

Nn(γ) = γn + O(s1(x)) + O

(
n

Q(x)

)
.

Учитывая n = b− a + O(1), получаем утверждение леммы.
Лемма 3. Пусть n,m — натуральные числа и m ≤ n. Функция β = β(α) определена

равенством (3), α = α(β) — функция, обратная к β(α). Тогда

1) s1(m/n) = s1(n/m).

2) s1(β(m/n)) = s1(m/n) + 1.

3) s1(α(m/n)) = s1(m/n)− 1.

4)
∑n

m=1 s1

(
m
n

)
= O(n log2 n).
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Первое утверждение очевидно. Докажем второе и третье.
Запишем m/n в виде непрерывной дроби m/n = [0; t1, . . . , ts]. Замечая, что функция α(m/n)
определена на отрезке [1/2, 1], при помощи элементарных преобразований приходим к равенствам

β(m/n) =
{

[0; 1, 1 + t2, t3, . . . , ts], если t1 = 1,
[0; 1, 1, t1 − 1, t2, t3, . . . , ts], в противном случае,

α(m/n) =
{

[0; 1 + t3, t4, . . . , ts] если t2 = 1,
[0; 1, t2 − 1, t3, t4, . . . , ts] в противном случае.

Следовательно, s1(β(m/n)) = s1(m/n) + 1, s1(α(m/n)) = s1(m/n) − 1. Утверждение 4
получено в [14].

Лемма 4. Ряд

H =
∞∑

l=1

1
l

( ∑

l<k≤ 3l
2

1
k
−

∑

2l<k≤3l

1
k

+
1
2

∑
l
2
<k≤l

l

k2
− 1

2

)

сходится и
H = −ζ(2)

3
+ (1− log 2)(log 3− 2 log 2 + 1/2).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Поскольку H ¿ ζ(2), то исследуемый ряд абсолютно сходится.
Пусть N — фиксированное натуральное число. Определим величины H1,H1(N),H2

равенствами

H1(N) =
N∑

l=1

1
l

( ∑
l
2
<k≤l

l

k2
− 1

)
,

H1 =
∞∑

l=1

1
l

( ∑
l
2
<k≤l

l

k2
− 1

)
,

H2 =
∞∑

l=1

1
l

( ∑

l<k≤ 3l
2

1
k
−

∑

2l<k≤3l

1
k

)
.

Заметим, что
H = H2 + H1/2. (6)

Применяя лемму 1, вычислим

H1(N) =
N∑

l=1

∑
l
2
<k≤l

1
k2
−

N∑

l=1

1
l

=
∑

k≤N
2

1
k2

∑

k≤l<2k

1 +
∑

N
2

<k≤N

1
k2

∑

k≤l≤N

1−
N∑

k=1

1
k

=

= −2
∑

N
2

<k≤N

1
k

+ (N + 1)
∑

N
2

<k≤N

1
k2

= 1− 2 log 2 + O

(
1
N

)
.

Переходя к пределу при N, стремящемся к бесконечности, получаем

H1 = 1− 2 log 2. (7)

Поскольку ряд H2 абсолютно сходится, то его можно представить в виде суммы двух
сходящихся рядов:

H2 =
∞∑

l=1

1
l

( ∑

l<k≤ 3l
2

1
k
− log

(
3
2

))
−H3,

8



H3 =
∞∑

l=1

∑

l<k≤2l

(
1

l(k + l)
− 1

l2
log

(
3
2

))
.

Так как

H3 =
∞∑

k=1

1
k

( ∑
k
2
≤l<k

1
l
−

∑
3k
2
≤l<2k

1
l
− log

(
3
2

))
− log

(
3
2

)
·H1,

то

H2 =
∞∑

l=1

1
l

( ∑

l<k≤2l

1
k
− log 2

)
−

∞∑

l=1

1
l

( ∑
l
2
≤k<l

1
k
− log 2

)
− ζ(2)

3
+ log

(
3
2

)
·H1 =

= −ζ(2)
3

+ log
(

3
4

)
·H1.

Используя (6) и (7), находим значение H. Лемма доказана.
Лемма 5. Пусть R, U — вещественные положительные числа, R ≥ 2, 1 ≤ U ≤ R.

Тогда
σ1(R, U) =

∑

l≤ 2R
3U

∑
k
l
≤ 1

2

(
1
l
− 1

k + l

)
=

R

3U

(
1− 2 log

(
3
2

))
+ O(log R),

σ2(R,U) =
∑

2R
3U

<l< R
U

∑

k≤R
U
−l

(
1
l
− 1

k + l

)
=

R

3U

(
5 log

(
3
2

)
− 2

)
+ O(1),

σ3(R, U) =
∑

2R
3U

<l≤R
U

∑

k∈[ R
U
−l, l

2
]

(
R

l
− U

)
=

R2

U

(
5
12
− log

(
3
2

))
+ O(R),

σ4(R, U) =
∑

l≤ R
2U

∑

k∈( l
2
,l]

(
R

k + l
− U

)
=

R2

2U

(
log

(
4
3

)
− 1

8

)
+ O(R log R),

σ5(R, U) =
∑

R
2U

<l≤ 2R
3U

∑
l
2
<k≤R

U
−l

(
R

k + l
− U

)
=

R2

U

(
log 3

2
− log 2 +

7
48

)
+ O(R log R).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Применяя лемму 1 к каждой сумме, получим требуемые соотношения.
Лемма 6.Пусть U — вещественное положительное число. Определим величины F (1)(U)

и F (2)(U) равенствами

F (1)(U) =
∑

l≤U−1

∑

U−l<k≤ l
2

1
k

(
1
U
− 1

l + k

)
,

F (2)(U) =
∑

l≤U−1

∑
l
2
<k≤l

2k≤U
l+k>U

1
k

(
1
U
− 1

2k

)
+

∑

l≤U−1

∑
l
2
<k≤l

l+k>U

1
k

(
1
2k
− 1

l + k

)
.

Тогда

F (1)(U) = log
(

3
2

)
(1+log 3)−Li2(1)+Li2

(
2
3

)
+

log 2− log 3− 1/3
2U

+
ρ(U)
U

log
(

3
2

)
+O

(
log U

U2

)
,

F (2)(U) = − log2 3
2

+ log 2 log 3 +
log 2

2
− log 3 + 1− Li2(1)

2
− Li2

(
− 1

2

)
+

+
log 3− log 2 + 1/3

2U
+

ρ(U)
U

(
1
2
− log

(
3
2

))
+ O

(
log U

U2

)
.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Оценку величины F (1)(U) проведем методом, предложенным в
работе [?]. Применим обозначение

g(l, U) =
log l − log(U − l)

U
− log U − log(U − l)

l
.

Используя лемму 1, представим внутреннюю сумму в F (1)(U) в виде интеграла и остаточного
члена. И учитывая, что область {(l, k)| l ≤ U − 1, U − l < k ≤ l/2} — треугольник
{(l, k)| 2U/3 < l ≤ U − 1, U − l < k ≤ l/2}, получаем

F (1)(U) =
∑

2U
3

<l≤U−1

(
g(l, U)− log 2

U
+

log 3
l

+
ρ(l/2)
l/2

(
1
U
− 2

3l

)
+ O

(
1

l2(U − l)

))
.

Вклад последнего слагаемого в F (1)(U) будет O(log U/U2). К полученным суммам снова
применим формулу Эйлера—Маклорена и, принимая во внимание равенства

log(U − 1)− log U = − 1
U

+ O

(
1

U2

)
,

1
U − 1

=
1
U

+ O

(
1

U2

)
,

придем к соотношению

F (1)(U) =
∑

2U
3

<l≤U−1

g(l, U) + log2 3− log 2 log 3− log 2
3

+
log 2− log 3− 1/3

2U
+

+
ρ(U)
U

(log 3− log 2) +
ρ(2U/3)
2U/3

(
2
3

log 2− log 3
)

+ O

(
1

U2

)
.

Вычислим

∑
2U
3

<l≤U−1

g(l, U) =
∫ U

2U
3

g(t, U)dt− ρ

(
2U

3

)
g

(
2U

3
, U

)
+ ρ(U)g(U − 1, U) +

+ O

(
g′x(x, U)

∣∣∣∣
x=U−1

)
+ O

(
g′x(x,U)

∣∣∣∣
x=2U/3

)
+ O

(∫ U

U−1
g(t, U)dt

)
.

В последней формуле все слагаемые, за исключением первых двух, дают вклад O(log U/U2).
Поэтому

∑
2U
3

<l≤U−1

g(l, U) =
∫ U

2U
3

g(t, U)dt− ρ

(
2U

3

)(
2 log 2− 3 log 3

2U

)
+ O

(
log U

U2

)

и ∫ U

2U
3

g(t, U)dt = log 3− 2
3

log 2− Li2(1) + Li2(2/3).

Объединяя найденные величины, получаем оценку для F (1)(U).
Осталось найти сумму F (2)(U). Введем в рассмотрение функции

g1(t, U) =
3
U
− log t

t
+
−1− log 3− 1

2U + log U

t
+

1
6t2

,

g2(t, U) =
U − 1 + ρ(U)

2t2
− 1

2t
− log(U + t)

t
+

log(2t)
t

+
1− ρ(U)
t(U + t)

.
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С учетом значений k, l, сумма F (2)(U) преобразуется к суммам

F (2)(U) =
∑

U
3

<k≤U
2

1
k

∑

U−k<l≤2k−1

(
1
U
− 1

l + k

)
+

∑
U
2

<k≤U−1

1
k

∑

k−1<l≤U−1

(
1
2k
− 1

l + k

)
.

Первая сумма оценивается стандартным образом при помощи леммы 1 и приводится к виду

∫ U
2

U
3

g1(t, U)dt +
ρ(U/2)
U/2

(
1
2
− log

(
3
2

))
+ O

(
log U

U2

)
=

=
1
2
− log

(
3
2

)
− 1

2
log2

(
3
2

)
+

1
2U

(
1
3
− log

(
3
2

))
+

ρ(U/2)
U/2

(
1
2
− log

(
3
2

))
+ O

(
log U

U2

)
.

Таким же образом вычисляем вторую сумму в F (2)(U) с учетом оценки
∫ U

U−1
g2(t, U)dt ¿ 1

U2
:

∑
U
2

<k≤U−1

1
k

∑

k−1<l≤U−1

(
1
2k
− 1

l + k

)
=

∫ U

U
2

g2(t, U)dt− ρ(U/2)
U/2

(
1
2
− log

(
3
2

))
+ O

(
log U

U2

)
=

=
1 + log2 2− log 2

2
+ Li2(−1)− Li2(−1/2) +

ρ(U)
U

(
1
2
− log

(
3
2

))
+

1
U

log
(

3
2

)
−

−ρ(U/2)
U/2

(
1
2
− log

(
3
2

))
+ O

(
log U

U2

)
.

Объединяя найденные величины, и учитывая равенство Li2(−1) = −Li2(1)/2, получаем
оценку для F (2)(U).

3. Доказательство основного результата

Обозначим через N(R), N∗(R) множества четверок, состоящих из натуральных чисел:

N(R) =



 (k, l,m, n) ∈ N4

∣∣∣∣∣∣

km + ln ≤ R,
1 ≤ m ≤ n,
1 ≤ k ≤ lβ(m/n)



 , (8)

N∗(R) =
{

(k, l,m, n) ∈ N(R)
∣∣ НОД(k, l) = 1

}
, (9)

где функция β(α) задается формулой (3).
Лемма 7. Пусть R, U — вещественные числа, R ≥ 2, U ≤ R и

N1(R, U) = {(k, l, m, n) ∈ N(R)| n ≤ U}.

Тогда справедлива асимптотическая формула

#N1(R,U)=
R2

4
log U +

R2

4

(
ρ(U)
U

+ γ

)
− RU

2
+ O

(
U2 log2 R + R log2 R +

R2

U2

)
.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Определим множество

N∗
1 (R, U) = {(k, l,m, n) ∈ N1(R, U)| НОД(m,n) = 1}.
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Тогда

#N1(R,U) =
∑

n≤U

n∑

m=1

∑

l≤R
n

∑

k≤lβ(m
n

)

[km + ln ≤ R] =

=
∑

n≤U

∑

d|n

∑

1≤m≤n
НОД(n,m)=d

∑

l≤R
n

∑

k≤lβ(m
n

)

[km + ln ≤ R] =

=
∑

d≤U

∑

n≤U
d

∑

1≤m≤n
НОД(n,m)=1

∑

l≤R
n

∑

k≤lβ(m
n

)

[
km + ln ≤ R

d

]
=

=
∑

d≤U

#N∗
1

(
R

d
,
U

d

)
,

где запись [A] означает характеристичеcкую функцию условия A. Представим #N∗
1 (R, U)

в виде
#N∗

1 (R, U) =
∑

n≤U

∑

1≤m≤n
НОД(n,m)=1

T (R, U,m, n), (10)

где T (R,U,m, n) — число целых точек (l, k) с ненулевыми координатами, лежащими в
области

{(x, y) ∈ R2| 0 ≤ x < R/n, 0 ≤ y ≤ xβ(m/n), 0 ≤ y ≤ (R− xn)/m}.
Следовательно,

T (R, U,m, n) =
∑

l≤R
n

F (l)−
∑

l≤R
n

{F (l)}, (11)

где
F (l) = min(lβ(m/n), (R− ln)/m).

Используя леммы 1, 2, 3 (пункты 1—3) и соотношение Q
(
β
(

m
n

)) ¿ n, получаем

∑

l≤R
n

{F (l)} =
R

2n
+ O

(
s1

(
m

n

))
+ O

(
R

n2

)
,

∑

l≤R
n

F (l) =
R2

2n2
g

(
m

n

)
+ O

(
n

m

)
,

g

(
m

n

)
=

β(m
n )

1 + m
n β(m

n )
.

Подставим эти формулы в (11), а затем в (10), и учитывая лемму 3 (пункт 4) и равенство
(5), получим следующее представление #N∗

1 (R, U) :

#N∗
1 (R, U) =

R2

2

∑

n≤U

1
n2

∑

1≤m≤n
НОД(n,m)=1

g

(
m

n

)
− R

2

∑

n≤U

ϕ(n)
n

+ O(U2 log2 R + R log R).

Так как
∑

n≤U

ϕ(n)
n

=
∑

n≤U

∑

d|n

µ(d)
d

=
∑

d≤U

µ(d)
d

∑

n≤U/d

1 = U
∑

d≤U

µ(d)
d2

+ O(log R) =
U

ζ(2)
+ O(log R)
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и
#N1(R, U) =

∑

d≤U

#N∗
1

(
R

d
,
U

d

)
,

то

#N1(R, U) =
R2

2

∑

d≤u

1
d2

∑

n≤U/d

1
n2

∑

1≤m≤n
НОД(n,m)=1

g

(
m

n

)
− RU

2
+ O(U2 log2 R) + O(R log2 R).

В нашем случае g(t) = 1/2. Используя лемму 1, оценим первое слагаемое в полученном
соотношении:

R2

2

∑

d≤u

1
d2

∑

n≤U/d

1
n2

∑

1≤m≤n
НОД(n,m)=1

g

(
m

n

)
=

R2

2

∑

n≤u

1
n2

n∑

m=1

g

(
m

n

)
=

R2

4

∑

n≤u

1
n

=

=
R2

4

(
log U +

ρ(U)
U

+ γ + O(U−2)
)

.

Поэтому

#N1(R,U)=
R2

4
log U +

R2

4

(
ρ(U)
U

+ γ

)
− RU

2
+ O

(
U2 log2 R + R log2 R +

R2

U2

)
.

Лемма доказана.
Лемма 8. Пусть R — вещественнoе, U — полуцелое числа, R ≥ 2, 1 ≤ U ≤ R и

N2(R, U) = {(k, l, m, n) ∈ N(R)| n > U}.

Тогда справедлива асимптотическая формула

#N2(R, U) =
R2

4
log

(
R

U

)
+ σ′0R

2 +
RU

2
+ O

(
R2

U2
log2 R + R log2 R + U2 log2 R

)
,

где

σ′0 =
γ

4
− 7

12
ζ(2)− 3

8
+

1
2

log
(

3
2

)
(1− log 2)− log2 3

4
− Li2(2/3)

2
+

Li2(−1/2)
2

.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Переписав условия

km + ln ≤ R, 1 ≤ m ≤ n, 1 ≤ k ≤ lβ(m/n), n > U

в эквивалентном виде

km + ln ≤ R, l < R/U, 1 ≤ k ≤ l, U < n < R/l, nmax{0, α(k/l)} ≤ m ≤ n,

где α = α(β) — функция, обратная к β(α), и обозначив в наших рассуждениях

t(x) =
{

0 если 0 < x ≤ 1/2,
α(x) если 1/2 < x ≤ 1,

(12)

получим

#N2(R, U) =
∑

l< R
U

l∑

k=1

∑

U<n< R
l

∑

t( k
l
)≤m

n
≤1

[km + ln ≤ R].
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Определим множество

N∗
2 (R,U) = {(k, l, m, n) ∈ N1(R, U)| НОД(k, l) = 1}.

При этом

#N2(R, U) =
∑

d< R
U

#N∗
2

(
R

d
,U

)
, (13)

поскольку

#N2(R, U) =
∑

l< R
U

l∑

k=1

∑

U<n< R
l

∑

t( k
l
)≤m

n
≤1

[km + ln ≤ R] =

=
∑

l< R
U

∑

d|l

∑

1≤k≤l
НОД(k,l)=d

∑

U<n< R
l

∑

t( k
l
)≤m

n
≤1

[km + ln ≤ R] =

=
∑

d< R
U

∑

l< R
Ud

∑

1≤k≤l
НОД(k,l)=1

∑

U<n< R
l

∑

t( k
l
)≤m

n
≤1

[
km + ln ≤ R

d

]
=

=
∑

d≤U

#N∗
2

(
R

d
,U

)
.

Представим #N∗
2 (R,U) в виде

#N∗
2 (R, U) =

∑

l< R
U

∑

1≤k≤l
НОД(k,l)=1

T (R, U, k, l), (14)

где T (R,U, k, l) — число целых точек (n,m) с ненулевыми координатами, лежащими в
многоугольнике

{(x, y) ∈ R2| U < x ≤ R/l, xt(k/l) ≤ y ≤ x, 0 ≤ y ≤ (R− xl)/k}.
Из леммы 2, если положить

F (x) = min
(

x,
R− lx

k

)
− xt

(
k

l

)
, (15)

следует оценка

T (R, U, k, l) =
∑

u<n≤ R

l+kt( k
l
)

F (n) +
1
2

(
R

k + l
− R

l

)[
k ≤ l

2

][
U ≤ R

k + l

]
+

+
1
2

(
U − R

l

)[
k ≤ l

2

][
R

k + l
< U ≤ R

l

]
+

+
1
2

(
R

k + l
− U

)[
l

2
< k ≤ l

][
U ≤ R

k + l

]
+ O

(
R

l2
+ s1

(
k

l

))
.

Отсюда, согласно (13), (14), лемме 3, получаем

#N2(R, U) =
∑

l< R
U

l∑

k=1

∑

U<n≤ R

l+kt( k
l
)

F (n)− R

2
σ1(R,U)− R

2
σ2(R, U)− σ3(R, U)

2
+

+
σ4(R,U)

2
+

σ5(R, U)
2

+ O

(
R2

U2
log2 R + R log2 R

)
,
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где величины σ1(R,U), . . . , σ5(R, U) определены в лемме 5. Воспользуемся ее результатами:

#N2(R,U) =
∑

l< R
U

l∑

k=1

∑

U<n≤ R

l+kt( k
l
)

F (n) + O

(
R2

U2
log2 R + R log2 R

)
.

Используя лемму 1, представим внутреннюю сумму в полученном выражении через интеграл
и остаточный член:

∑

U<n≤ R

l+kt( k
l
)

F (n) =
∫ R

l+kt( k
l
)

U
F (x)dx− ρ(U)F (U) + O

(
l

k

)
, если U <

R

l + kt(k
l )

,

∑

U<n≤ R

l+kt( k
l
)

F (n) = 0, во всех остальных случаях.

Поскольку U — нечетное число, то

#N2(R, U) =
∑

l< R
U

∑

k≤l

U< R

l+kt( k
l
)

∫ R

l+kt( k
l
)

U
F (x)dx + O

(
R2

U2
log2 R + R log2 R

)
.

Вычисляя интеграл, воспользуемся формулами (12), (15) — определениями функций t(x) и
F (x). Тогда ∫ R

l+kt( k
l
)

U
F (x)dx =

∫ R

U
dx

∫ x

xt(k/l)
dy[lx + ky ≤ R].

Положим во внутреннем интеграле ξ = lx + ky и изменим порядок интегрирования. После
сделаем подстановку v = ξ/U. В результате получим

∫ R

U
dx

∫ x

xt(k/l)
[lx + ky ≤ R]dy =

1
k

∫ R

1
dξ

∫ R

U
dx

[
ξ

l + k
≤ x ≤ ξ

l + kt(k/l)

]
=

=
1
k

∫ R

1
ξ

(
1

l + kt(k/l)
−max

(
U

ξ
,

1
l + k

))
[ξ > U(l + kt(k/l)]dξ =

=
U2

k

∫ R/U

1/U
v

(
1

l + kt(k/l)
−max

(
1
v
,

1
l + k

))
[v > l + kt(k/l)]dv.

Таким образом,

#N2(R, U) = U2

∫ R/U

1/U
vF (v,R, U)dv + O

(
R2

U2
log2 R + R log2 R

)
, (16)

где

F (v, R, U) =
∑

l< R
U

∑

k≤l
v≥k+l

1
k

(
1

l + kt(k/l)
− 1

l + k

)
−

∑

l< R
U

∑

k≤l
l+kt(k/l)≤v<k+l

1
k

(
1
v
− 1

l + kt(k/l)

)
=

=
∑

l≤v

∑

k≤l
v≥k+l

1
k

(
1

l + kt(k/l)
− 1

l + k

)
−

∑

l≤v

∑

k≤l
l+kt(k/l)≤v<k+l

1
k

(
1
v
− 1

l + kt(k/l)

)
.
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Так как
∑

k≤v
v≥k+[v]

1
k

(
1

[v] + kt(k/[v])
− 1

[v] + k

)
−

∑

k≤v
[v]+kt(k/[v])≤v

v<k+[v]

1
k

(
1
v
− 1

[v] + kt(k/[v])

)
=

= −
∑

k≤ [v]
2

1
k

(
1
v
− 1

[v]

)
=

{v}
v · [v]

∑

k≤ [v]
2

1
k
¿ log v

v2
,

то F (v, R, U) можно представить в виде

F (v,R, U) = F1(v)− F2(v) + O

(
log v

v2

)
, (17)

F1(v) =
∑

l≤v−1

∑

k≤l

1
k

(
1

l + kt(k/l)
− 1

l + k

)
,

F2(v) =
∑

l≤v−1

∑

k≤l
l+kt(k/l)≤v

l+k>v

1
k

(
1
v
− 1

l + kt(k/l)

)
+

∑

l≤v−1

∑

k≤l
l+k>v

1
k

(
1

l + kt(k/l)
− 1

l + k

)
.

Выведем асимптотическую формулу для F1(v + 1). Для этого воспользуемся леммой 1,
определениями функций t(x) и α(x) :

F1(v + 1) =
∑

l≤v

( ∑

k≤l/2

1
k

(
1
l
− 1

l + k

)
+

∑
l
2
<k≤l

1
k

(
1
2k
− 1

l + k

))
=

=
∑

l≤v

( ∑

k≤l/2

1
k

(
1
l
− 1

l + k

)
+

∑
l
2
<k≤l

1
k

(
1
2k
− 1

l + k

)
− 1

2l

)
+

1
2

∑

l≤v

1
l

=

= H +
1
2

∑

l≤v

1
l
−

∑

l>v

( ∑

k≤l/2

1
k

(
1
l
− 1

l + k

)
+

∑
l
2
<k≤l

1
k

(
1
2k
− 1

l + k

)
− 1

2l

)
.

Величина H определена в лемме 4. Так как

∑

k≤l/2

1
k

(
1
l
− 1

l + k

)
+

∑
l
2
<k≤l

1
k

(
1
2k
− 1

l + k

)
− 1

2l
= − 1

l2
+ O(l−3),

то

F1(v + 1, R, U) = H +
1
2

∑

l≤v

1
l

+
1
v

+ O

(
1
v2

)
.

Принимая во внимание оценки log(v − 1) = log v − 1/v + O(v−2), 1/(v − 1) = 1/v + O(v−2),
получаем

F1(v) =
log v

2
+ H +

γ

2
+

1
2v

+
ρ(v)
2v

+ O

(
1
v2

)
. (18)

В обозначениях леммы 6 F2(v) = F (1)(v) + F (2)(v). Таким образом, учитывая равенство
Li2(1) = ζ(2), получаем

F2(v) =
log2 3

2
− log 2

2
+ 1− 3

2
ζ(2) + Li2(2/3)− Li2(−1/2) +

ρ(v)
2v

+ O

(
log v

v2

)
.
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Подставим найденное соотношение и (18) в (17):

F (v,R, U) =
log v

2
+ 2σ′0 +

1
4

+
1
2v

+ O

(
log v

v2

)
.

Здесь σ′0 — константа, определенная в формулировке леммы 9. Теперь мы можем найти
асимптотическую формулу для #N2(R, U) из (16). Лемма доказана.

Лемма 9.Пусть R — вещественное число и R ≥ 2. Тогда справедлива асимптотическая
формула

#N(R) =
R2

4
log R + σ0R

2 + O(R log2 R),

где

σ0 =
γ

2
− 7

12
ζ(2)− 3

8
+

1
2

log
(

3
2

)
(1− log 2)− log2 3

4
− Li2(2

3)
2

+
Li2(−1

2)
2

.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть U — полуцелое положительное число и U < R. Разобьем
множество N(R), определенное формулой (5), на два непересекающихся множества N1(R,U)
и N2(R, U), определенных в леммах 7 и 8. Тогда

#N(R) = #N1(R, U) + #N2(R, U).

Воспользуемся результатами этих лемм, положив U = [
√

R] + 1/2.
Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы. Для действительного R ≥ 1 положим

S(R) =
∑

d≤R

∑

c≤d

s

(
c

d
; 1

)
.

Из соотношения (1) следует равенство

S(R) =
∑

d≤R

∑

c≤d/2

#M1

(
Γ
(

c

d

))
− 3R2

4
+ O(R). (19)

Посчитаем первое слагаемое в правой части полученного равенства, обозначив его через
Σ(R). Для этого воспользуемся формулой (4):

∑

c≤d/2

#M1

(
Γ
(

c

d

))
=

∑

t≤d/2
t|d

(
2T ∗1

(
d

t

)
+ ϕ

(
d

t

))
= 2

∑

t|d
T ∗1

(
d

t

)
+ d− 1.

Используя определение (9) множества N∗(R), получим оценку

Σ(R) = 2 ·#N∗(R) +
R2

2
+ O(R).

Применим формулу обращения Мебиуса к #N∗(R). Тогда

Σ(R) = 2
∑

t≤R

#N

(
R

t

)
µ(t) +

R2

2
+ O(R). (20)

С помощью леммы 9 находим
∑

t≤R

#N

(
R

t

)
µ(t) =

R2 log R

4ζ(2)
+ R2

(
σ0

ζ(2)
− ζ ′(2)

4ζ2(2)

)
+ O(R log3 R).

Для завершения доказательства объединим полученное соотношение, (19), (20) и определение
величин S(R) и E′(R). Теорема доказана.

Автор выражает признательность В.А. Быковскому за постановку задачи. Автор также
благодарна рецензенту за полезные замечания.
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