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Ââåäåíèå

Ïóñòü γ(1), . . . , γ(s) � ïðîèçâîëüíûé íàáîð ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ â
Rs è

Γ = {m1γ
(1) + · · ·+ msγ

(s)
∣∣ m1, . . . , ms ∈ Z}

� ðåøåòêà ðàçìåðíîñòè s. Íàçîâåì äâå ðåøåòêè Γ1 è Γ2 ïîäîáíûìè, åñëè äëÿ
íåêîòîðûõ âåùåñòâåííûõ íåíóëåâûõ ÷èñåë α1, ..., αs

Γ1 = {(α1γ1, . . . , αsγs)
∣∣ (γ1, . . . , γs) ∈ Γ2}.

Ñðåäè âñåõ óçëîâ ðåøåòêè Γ âûäåëèì ìíîæåcòâî ëîêàëüíûõ ìèíèìóìîâ
M(Γ ). Ïî îïðåäåëåíèþ, íåíóëåâîé óçåë γ = (γ1, . . . , γs) íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíûì
ìèíèìóìîì, åñëè ïàðàëëåëåïèïåä

Π(γ) = {(x1, . . . , xs)
∣∣ |xi| ≤ |γi|; i = 1, . . . , s}

íå ñîäåðæèò íåíóëåâûõ óçëîâ ðåøåòêè, îòëè÷íûõ îò âåðøèí Π(γ).
Ýòî ïîíÿòèå âïåðâûå ïîÿâèëîñü â ðàáîòàõ Ã.Ô.Âîðîíîãî [1] è Ã. Ìèíêîâñêîãî

[2]. Â ñâîèõ èññëåäîâàíèÿõ îíè îðèåíòèðîâàëèñü íà ïîñòðîåíèå ìíîãîìåðíîãî
àíàëîãà àëãîðèòìà öåïíûõ äðîáåé. Îñíîâàíèåì äëÿ ýòîãî ïîñëóæèë ñëåäóþùèé
ôàêò.

Ðàññìîòðèì äâóìåðíóþ ðåøåòêó

Γα = {m1(0, 1) + m2(1,−α)
∣∣ m1,m2 ∈ Z} c α ∈ (0, 1/2).

Ïî òåîðåìå Ëàãðàíæà î íàèëó÷øèõ ïðèáëèæåíèÿõ [3, ãëàâà I, � 1, òåîðåìà II]

M(Γα) = {±(Qi, Pi −Qiα)
∣∣ i = 1, 2, . . . },

ãäå Pi/Qi � ïîäõîäÿùèå äðîáè ê α. Â äàííîì ñëó÷àå ëîêàëüíûå ìèíèìóìû ñ
òî÷íîñòüþ äî çíàêà ñîîòâåòñòâóþò ïîäõîäÿùèì äðîáÿì ðàçëîæåíèÿ α â öåïíóþ
äðîáü.

Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî âåùåñòâåííîå ÷èñëî α ðàñêëàäûâàåòñÿ â êîíå÷íóþ
öåïíóþ äðîáü òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè α ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî.

Â äàííîé ðàáîòå ìû îáîáùàåì ýòîò ôàêò â ñëåäóþùåì âèäå.
Òåîðåìà.Ìíîæåñòâî ëîêàëüíûõ ìèíèìóìîâ ïðîèçâîëüíîé ðåøåòêè Γ èç Rs

êîíå÷íî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà Γ ïîäîáíà öåëî÷èñëåííîé ðåøåòêå.
0Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäàìåíòàëüíûõ èñ-

ñëåäîâàíèé (ãðàíò �04-01-97000) è INTAS (ãðàíò �03-51-5070).
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� 1. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû

Íàì ïîíàäîáèòñÿ
Ëåììà. Ïóñòü θ = (θ1, . . . , θs) � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà èç Rs. Àääèòèâíàÿ ãðóï-
ïà M = {a + lθ

∣∣ a ∈ Zs; l ∈ Z} ÿâëÿåòñÿ ðåøåòêîé â Rs òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà θ1, . . . , θs � ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè θ1, . . . , θs � ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà, òî èõ ìîæíî ïðåäñòà-
âèòü â âèäå θ1 = b1/n, . . . , θs = bs/n ñ öåëûìè b1, . . . , bs è íàòóðàëüíûì n. Òîãäà
ãðóïïà M ÿâëÿåòñÿ ðåøåòêîé, ïîäîáíîé öåëî÷èñëåííîé, ñ êîýôôèöèåíòàìè ïî-
äîáèÿ

α1 = α2 = · · · = αs = 1/n.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî M � ðåøåòêà è ñðåäè ÷èñåë θ1, . . . , θs õîòÿ áû îäíî
èððàöèîíàëüíîå. Èç òåîðèè äèîôàíòîâûõ ïðèáëèæåíèé [3, ãëàâà I, � 5, òåîðåìà
VI] ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî ïîëîæèòåëüíîãî ÷èñëà ε íàéäóòñÿ íåíóëåâûå öåëûå
÷èñëà a1, . . . as, l, äëÿ êîòîðûõ

|a1 − lθ1| < ε, . . . , |as − lθs| < ε

è ïðè ýòîì õîòÿ áû îäíî èç ÷èñåë ai−lθi îòëè÷íî îò íóëÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, ãðóïïà
M íå äèñêðåòíà. À ýòî ïðîòèâîðå÷èò ïðåäïîëîæåíèþ î òîì, ÷òî M ðåøåòêà.
Ëåììà ïîëíîñòüþ äîêàçàíà.

Òåïåðü ïðèñòóïèì ê äîêàçàòåëüñòâó ñôîðìóëèðîâàííîé âî ââåäåíèè òåîðå-
ìû. Ïóñòü e(i) (i = 1, . . . , s) � âåêòîð, ó êîòîðîãî íà i-îì ìåñòå ñòîèò 1, à íà
îñòàëüíûõ íóëè. Åñëè Γ � öåëî÷èñëåííàÿ ðåøåòêà ñ îïðåäåëèòåëåì det(Γ ) = N ,
òî äëÿ âñåõ i = 1, . . . s Ne(i) ∈ Γ. Ïîýòîìó âñå ëîêàëüíûå ìèíèìóìû ëåæàò â
îãðàíè÷åííîì ìíîæåñòâå {(x1, . . . , xs) ∈ Rs

∣∣ |xi| ≤ N} è, ñëåäîâàòåëüíî, M(Γ )
� êîíå÷íî. Èç îïðåäåëåíèé òàêæå íåìåäëåííî ñëåäóåò, ÷òî ïðè ïåðåõîäå ê ïî-
äîáíîé ðåøåòêå åå ëîêàëüíûå ìèíèìóìû ïîëó÷àþòñÿ èç èñõîäíûõ ïóòåì óìíî-
æåíèÿ íà êîýôôèöèåíòû ïîäîáèÿ è ñâîéñòâî êîíå÷íîñòè M(Γ ) äëÿ òàêîãî ðîäà
ïðåîáðàçîâàíèé ñîõðàíÿåòñÿ.

Îáðàòíî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî M(Γ ) � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî. Äëÿ ëþáîãî ôèê-
ñèðîâàííîãî ÷èñëà 0 < ε < 1 ðàññìîòðèì s ïîäìíîæåñòâ ðåøåòêè Γ :

Γi(ε) = {γ ∈ Γ
∣∣ |γj| < ε ïðè âñåõ j 6= i}; i = 1, . . . , s.

Èç òåîðèè äèîôàíòîâûõ ïðèáëèæåíèé [3,ïðèëîæåíèå B, òåîðåìà III] ñëåäóåò,
÷òî êàæäîå èç òàêèõ ìíîæåñòâ áåñêîíå÷íî è ñîäåðæèò õîòÿ áû îäèí ëîêàëüíûé
ìèíèìóì. Òàê êàê M(Γ ) êîíå÷íî è ε ìû ìîæåì ñäåëàòü ñêîëü óãîäíî ìàëûì,
òî ñóùåñòâóþò íåíóëåâûå ÷èñëà λ1, . . . λs, äëÿ êîòîðûõ
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λ1e
(1), . . . , λse

(s) ∈ M(Γ ).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Γ ′ ïîäðåøåòêó â Γ, ïîðîæäåííóþ ýòèìè óçëàìè. Îíà èìååò
êîíå÷íûé èíäåêñ â Γ è ïîýòîìó ëþáîé óçåë ðåøåòêè γ ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå
γ = γ′ + η, ãäå γ′ ∈ Γ ′ è η ïðîáåãàåò íåêîòîðûé êîíå÷íûé íàáîð âåêòîðîâ.

Äëÿ êàæäîãî òàêîãî η ïîäðåøåòêà Γη = {γ′+l·η
∣∣ γ′ ∈ Γ ′; l ∈ Z} â Γ äèñêðåò-

íà. Ñëåäîâàòåëüíî, äèñêðåòíà è ïîäðåøåòêà Γ ′
η, ïîäîáíàÿ Γη ñ êîýôôèöèåíòàìè

ïîäîáèÿ (1/λ1, . . . , 1/λs). Ïðèìåíÿÿ ëåììó, ïîëó÷àåì, ÷òî âñå êîîðäèíàòû óçëîâ
(η1/λ1, . . . , ηs/λs) � ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà. Íàéäåòñÿ íàòóðàëüíîå N, äëÿ êîòî-
ðîãî NΓ ′

η � öåëî÷èñëåííûå ðåøåòêè. Ïîýòîìó Γ, ïîäîáíàÿ èõ îáúåäèíåíèþ,
òàêæå öåëî÷èñëåííà. Òåîðåìà ïîëíîñòüþ äîêàçàíà.
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