
Îáîçíà÷åíèÿ
R+ � ìíîæåñòâî ïîëîæèòåëüíûõ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë;

Xs×s � ìíîæåñòâî ìàòðèö ðàçìåðà s× s ñ ýëåìåíòàìè èç X;

GLs(X) = {M ∈ Xs×s : detM 6= 0};
GLs(X;N) = {M ∈ Xs×s : detM = N};
åñëè m(1), . . . , m(s) ∈ Rs, òî [m(1), . . . , m(s)] � ìàòðèöà ñî ñòîëáöà-
ìè m(1)T , . . . , m(s)T ;

∂Ω � ãðàíèöà, Ω � çàìûêàíèå ìíîæåñòâà Ω;

#X � ÷èñëî ýëåìåíòîâ êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà X.

Çàïèñü f(x) ¿ g(x) (ëèáî f(x) = O(g(x))) ïðè x ∈ X îçíà÷àåò, ÷òî
ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ C > 0 òàêàÿ, ÷òî |f(x)| 6 C · g(x) ∀x ∈ X.
Åñëè C çàâèñèò îò ïàðàìåòðà θ, òî ïèøåì f(x) ¿θ g(x) (ëèáî
f(x) = Oθ(g(x))). Çàïèñü f ³ g îçíà÷àåò, ÷òî f ¿ g ¿ f .

Ââåäåíèå
Â êîíöå XIX âåêà áûëè ïðåäëîæåíû äâà îáîáùåíèÿ íåïðåðûâíûõ äðî-
áåé íà ìíîãîìåðíûé ñëó÷àé. Îäíî Ô. Êëåéíîì [1], à äðóãîå Ã.Ô. Âî-
ðîíûì [2] è íåçàâèñèìî îò íåãî Ã. Ìèíêîâñêèì [3]. Â êàæäîì èç íèõ
ñðåäè óçëîâ íåêîòîðîé s-ìåðíîé ðåøåòêè Γ âûäåëÿþòñÿ è èçó÷àþòñÿ
ìíîæåñòâî âåðøèí ìíîãîãðàííèêîâ Êëåéíà è, ñîîòâåòñòâåííî, M(Γ) �
ìíîæåñòâî âñåõ îòíîñèòåëüíûõ ìèíèìóìîâ Γ.

Íàïîìíèì îïðåäåëåíèÿ. Ïîëíîé öåëî÷èñëåííîé s-ìåðíîé ðåøåòêîé
íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî âèäà

Γ =

{
s∑

i=1

kim
(i) : ki ∈ Z

}
,

ãäå m(i) (i = 1, s) � ëèíåéíî íåçàâèñèìûå âåêòîðà èç Zs (áàçèñ Γ).
Âåëè÷èíà det Γ = | det((m(i)

j ))| íàçûâàåòñÿ îïðåäåëèòåëåì Γ.
Íåíóëåâîé óçåë γ ∈ Γ íàçûâàåòñÿ îòíîñèòåëüíûì ìèíèìóìîì s-

ìåðíîé ðåøåòêè Γ, åñëè íå ñóùåñòâóåò äðóãîãî íåíóëåâîãî óçëà γ′ ∈ Γ,
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äëÿ êîòîðîãî

|γ′i| 6 |γi| i = 1, s,
s∑

i=1

|γ′i| <
s∑

i=1

|γ′i|.

Îáîçíà÷èì
Ls(Z; N) � ìíîæåñòâî ïîëíûõ s-ìåðíûõ öåëî÷èñëåííûõ ðåøåòîê,
M(Γ) � ìíîæåñòâî îòíîñèòåëüíûõ ìèíèìóìîâ ðåøåòêè Γ.
Êîíñòðóêöèÿ Âîðîíîãî è Ìèíêîâñêîãî ìîòèâèðîâàíà êëàññè÷åñêîé

òåîðåìîé Ëàãðàíæà î íàèëó÷øèõ ïðèáëèæåíèÿõ ñ ïîìîùüþ íåïðåðûâ-
íûõ äðîáåé. Òàê, íàïðèìåð, åñëè α ∈ (0, 1/2), òî äëÿ ðåøåòêè Γα ñ
áàçèñîì (1, α), (0, 1)

M(Γα) = {±(Qi, αQi − Pi) : i = 0, 1, . . .} , (1)

ãäå Q0 = 0, P0 = 1 è Pi/Qi � i-ÿ ïîäõîäÿùàÿ äðîáü ê α ïðè i > 1.
Ïîíÿòèå îòíîñèòåëüíîãî ìèíèìóìà âîçíèêàåò â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ

ìàòåìàòèêè. Òàê, íàïðèìåð, â [4, 5] áûëî çàìå÷åíî, ÷òî ìíîæåñòâî îò-
íîñèòåëüíûõ ìèíèìóìîâ M(Γ) îïðåäåëÿåò ïîãðåøíîñòü ìíîãîìåðíûõ
êâàäðàòóðíûõ ôîðìóë Êîðîáîâà (ñì. åùå [6]).

Íåñìîòðÿ íà çíà÷èòåëüíûé èíòåðåñ, äîâîëüíî ìàëî èçâåñòíî ïðî êî-
ëè÷åñòâî îòíîñèòåëüíûõ ìèíèìóìîâ ðåøåòîê ðàçìåðíîñòè òðè è âûøå
(äëÿ äâóìåðíûõ ðåøåòîê ÷èñëî îòíîñèòåëüíûõ ìèíèìóìîâ îïðåäåëÿåò-
ñÿ äëèíîé ðàçëîæåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî α â öåïíóþ äðîáü). Èçâåñòíû
òîëüêî ñëåäóþùèå âåðõíÿÿ

#M(Γ) ¿s lns−1 N ∀Γ ∈ L(Zs; N), N > 2 (2)

è íèæíÿÿ ∑

Γ∈L(Zs;N)

#M(Γ) Às N s−1 lns−1 N (3)

îöåíêè. Äëÿ ïîëíûõ ðåøåòîê íåðàâåíñòâî (2) äîêàçàíî â [4, 5] (ñì. [7] ïî
ïîâîäó îöåíêè ñîîòâåòñòâóþùåé êîíñòàíòû), à íåðàâåíñòâî (3) � â [10].
Èç ðåçóëüòàòîâ [10] òàêæå âûòåêàåò, ÷òî îöåíêà (2) ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëüíîé
ñ òî÷íîñòüþ äî êîíñòàíòû, çàâèñÿùåé îò ðàçìåðíîñòè s. Â [8] áûëè
ïîëó÷åíû àíàëîãè÷íûå îöåíêè äëÿ íåïîëíûõ ðåøåòîê.

Îïðåäåëèì

Es(N) =

N∑

n=1

∑

Γ∈Ls(Z;n)

#M(Γ)

N∑

n=1

#Ls(Z; n)
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� ñðåäíåå ÷èñëî îòíîñèòåëüíûõ ìèíèìóìîâ s-ìåðíûõ öåëî÷èñëåííûõ
ïîëíûõ ðåøåòîê ñ îïðåäåëèòåëåì èç îòðåçêà [1, N ].

Íåòðóäíî äîêàçàòü (ñì. ëåììó 2.2 íèæå), ÷òî
N∑

n=1

#Ls(Z;n) ¿s N s, (4)

Èñïîëüçóÿ (2), (3), (4) ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî

Es(N) ³s lns−1 N ïðè N > 2.

Ãèïîòåçà. Cóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ C(s) òàêàÿ, ÷òî

Es(N) ∼ C(s) lns−1 N ïðè N → +∞. (5)

Ïðè s = 2 àñèìïòîòèêó (5) íåòðóäíî âûâåñòè èç êëàññè÷åñêîãî ðå-
çóëüòàòà Õåéëüáðîííà [9] î ñðåäíåé äëèíå êîíå÷íîé öåïíîé äðîáè (ñì.
ëåììó 2.3 íèæå), ïðè÷åì

C(2) =
4 ln 2
ζ(2)

.

Çäåñü è äàëåå ζ � äçåòà-ôóíêöèÿ Ðèìàíà.
Öåëüþ äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî ôîðìóëû (5) ïðè

s = 3. Îíà îáîáùàåò êëàññè÷åñêèå ðåçóëüòàòû î ñðåäíåé äëèíå êîíå÷íîé
öåïíîé äðîáè ñ çíàìåíàòåëåì èç îòðåçêà [1, N ] (ñì. [11, 9]) íà äâóìåðíûé
ñëó÷àé.

Àâòîð áëàãîäàðåí Â.À. Áûêîâñêîìó çà âíèìàíèå ê ðàáîòå è ïîëåç-
íûå ñîâåòû.

1 Ôîðìóëèðîâêà îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà
Åñëè

Ω =








a1 b1 c1

a2 b2 c2

a3 b3 c3


 ∈ GL3(R) :

(b1, c1) ∈ W1 · a1,
(a2, c2) ∈ W2 · b2,
(a3, b3) ∈ W3 · c3,



 ,

ãäå Wi � èçìåðèìûå ïî Æîðäàíó ìíîæåñòâà èç R2, òî

µ(Ω) =
∫

W1×W2×W3

db1 dc1 da2 dc2 da3 db3

|detM(a, b, c)|3 , M(a, b, c) =




1 b1 c1

a2 1 c2

a3 b3 1


 .
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Îòìåòèì, ÷òî µ èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ ãðóïïû GL3(R).
Ââåäåì ñëåäóþùèå ìíîæåñòâà ìàòðèö

Ω1 =








a1 −b1 −c1

a2 b2 −c2

a3 −b3 c3


 : a1 < b1 + c1



 ,

Ω2 =








a1 −b1 −c1

a2 b2 c2

a3 −b3 c3


 :

a2 > c2

ëèáî
c1 > b1



 ,

Ω3 =








a1 −b1 −c1

a2 b2 −c2

a3 b3 c3






 ,

Ω4 =








a1 −b1 c1

a2 b2 −c2

a3 b3 c3


 :

b2 < a2 + c2,
b1 > c1



 ,

ãäå

ai, bi, ci ∈ R+, i = 1, 2, 3,

a1 > b1, c1, b2 > a2, c2, c3 > a3 > b3,

Îñíîâíîé ðåçóëüòàò íàñòîÿùåé ðàáîòû çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì.

Òåîðåìà 1.1 Äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî N ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà

E3(N) =
4C

ζ(2)ζ(3)
ln2 N + O(lnN + 1),

ãäå C = µ(Ω1) + µ(Ω2) + 2µ(Ω3) + 2µ(Ω4).

Ç à ì å ÷ à í è å. Ïî-âèäèìîìó, ïîñòîÿííàÿ C íå âûðàæàåòñÿ
÷åðåç èçâåñòíûå. Íàõîæäåíèå µ(Ωi) ñâîäèòñÿ ê âû÷èñëåíèþ 6-ìåðíûõ
èíòåãðàëîâ, êîòîðûå äâà ðàçà èíòåãðèðóþòñÿ ÿâíî. Ïðèáëèæåííûå âû-
÷èñëåíèÿ äàþò ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò:

µ(Ω1) ≈ 0.0442, µ(Ω2) ≈ 0.0922, µ(Ω3) ≈ 0.1119, µ(Ω4) ≈ 0.0268,

C ≈ 0.4120, C(3) =
4C

ζ(2)ζ(3)
≈ 0.8335.

Îòìåòèì, ÷òî C(2) ≈ 1, 6855.
Â ñëåäóþùåì ïàðàãðàôå ïðèâîäÿòñÿ íåêîòîðûå âñïîìîãàòåëüíûå

ñâåäåíèÿ, â òðåòüåì äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî âû÷èñëåíèå E3(N) ñâîäèòñÿ ê
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ïîäñ÷åòó êîëè÷åñòâà öåëî÷èñëåííûõ ìàòðèö ñïåöèàëüíîãî âèäà. Â ðàç-
äåëå 4 âûâîäèòñÿ ôîðìóëà äëÿ íàõîæäåíèÿ ÷èñëà öåëî÷èñëåííûõ ìàò-
ðèö â çàäàííîé îáëàñòè. Â ïîñëåäíåì ðàçäåëå çàâåðøàåòñÿ äîêàçàòåëü-
ñòâî òåîðåìû 1.1.

2 Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ
Ìàòðèöó, ñòîëáöû êîòîðîé îáðàçóþò áàçèñ ðåøåòêè Γ, áóäåì íàçûâàòü
áàçèñíîé.

Ëåììà 2.1 Äëÿ ëþáîé ðåøåòêè Γ ∈ Ls(Z;n) ñóùåñòâóåò åäèíñòâåí-
íàÿ áàçèñíàÿ ìàòðèöà âèäà

M =




m1 m12 m13 . . . m1s

0 m2 m23 . . . m2s

0 0 m3 . . . m2s
... ... ... . . . ...
0 0 0 . . . ms




, (6)

ãäå 0 < mij 6 mi, i = i + 1, s, j = 1, s, m1m2 · . . . ·ms = n.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ñóùåñòâîâàíèå õîðîøî èçâåñòíî (ñì., íà-
ïðèìåð, [17, ãëàâà 1]). Äîêàæåì åäèíñòâåííîñòü. Ïóñòü òàêèõ ìàòðèö
äâå: M è M ′. Òîãäà ñóùåñòâóåò öåëî÷èñëåííàÿ óíèìîäóëÿðíàÿ S äëÿ
êîòîðîé M = M ′ · S è íåòðóäíî ïîñëåäîâàòåëüíî äîêàçàòü, ÷òî

sij = 0 ïðè i > j =⇒ sii = 1 =⇒ mi = m′
i, i = 1, s =⇒

mij ≡ m′
ij (mod mi) ∀j 6= i =⇒ mij = mij , i, j = 1, s.

¤

Ëåììà 2.2 Äëÿ ëþáûõ s > 2, N ∈ N ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà

N∑

n=1

#Ls(Z;n) =
ζ(2)ζ(3) · . . . · ζ(s)

s
N s + Os

(
N s−1 lnN + 1

)
. (7)

7



Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ñîãëàñíî ëåììå 2.1 ÷èñëî ðåøåòîê èç Ls(Z; n)
ðàâíî êîëè÷åñòâó öåëî÷èñëåííûõ ìàòðèö âèäà (6). Çíà÷èò,

#Ls(Z;n) =
∑

m1,...,ms∈N,
m1·...·ms=n

ms−1
1 ms−2

2 · . . . ·ms−1,

N∑

n=1

#Ls(Z;n) =
∑

m1,...,ms∈N,
m1·...·ms6N

ms−1
1 ms−2

2 · . . . ·ms−1 =

=
N s

s

∑
m2,...,ms∈N,
m2·...·ms6N

1
m2

2m
3
3 · . . . ·ms

s

+ Os




∑
m2,...,ms∈N,
m2·...·ms6N

N s−1

m2m2
3 · . . . ·ms−1

s


 =

=
N s

s
ζ(2)ζ(3) · . . . · ζ(s) + Os

(
N s−1 ln N + 1

)
.

¤
Äëÿ ïîëíîòû èçëîæåíèÿ ïðèâåäåì âûâîä àñèìïòîòèêè ñðåäíåãî ÷èñ-

ëà îòíîñèòåëüíûõ ìèíèìóìîâ äâóìåðíûõ ðåøåòîê, õîòÿ â äàëüíåéøåì
ýòîò ðåçóëüòàò èñïîëüçîâàòüñÿ íå áóäåò. Îáîçíà÷èì

σ(N) =
∑

d|N
d, Λ(N) =

{
ln p, åñëè N = pk, p � ïðîñòîå,
0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå

� ñóììà äåëèòåëåé íàòóðàëüíîãî N è ôóíêöèÿ ôîí Ìàíãîëüäòà.

Ëåììà 2.3 Äëÿ ëþáîãî öåëîãî N > 2 ñïðàâåäëèâû ôîðìóëû

∑

Γ∈L2(Z;N)

#M(Γ) =
4 ln 2
ζ(2)

∑

d\N
d


ln d−

∑

r\d

Λ(r)
r


 + O (σ(N)) , (8)

N∑

n=1

∑

Γ∈L2(Z;n)

#M(Γ) = 2 ln(2) ·N2 ln N + O(N2), (9)

E2(N) =
4 ln 2
ζ(2)

lnN + O(1). (10)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Îáîçíà÷èì ld(a) � äëèíà ðàçëîæåíèÿ a
d â

íåïðåðûâíóþ äðîáü; Γ(a, d) � ðåøåòêà ñ áàçèñîì (d, 0), (a, 1) (a, d ∈ N).
Èç ôîðìóëû (1) âûòåêàåò, ÷òî

#M(Γ(a, d)) = 2ld(a) + 2 ïðè 0 < a < d, a 6= d

2
.
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Òàê êàê #M(Γ(a, d)) = O(1), ld(a) = O(1) ïðè d ∈ {a, 2a}, òî
d∑

a=1

#M(Γ(a, d)) = 2
d∑

a=1

ld(a) + O(d). (11)

Èç èçâåñòíîãî ðåçóëüòàòà Ïîðòåðà [12] âûòåêàåò (ñì. [13, ðàçäåë 4.5.3])

d∑

a=1

ld(a) =
2 ln 2
ζ(2)

d


ln d−

∑

r\d

Λ(r)
r


 + O (d) . (12)

Ïî ëåììå 2.1 ëþáàÿ ðåøåòêà èç L2(Z;N) èìååò åäèíñòâåííûé áàçèñ
âèäà

(d, 0), (a, d′), (13)
ãäå dd′ = N , 1 6 a 6 d. Ïðåîáðàçîâàíèå óçëîâ (γ1, γ2) → (γ1, γ2/d′)
ïåðåâîäèò ðåøåòêó ñ áàçèñîì (13) â ðåøåòêó Γ(a, d). Ïîýòîìó,

∑

Γ∈L2(Z;N)

#M(Γ) =
∑

d\N

d∑

a=1

#M(Γ(a, d))

è èñïîëüçóÿ (11), (12), ïîëó÷àåì (8).
Ôîðìóëà (9) ïîëó÷àåòñÿ ñóììèðîâàíèåì (8). Äîñòàòî÷íî çàìåòèòü,

÷òî
N∑

n=1

∑

d\n
d ln d =

N∑

n=1

∑

d\n

n

d
· ln(n/d) =

N∑

d=1

∑
d6n6N,

n≡0 (mod d)

n

d
· ln(n/d) =

=
N∑

d=1

(
1
d

∫ N

d

t

d
· ln(t/d) dt + O

(
N

d
ln(N/d)

))
=

=
N∑

d=1

(
N2

2d2
ln(N/d) + O

(
N2

d2
+

N

d
ln(N/d)

))
=

=
N2 ln N

2
ζ(2) + O(N2),

N∑

n=1

∑

d\n
d

∑

r\d

Λ(r)
r

=
N∑

d=1

∑

r\d

∑
16n6N,

n≡0 (mod d)

d · Λ(r)
r

= O(N2),

N∑

n=1

σ(n) = O(N2).
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Ñîîòíîøåíèå (9) äîêàçàíî. Ôîðìóëà (10) âûòåêàåò èç (9) è (7). ¤
Ïåðåéäåì ê ðàññìîòðåíèþ òðåõìåðíûõ ðåøåòîê. Ïîëîæèì

U(N) = {(γ, Γ) : Γ ∈ L3(Z; N), γ ∈ M(Γ)} ∀N ∈ N,

U+(N) = {(γ, Γ) ∈ U(N) : γ1,2,3 > 0}.
Èñïîëüçóÿ îöåíêó (2) íåòðóäíî ïîêàçàòü (ïîäðîáíåå ñì. â [8]), ÷òî

äëÿ ëþáîé ðåøåòêè èç L3(Z; n) ñ n > 2, ÷èñëî îòíîñèòåëüíûõ ìèíèìó-
ìîâ, ó êîòîðûõ õîòÿ áû îäíà èç êîîðäèíàò ðàâíà íóëþ îöåíèâàåòñÿ, êàê
O(lnn). Ïîýòîìó èç (4) âûòåêàåò

∑

Γ∈L3(Z;n)

#M(Γ) ≡ #U(n) = 23 ·#U+(n) + O (lnn ·#L3(Z; n))

è, ó÷èòûâàÿ (7), ïîëó÷àåì

E3(N) =
24

N3ζ(2)ζ(3)

∞∑

n=1

U+(n) + O(lnN). (14)

Äëÿ äâóìåðíûõ ðåøåòîê ïîäñ÷åò êîëè÷åñòâà ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà

U (2)
+ (N) = {(γ, Γ) : Γ ∈ L2(Z; N), γ ∈ M(Γ), γ1,2 > 0}

îñíîâàí íà ñëåäóþùåì íàáëþäåíèè. Ïóñòü (γ, Γ) ∈ U (2)
+ (N). Âûáåðåì

óçåë b ∈ M(Γ) \ {a} èç óñëîâèé:

|b1| 6 a1, 0 6 b2 → min . (15)

Òîãäà b1 6 0, b2 > a2 è âåêòîðà a, b îáðàçóþò áàçèñ Γ. Ñëåäîâàòåëüíî,
ëþáîé ïàðå (a,Γ) ∈ U (2)

+ (N) ìîæíî ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå ìàòðèöó

A ∈ ω(N) =
{(

a1 −b1

a2 b2

)
∈ GL2(Z; N) : 0 6 b1 6 a1, 0 < a2 6 b2

}

Ñïðàâåäëèâî è îáðàòíîå. Åñëè [a, b] ∈ ω(N), Γ � ðåøåòêà ñ áàçèñîì
a, b, òî a ∈ M(Γ) è âûïîëíÿþòñÿ (15). Ïîýòîìó ñóùåñòâóåò âçàèìíî
îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ìíîæåñòâàìè U (2)

+ (N) è ω(N). Ñëåäî-
âàòåëüíî, #U (2)

+ (N) = #ω(N).
Ïîäîáíûå ðàññóæäåíèÿ âïåðâûå áûëè èñïîëüçîâàíû â êëàññè÷åñêîé

ðàáîòå Õåéëüáðîííà [9] äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñðåäíåé äëèíû öåïíîé äðîáè.
Â ñëåäóþùåì ðàçäåëå ìû ïîëó÷èì àíàëîãè÷íîå ñîîòâåòñòâèå äëÿ òðåõ-
ìåðíûõ ðåøåòîê.
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3 Àíàëîã ñîîòâåòñòâèÿ Õåéëüáðîííà
Ïîìèìî îïðåäåëåííûõ ðàíåå ìíîæåñòâ ìàòðèö Ωi (i = 1, 4) áóäåì òàêæå
èñïîëüçîâàòü ∂Ωi � ìíîæåñòâî ìàòðèö, ëåæàùèõ íà ãðàíèöå Ωi è Ωi =
Ωi ∪ ∂Ωi.

Åñëè Ω ⊂ R3×3, òî ω(N) = Ω ∩GL3(Z; N). Â ÷àñòíîñòè,

ωi(N) = Ωi ∩GL3(Z;N), ∂ωi(N) = ∂Ωi ∩GL3(Z;N).

Öåëü äàííîãî ðàçäåëà � äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóþùåãî ðåçóëüòàòà.

Ëåììà 3.1 Äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî N ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà

#U+(N) = #ω1(N) + #ω2(N) + 2 ·#ω3(N) + 2 ·#ω4(N) +

+ O

(
4∑

i=1

#∂ωi(N)

)
+ Oε(N1+ε) ∀ε > 0. (16)

Ëåììà áóäåò äîêàçàíà â êîíöå ðàçäåëà. Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâûâàåòñÿ
íà ñëåäóþùèõ ñîîáðàæåíèÿõ. Ïóñòü (a,Γ) ∈ U+(N). Âûáåðåì óçëû b ∈
M(Γ) \ {a}, c ∈ M(Γ) \ {a, b} èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé

|bi| 6 ai, i = 1, 3, 0 6 b2 → min,

|c1| 6 a1, |c2| 6 b2, 0 6 c3 → min .

Òîãäà, åñëè îòáðîñèòü íåêîòîðûå ¾ïëîõèå¿ ñëó÷àè (÷èñëî êîòîðûõ îöå-
íèâàåòñÿ îñòàòî÷íûì ÷ëåíîì ôîðìóëû (16)), à òàêæå íå ó÷èòûâàòü
íåêîòîðûå ¾ñèììåòðè÷íûå¿ âàðèàíòû (ìíîæåñòâà V2(N) è V3(N) íè-
æå), òî ìû ïîëó÷èì, ÷òî a, b, c � áàçèñ Γ, ïðè÷åì ìàòðèöà [a, b, c] ïðè-
íàäëåæèò îáúåäèíåíèþ ìíîæåñòâ ωi(N).

Áóäåì èñïîëüçîâàòü, òàê íàçûâàåìûå, ìèíèìàëüíûå ìíîæåñòâà. Íà-
ïîìíèì îïðåäåëåíèå.

Îïðåäåëåíèå 1 Ìíîæåñòâî M ⊂ Γ ∈ Ls(R) íàçûâàåòñÿ ìèíèìàëü-
íûì, åñëè M ⊂ M(Γ) è íå ñóùåñòâóåò íåíóëåâîãî óçëà γ ∈ Γ òàêîãî,
÷òî

|γi| < max
(η1,...,ηs)∈M

|ηi| i = 1, s.

Ïîíÿòèå ìèíèìàëüíîãî ìíîæåñòâà âïåðâûå ïîÿâèëîñü â ðàáîòàõ Âî-
ðîíîãî [2] è Ìèíêîâñêîãî [14] â ñâÿçè ñ ìåòîäàìè ïîñòðîåíèÿ åäèíèö â
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êóáè÷åñêèõ ÷èñëîâûõ ïîëÿõ. Èìè áûëè èññëåäîâàíû ðàçëè÷íûå ñâîé-
ñòâà ìèíèìàëüíûõ ñèñòåì äâóõ è òðåõìåðíûõ ðåøåòîê îáùåãî ïîëîæå-
íèÿ (â òðåõìåðíîì ñëó÷àå áåç äîêàçàòåëüñòâà). Äîâîëüíî èñ÷åðïûâàþ-
ùåå èññëåäîâàíèå ìèíèìàëüíûõ ìíîæåñòâ òðåõìåðíûõ ðåøåòîê îáùåãî
ïîëîæåíèÿ ïðîâåäåíî â [15]. Ìèíèìàëüíûå ñèñòåìû ðåøåòîê èç L3(Z)
èçó÷àëèñü â [16].

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå íàì áóäåò äîñòàòî÷íî ñëåäóþùåãî ðåçóëüòàòà.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç L̃3(Z; N) � ìíîæåñòâî ðåøåòîê Γ ∈ L3(Z;N), îáëàäà-
þùèõ ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì: åñëè ìíîæåñòâî {a, b, c} ⊂ Γ ìèíèìàëüíî
è ñîñòîèò èç ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ óçëîâ, òî a, b, c � áàçèñ Γ. Ðåøåòîê,
íå îáëàäàþùèõ ýòèì ñâîéñòâîì, äîñòàòî÷íî ìàëî, à èìåííî èìååò ìåñòî

Ëåììà 3.2 Äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî N ñïðàâåäëèâà îöåíêà

#(L3(Z;N) \ L̃3(Z; N)) ¿ε N1+ε ∀ε > 0. (17)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü Γ ∈ L3(Z; N)\L̃3(Z; N). Òîãäà ñîãëàñíî
[16, òåîðåìà 2] ñóùåñòâóåò áàçèñ Γ, êîòîðûé ñ òî÷íîñòüþ äî ïîðÿäêà
ñëåäîâàíèÿ êîîðäèíàò è çíàêîâ, èìååò âèä

(a1, a2, a3), (0, a2, c3), (0, 0, 2c3), (18)

ãäå a1, a2, c3 > 0, a3 > 0. Îáîçíà÷èì ÷åðåç L(N) � ìíîæåñòâî ðåøåòîê
èç L3(Z; N), ïîðîæäåííûõ âåêòîðàìè âèäà (18). Èñïîëüçóÿ ëåììó 2.1
íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî äëÿ êàæäîé ðåøåòêè èç L(N) ñóùåñòâóåò åäèí-
ñòâåííûé áàçèñ âèäà (18), óäîâëåòâîðÿþùèé äîïîëíèòåëüíîìó óñëîâèþ
a3 ∈ [1, 2c3]. Ñëåäîâàòåëüíî,

#L(N) =
∑

2c3a2|N
2c3 ¿ε N1+ε.

¤
Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî

a1b2c3 6 detA ∀A =




a1 b1 c1

a2 b2 c2

a3 b3 c3


 ∈

4⋃

i=1

Ωi. (19)

Ïîëîæèì

Ũ+(N) = {(γ, Γ) ∈ U+(N) : Γ ∈ L̃3(Z;N)}.
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Èç îöåíîê (2) è (17) âûòåêàåò, ÷òî ïðè N > 2

#
(
U+(N) \ Ũ+(N)

)
¿ ln2 N ·#

(
L3(Z;N) \ L̃3(Z; N)

)
¿ε N1+ε (20)

äëÿ ëþáîãî ε > 0. Òàêèì îáðàçîì íàì äîñòàòî÷íî ïîëó÷èòü ôîðìóëó
äëÿ ÷èñëà ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà #Ũ+(N). Äëÿ îöåíêè ìîùíîñòè ïîä-
ìíîæåñòâ èç Ũ+(N) áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Ëåììà 3.3 Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ:

(à) U ⊂ Ũ+(N), Ω ⊂ ⋃4
i=1 Ωi, ω(N) = Ω ∩GL3(Z; N);

(á) ñóùåñòâóåò èíúåêöèÿ F : Z3×3 → Z3×3, êîòîðàÿ íå ìåíÿåò ìî-
äóëü îïðåäåëèòåëÿ ìàòðèöû;

(â) äëÿ êàæäîé ïàðû (a,Γ) ∈ U ñóùåñòâóþò óçëû b, c ∈ Γ òàêèå,
÷òî ìíîæåñòâî {a, b, c} ìèíèìàëüíî, F ([a, b, c]) ∈ Ω.

Òîãäà
#U 6 #ω(N). (21)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ââåäåì îòîáðàæåíèå Φ : U → Ω, êîòîðîå
êàæäîé ïàðå (a, Γ) ∈ U ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå ìàòðèöó F ([a, b, c]). Èç
(19) è óñëîâèÿ

F ([a, b, c]) ∈
4⋃

i=1

Ω̃i

âûòåêàåò detF ([a, b, c]) > 0, çíà÷èò, det[a, b, c] 6= 0, ò.å. óçëû a, b, c ëè-
íåéíî íåçàâèñèìû è ïîýòîìó îíè îáðàçóþò áàçèñ Γ (ò.ê. Γ ∈ L̃3(Z; N)).
Òîãäà |det[a, b, c]| = N , detΦ(a,Γ) = N , ñëåäîâàòåëüíî, Φ(a, Γ) ∈ ω(N).
Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî

Φ(a,Γ) = Φ(a′, Γ′) ⇐⇒ (a,Γ) = (a′, Γ′).

Ñëåäîâàòåëüíî, îòîáðàæåíèå Φ : U → ω(N) ÿâëÿåòñÿ èíúåêöèåé è ïî-
ýòîìó âûïîëíÿåòñÿ (21). ¤

Ïóñòü (a, Γ) ∈ Ũ+(N). Îáîçíà÷èì

H2(a,Γ) = {γ ∈ M(Γ) \ {±a} : |γi| 6 ai, i = 1, 3} .
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Ñðàçó îòìåòèì, ÷òî ìíîæåñòâî H2(a,Γ) íå ïóñòî. Îíî ñîäåðæèò óçåë
âèäà (0, n, 0). Êðîìå òîãî,

|γ2| > a2 ∀γ ∈ H2(a, Γ).

Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå íàðóøàåòñÿ ìèíèìàëüíîñòü a.
Äëÿ ëþáîé ïàðû (a,Γ) ∈ Ũ+(N) îïðåäåëèì òàêæå

H̃2(a,Γ) = {γ ∈ Γ \ {0,±a} : |γi| 6 ai, i = 1, 3} \
\ {γ ∈ Γ : |γi| = ai, i = 1, 3, |γ2| > a2}.

Ëåììà 3.4 Ïóñòü (a, Γ) ∈ Ũ+(N), óçåë b ∈ H2(a,Γ) óäîâëåòâîðÿåò
íåðàâåíñòâàì

0 < b2 6 |γ2| ∀γ ∈ H2(a,Γ). (22)
Òîãäà

b2 6 |γ2| ∀γ ∈ H̃2(a,Γ), (23)
ìíîæåñòâî {a, b} ìèíèìàëüíî, ïðè÷åì b1 6 0 ëèáî b3 6 0.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äîêàæåì (23). Ïóñòü γ ∈ Γ \ {0,±a},

|γ1| 6 a1, |γ2| < b2, |γ3| 6 a3, γ 6= ±a.

Òàê êàê γ 6= ±a, òî γ 6∈ M(Γ) (èíà÷å íàðóøàåòñÿ (22)), ïîýòîìó ñóùå-
ñòâóåò óçåë η ∈ M(Γ) äëÿ êîòîðîãî

|ηi| 6 |γi|, i = 1, 2, 3,
3∑

i=1

|ηi| <
3∑

i=1

|γi| =⇒

=⇒ |η1| 6 a1, |η2| < b2, |η3| 6 a3.

Â ñèëó (22) ýòî âîçìîæíî òîëüêî ïðè η = ±a. Ïîýòîìó

ai = |ηi| 6 |γi| 6 ai =⇒ |γi| = ai, i = 1, 3.

Çíà÷èò, a2 < |γ2|. Íåðàâåíñòâî (23) äîêàçàíî. Ìèíèìàëüíîñòü ìíîæå-
ñòâà {a, b} âûòåêàåò èç (23). Åñëè b1,3 > 0, òî óçåë γ = a − b íàðóøàåò
ìèíèìàëüíîñòü {a, b}. ¤

Îáîçíà÷èì V (N) � ìíîæåñòâî (a,Γ) ∈ Ũ+(N), äëÿ êîòîðûõ óçåë
b ∈ H2(a,Γ), óäîâëåòâîðÿþùèé (22) åäèíñòâåíåí. Äîêàæåì, ÷òî ÷òî ýëå-
ìåíòîâ íå ïðèíàäëåæàùèõ V (N) ¾äîñòàòî÷íî¿ ìàëî.

14



Ëåììà 3.5 Ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà

#Ũ+(N) = #V (N) + O(#∂ω2(N) + #∂ω4(N)). (24)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü (a,Γ) ∈ Ũ+(N)\V (N). Òîãäà ñóùåñòâó-
þò b, b′ ∈ H2(a,Γ), óäîâëåòâîðÿþùèå (22). Î÷åâèäíî, ÷òî b2 = b′2 > 0.
Åñëè b1b

′
1 > 0, b3b

′
3 > 0, òî óçåë b − b′ íàðóøàåò ìèíèìàëüíîñòü a. Ïî-

ýòîìó b1b
′
1 < 0 ëèáî b3b

′
3 < 0. Çíà÷èò, ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåìåíû b è b′

ìåñòàìè, âîçìîæíû òîëüêî òàêèå âàðèàíòû

b = (−b1, b2,−b3), b′ = (−b′1, b2, b
′
3), (25)

b = (−b1, b2,−b3), b′ = (b′1, b2,−b′3), (26)
b = (−b1, b2, b3), b′ = (b′1, b2,−b′3), (27)

ãäå b1,3, b
′
1,3 > 0. Ââåäåì ìíîæåñòâà X1, X2, X3, ñîñòîÿùèå èç (a,Γ) ∈

(U+(N) \ V (N)), äëÿ êîòîðûõ óçëû b, b′ èìåþò âèä (25), (26), (27) ñîîò-
âåòñòâåííî. Î÷åâèäíî, ÷òî

#X1 = #X2,

ò.ê. ïðåîáðàçîâàíèå, ìåíÿþùåå ìåñòàìè 1-þ è 3-þ êîîðäèíàòû óçëîâ,
îñóùåñòâëÿåò áèåêöèþ ìíîæåñòâ X1 è X2. Îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî

#X1 ¿ #∂ω2(N), #X3 ¿ #∂ω4(N). (28)

Ñðàçó îòìåòèì, ÷òî ìíîæåñòâî {a, b, b′} ìèíèìàëüíî, ïðè÷åì

b1 + b′1 > a1 ïðè (a,Γ) ∈ X1, (29)
b1 + b′1 > a1 ëèáî b3 + b′3 > a3 ïðè (a,Γ) ∈ X3. (30)

Åñëè ýòî íå òàê, òî óçåë b− b′ íàðóøàåò ìèíèìàëüíîñòü a. Ââåäåì ìíî-
æåñòâî X31 ⊂ X3 (X32 ⊂ X3), ñîñòîÿùåå èç (a,Γ), äëÿ êîòîðûõ óçëû b,
b′ óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâàì b1 + b′1 > a1 (b3 + b′3 > a3). Òîãäà

#X31 = #X32, #X3 6 2 ·#X31.

Ïóñòü (a, Γ) ∈ X1. Äîêàæåì, ÷òî b′3 > b3. Ïîëîæèì

γ = a− b′ + b = (a1 − b′1 − b1, a2, a3 + b′3 − b3).

Òàê êàê a1 6 b1 + b′1 6 2a1, òî |γ1| 6 a1. Òàê êàê b3 6 a3, òî ïðè
b′3 < b3 óçåë γ íàðóøàåò ìèíèìàëüíîñòü a. Çíà÷èò, b′3 > b3. Â ñèëó
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(29) è óñëîâèé íà b, b′ ìàòðèöà [a, b, b′ − b] ïðèíàäëåæèò ∂Ω2. Çíà÷èò,
âûïîëíÿåòñÿ ïåðâîå íåðàâåíñòâî èç (28) (ñì. ëåììó 3.3).

Ïóñòü (a,Γ) ∈ X31. Òîãäà [a, b, (a− b′)] ∈ ∂Ω4 è, ñîãëàñíî ëåììå 3.3,
âûïîëíÿåòñÿ âòîðîå íåðàâåíñòâî èç (28). ¤

Íà ìíîæåñòâå V (N) ìîæíî ââåñòè îòîáðàæåíèå Φ2, êîòîðîå êàæäîé
ïàðå (a,Γ) ∈ V (N) ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå óçåë b ∈ H2(a, Γ), óäîâëåòâî-
ðÿþùèé (22). Îòìåòèì, ÷òî äëÿ b = Φ2(a,Γ), (a,Γ) ∈ V (N)

b2 < |γ2| ∀γ ∈ H̃2(a,Γ), γ 6= ±b. (31)

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íî ïîâòîðèòü ðàññóæäåíèÿ, èñïîëüçîâàí-
íûå ïðè îáîñíîâàíèè (23).

Îïðåäåëèì ìíîæåñòâî

H3(a,Γ) = {γ ∈ M(Γ) \ {±a,±b} : |γ1| 6 a1, |γ2| 6 b2}.
Îíî íå ïóñòî (íàïðèìåð, ñîäåðæèò óçåë âèäà (0, 0, n)). Êðîìå òîãî

|γ3| > a3 ∀γ ∈ H3(a, Γ),

òàê êàê â ïðîòèâíîì ñëó÷àå γ íàðóøàåò íåðàâåíñòâî (31).
Áóäåì òàêæå èñïîëüçîâàòü ìíîæåñòâî C(a, Γ), ñîñòîÿùåå èç óçëîâ c,

óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì

c ∈ H3(a,Γ), 0 < c3 6 |γ3| ∀γ ∈ H3(a,Γ). (32)

è

Π1(a) = {x ∈ Γ : |x1| = a1, |ai| 6 |x1|, i = 2, 3, |a2|+ |a3| < |x2|+ |x3|} ,

Π2(b) = {x ∈ Γ : |x2| = b1, |bi| 6 |xi|, i = 1, 3, |b1|+ |b3| < |x1|+ |x3|} ,

H̃3(a,Γ) =
{

γ ∈ Γ \ {0,±a,±b} : |γ1| 6 a1, |γ2| 6 b2, γ 6∈ Π1(a) ∪Π2(b)
}

.

Ëåììà 3.6 Ïóñòü (a, Γ) ∈ V (N), b = Φ1(a, Γ), c ∈ C(a,Γ). Òîãäà

c3 6 |γ3| ∀γ ∈ H̃3(a,Γ), (33)

ìíîæåñòâî {a, b, c} ìèíèìàëüíî, ïðè÷åì c1 6 0 ëèáî c2 6 0.

Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî ëåììå 3.4.
Äîêàæåì, ÷òî ñëó÷àåâ, êîãäà b1 = 0 èëè b3 = 0 ¾äîñòàòî÷íî¿ ìàëî.

Ïîëîæèì
V0(N) = {(a,Γ) : b1 = 0 ëèáî b3 = 0} ,

ãäå b = Φ1(a,Γ).
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Ëåììà 3.7 Ñïðàâåäëèâà îöåíêà

#V0(N) ¿
4∑

i=2

#∂ωi(N). (34)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Òàê êàê b1 6 0 ëèáî b3 6 0 (ëåììà 3.4), òî
ìíîæåñòâî V0(N) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

V0(N) = V01 ∪ V ′
01 ∪ V02 ∪ V ′

02,

V01 = {(a,Γ) ∈ V (N) : b = (0, b2, b3), b3 > 0},
V ′

01 = {(a,Γ) ∈ V (N) : b = (b1, b2, 0), b1 > 0},
V02 = {(a,Γ) ∈ V (N) : b = (−b1, b2, 0), b1 > 0},
V ′

02 = {(a,Γ) ∈ V (N) : b = (0, b2,−b3), b3 > 0}.

ãäå b = Φ1(a,Γ). Âî âñåõ ñëó÷àÿõ b2 > 0. Ñðàçó îòìåòèì, ÷òî

#V01 = #V ′
01, #V02 = #V ′

02

(ïðåîáðàçîâàíèå ìåíÿþùåå ìåñòàìè 1-þ è 3-þ êîîðäèíàòû óçëîâ îñó-
ùåñòâëÿåò áèåêöèþ V01 íà V ′

01, à òàêæå V02 íà V ′
02). Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî

îöåíèòü êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâ V01 è V02.
Îöåíèì #V01. Ïóñòü (a, Γ) ∈ V01. Òîãäà b = (0, b2, b3), a3 > b3 > 0,

b2 > a2 > 0. Óçåë γ = a− b óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèÿì

|γ1| = a1, |γ2| = b2 − a2 < b2, |γ3| = a3 − b3 6 a3.

Ïîýòîìó èç (31) âûòåêàåò γ ∈ Π1(a) ëèáî γ = ±a. Çíà÷èò,

γ2 > a2, |γ3| > a3 =⇒ b2 > 2a2, b3 = 0.

Òàêèì îáðàçîì, b = (0, b2, 0), b2 > 2a2. Âûáåðåì ëþáîé c ∈ C(a,Γ).
Òîãäà c1 6 0 ëèáî c2 6 0 (ëåììà 3.6). Äîêàæåì, ÷òî âàðèàíò, êîãäà
c = (c1,−c2, c3), c1,3 > 0, c2 > 0 íåâîçìîæåí. Äåéñòâèòåëüíî â ýòîì
ñëó÷àå óçåë γ = a− c− b óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèÿì

|γ1| = a1 − c1 < a1, |γ2| = |a2 + c2 − b2| < b2, |γ3| = c3 − a3 < c3.

(âòîðîå íåðàâåíñòâî âûòåêàåò èç îöåíîê a2 > 0; 2a2, c2 6 b2). Ñîãëàñ-
íî ìèíèìàëüíîñòè {a, b, c} ýòî âîçìîæíî òîëüêî ïðè γ = 0. Îäíàêî â
ýòîì ñëó÷àå óçåë −c = b− a ïðîòèâîðå÷èò âûáîðó b. Çíà÷èò, âîçìîæíû
ñëåäóþùèå äâà ñëó÷àÿ.
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1) c = (−c1, c2, c3), c1,2,3 > 0. Òîãäà [a, b, c] ∈ ∂Ω2.
2) c = (−c1,−c2, c3), c1,2,3 > 0. Òîãäà òî [a, b, c] ∈ ∂Ω3.
Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàëè (ëåììà 3.3), ÷òî

#V01 = #V ′
01 6 #∂ω2(N) + #∂ω3(N).

Îöåíèì #V02. Ïóñòü (a,Γ) ∈ V02. Òîãäà b = (−b1, b2, 0), b1,2 > 0.
Âûáåðåì ëþáîé óçåë c ∈ C(a, b). Âîçìîæíû ñëåäóþùèå ñëó÷àè.

Åñëè c = (−c1,−c2, c3), c1,2 > 0, òî [a, b, c] ∈ ∂Ω3.
Ïóñòü c = (−c1, c2, c3), c1,2 > 0. Òîãäà óçåë γ = a+b−c óäîâëåòâîðÿåò

ñîîòíîøåíèÿì

|γ1| = a1 − b1 + c1, |γ2| = b2 + a2 − c2, |γ3| = c3 − a3 < c3.

Ïîýòîìó c1 > b1 ëèáî a2 > c2 (èíà÷å 0 < |γ1| < a1, |γ2| < b2 è íàðóøàåòñÿ
ìèíèìàëüíîñòü {a, b, c}). Òîãäà [a, b, c] ∈ ∂Ω2.

Ïóñòü c = (c1,−c2, c3), c1 > 0, c2 > 0. Òîãäà óçåë γ = a − c óäîâëå-
òâîðÿåò ñîîòíîøåíèÿì

|γ1| = a1 − c1 < a1, |γ2| = a2 + c2, |γ3| = c3 − a3 < c3

è èç ìèíèìàëüíîñòè {a, b, c} âûòåêàåò a2+c2 = b2. Ïîëîæèì η = a−b−c.
Òîãäà

|η1| = a1 + b1 − c1 > 0, |η2| = a2 + c2 − b2 = 0, |η3| = c3 − a3 < c3.

Ïîýòîìó b1 > c1 (èíà÷å íàðóøàåòñÿ ìèíèìàëüíîñòü {a, b, c}), [a, b, c] ∈
∂Ω4.

Äîêàçàëè, ÷òî

#V02 = #V ′
02 ¿

4∑

i=2

#∂ωi(N).

¤
Ìíîæåñòâî V (N) \ V0(N) ðàçîáüåì íà íåïåðåñåêàþùèåñÿ ÷àñòè:

V1(N) = {(a,Γ) ∈ V (N) : Φ1(a,Γ) = (−b1, b2,−b3)} ,

V2(N) = {(a,Γ) ∈ V (N) : Φ1(a,Γ) = (−b1, b2, b3)},
V3(N) = {(a,Γ) ∈ V (N) : Φ1(a,Γ) = (b1, b2 − b3)},

ãäå b1,2,3 > 0. Òîãäà

V (N) =
3⋃

i=0

Vi(N).
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Òàê êàê #V2(N) = #V3(N) (ïðåîáðàçîâàíèå, ìåíÿþùåå ìåñòàìè 1-þ è
3-þ êîîðäèíàòû óçëîâ, îñóùåñòâëÿåò áèåêöèþ V2(N) íà V3(N)), òî èç
(24), (34) âûòåêàåò

#Ũ+(N) = #V1(N) + 2#V2(N) + O

(
4∑

i=2

#∂ωi(N)

)
. (35)

Ïîëîæèì

Ṽ1(N) = {(a,Γ) ∈ V1(N) : c1 < 0 ∀c ∈ C(a, Γ)},
Ṽ2(N) = {(a,Γ) ∈ V2(N) : c2 < 0 ∀c ∈ C(a, Γ)}

è äîêàæåì, ÷òî ýëåìåíòîâ, íå ïðèíàäëåæàùèõ ýòèì ìíîæåñòâàì, ¾äî-
ñòàòî÷íî¿ ìàëî.

Ëåììà 3.8 Ñïðàâåäëèâû ôîðìóëû

#V1(N) = #Ṽ1(N) + O (#∂ω1(N) + #∂ω2(N)) , (36)
#V2(N) = #Ṽ1(N) + O (#∂ω3(N)) . (37)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü (a,Γ) ∈ V1(N) \ Ṽ1(N), b = Φ1(a,Γ).
Òîãäà

b = (−b1, b2,−b3), b1,2,3 > 0

è ñóùåñòâóåò óçåë c ∈ C(a,Γ) òàêîé, ÷òî c1 > 0, ïðè÷åì ïî ëåììå 3.6
c1 = 0 ëèáî c2 6 0. Çíà÷èò, âîçìîæíû ñëåäóþùèå ïÿòü âàðèàíòîâ.

1. Åñëè c = (0, 0, c3), òî [a, b, c] ∈ ∂Ω2.
2. Åñëè c = (0,−c2, c3), c2 > 0, òî óçåë γ = b + c óäîâëåòâîðÿåò

ñîîòíîøåíèÿì

|γ1| = b1 6 a1, |γ2| = b2 − c2 < b2, |γ3| = c3 − b3 < c3.

è, çíà÷èò, a1 = b1 (â ïðîòèâíîì ñëó÷àå íàðóøàåòñÿ ìèíèìàëüíîñòü
{a, b, c}), [a, b, c] ∈ ∂Ω1.

3. Ïóñòü c = (0, c2, c3), c2,3 > 0. Òîãäà óçåë γ = a − c óäîâëåòâîðÿåò
ñîîòíîøåíèÿì

|γ1| = a1, |γ2| = |a2 − c2| < b2, |γ3| = c3 − a3 < c3.

è èç (33) ñëåäóåò, ÷òî

a2 6 |γ2|, a3 6 |γ3| =⇒ c2 > 2a2, c3 > 2a3.
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Ïîëîæèì η = a + b− c. Òîãäà

|η1| = a1 − b1 < a1, |η2| = a2 + b2 − c2 < b2, |η3| = c3 + b3 − a3 6 c3.

Çíà÷èò, b3 = a3 è ìàòðèöà [a, b, c− a] ïðèíàäëåæèò ∂Ω2.
4. Ïóñòü c = (c1, 0, c3), c1 > 0. Óçåë γ = a− c óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíî-

øåíèÿì

|γ1| = a1 − c1 < a1, |γ2| = a2, |γ3| = c3 − a3 < c3,

Â ñèëó (33) ýòî âîçìîæíî òîëüêî ïðè γ ∈ Π2(b), òî åñòü

bi 6 |γi|, i = 1, 3, |γ2| = b2 =⇒ a2 = b2, a3 + b3 6 c3.

Äàëåå ðàññìîòðèì óçåë θ = a− b− c. Îí óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèÿì

0 < |θ1| = a1 + b1 − c1, |θ2| = 0, |θ3| = c3 − (a3 + b3) < c3.

Ïîýòîìó b1 > c1 (â ïðîòèâíîì ñëó÷àå íàðóøàåòñÿ (33)). Òîãäà óçåë
η = b + c ïðîòèâîðå÷èò (33). Ñëåäîâàòåëüíî, ýòîò ñëó÷àé íåâîçìîæåí.

5. Âàðèàíò c = (c1,−c2, c3), c1,2 > 0 òàêæå íåâîçìîæåí, ò.ê. â ýòîì
ñëó÷àå óçåë b + c íàðóøàåò ìèíèìàëüíîñòü {a, b, c}.

Ïðèìåíÿÿ ëåììó 3.3, ïîëó÷àåì

#(V1(N) \ Ṽ1(N)) ¿ #∂ω1(N) + #∂ω2(N).

Ôîðìóëà (36) äîêàçàíà.
Äîêàæåì òåïåðü (37). Ïóñòü (a,Γ) ∈ V2(N) \ Ṽ2(N), b = Φ1(a,Γ),

b = (−b1, b2, b3), b1,2,3 > 0. Òîãäà ñóùåñòâóåò c ∈ C(a,Γ) òàêîé, ÷òî
c2 > 0, ïðè÷åì ëèáî c2 = 0 ëèáî c1 6 0 (ïî ëåììå 3.6). Âîçìîæíû
ñëåäóþùèå ÷åòûðå ñëó÷àÿ.

1. Åñëè c = (−c1, 0, c3), c1 > 0, òî [a, b, c] ∈ ∂Ω3.
2. Åñëè c = (−c1, c2, c3), c1,2 > 0, òî óçåë b − c íàðóøàåò ìèíèìàëü-

íîñòü {a, b, c}.
3. Ïóñòü c = (c1, 0, c3), c1 > 0. Òîãäà óçåë γ = a − c óäîâëåòâîðÿåò

ñîîòíîøåíèÿì

|γ1| = a1 − c1 < a1, |γ2| = a2, |γ3| = c3 − a3 < c3.

Ïîýòîìó c3 > 2a3 (èíà÷å a 6∈ M(Γ)) è [a, b, c− b] ∈ ∂Ω3.
4. Îñòàëîñü ðàññìîòðåòü ïîñëåäíèé ñëó÷àé c = (0, c2, c3), c2 > 0.

Óçëû γ = a− c è η = b− c óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèÿì

|γ1| = a1, |γ2| = |a2 − c2| < b2, |γ3| = c3 − a3 < c3,

|η1| = |b1|, |η2| = b2 − c2 < b2, |η3| = c3 − b3 < c3.
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Ñîãëàñíî (33) ýòî âîçìîæíî òîëüêî ïðè η, γ ∈ Π1(a), òî åñòü

ai 6 |γi|, |ηi| i = 2, 3, |η1| = |γ1| = a1 =⇒
=⇒ a2 > 2c2, c3 > 2a3, a1 = b1, b2 > a2 + c2, c3 > a3 + b3

è ìàòðèöà [a, b, c− a] ïðèíàäëåæèò ∂Ω3.
Ïðèìåíÿÿ ëåììó 3.3, ïîëó÷àåì

#(V2(N) \ Ṽ2(N)) ¿ #∂ω3(N).

Ôîðìóëà (37) äîêàçàíà. ¤
Ïóñòü (a,Γ) ∈ Ṽ1(N) ∪ Ṽ2(N). Åñëè ñóùåñòâóþò óçëû c, c′ ∈ C(a, Γ)

òàêèå, ÷òî cic
′
i > 0, i = 1, 2, òî γ = c− c′ óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèÿì

|γ1| 6 a1, |γ2| 6 b2, γ3 = 0.

Ïðîòèâîðå÷èå ñ (31). Ïîýòîìó ìíîæåñòâî C(a, Γ) ëèáî ñîñòîèò èç îä-
íîãî ýëåìåíòà, ëèáî èç äâóõ, îäíèì èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ óçåë âèäà
c = (−c1,−c2, c3), c1,2 > 0. Çíà÷èò, ìû ìîæåì ââåñòè îòîáðàæåíèå
Φ2 : Ṽ1(N) ∪ Ṽ2(N) → Z3, äåéñòâóþùåå ïî ïðàâèëó: Φ2(a,Γ) = c, ãäå
c ∈ C(a,Γ). Åñëè òàêèõ ýëåìåíòîâ äâà, òî â êà÷åñòâå c âûáèðàåì óçåë
âèäà c = (−c1, c2,−c3), c1,2,3 > 0.

Ëåììà 3.9 Ñïðàâåäëèâû îöåíêè

#Ṽ1(N) 6 #ω1(N) + #ω2(N), #Ṽ2(N) 6 #ω3(N) + #ω4(N), (38)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü (a,Γ) ∈ Ṽ1(N), b = Φ1(a,Γ), c =
Φ2(a,Γ). Òîãäà b = (−b1, b2,−b3), b1,2,3 > 0. Âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ.

1. Ïóñòü c = (−c1,−c2, c3), c1,2,3 > 0. Ïîëîæèì γ = b + c. Òîãäà

|γ1| = |b1 + c1|, |γ2| = |b2 − c2| < b2, |γ3| = c3 − b3 < c3.

Çíà÷èò, a1 6 b1 + c1 (èíà÷å γ íàðóøàåò ìèíèìàëüíîñòü {a, b, c}) è
[a, b, c] ∈ Ω1.

2. Ïóñòü c = (−c1, c2, c3), c1,3 > 0, c2 > 0. Â ýòî ñëó÷àå ìíîæåñòâî
C(a,Γ) ñîñòîèò èç îäíîãî ýëåìåíòà è òàêæå, êàê â ëåììå 3.4 äîêàçûâà-
åòñÿ, ÷òî

c3 < |γ3| ∀γ ∈ H̃3(a,Γ), γ 6= ±c. (39)
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Ïîëîæèì γ = −b− a + c. Òîãäà

|γ1| = |a1+(c1−b1)|, |γ2| = |b2+(a2−c2)|, 0 < |γ3| = c3+(b3−a3) 6 c3.

Ïîýòîìó c1 > b1 ëèáî a2 > c2 (èíà÷å γ íàðóøàåò (39)) è [a, b, c] ∈ Ω2.
Ñîãëàñíî ëåììå 3.3 âûïîëíÿåòñÿ ïåðâàÿ îöåíêà èç (38).

Ïóñòü (a,Γ) ∈ Ṽ2(N), b = Φ1(a, Γ), c = Φ2(a,Γ). Òîãäà b = (−b1, b2, b3),
b1,2,3 > 0. Âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ.

1. Ïóñòü c = (−c1,−c2, c3), c1,2,3 > 0. Òîãäà [a, b, c] ∈ Ω3.
2. Ïóñòü c = (−c1, c2, c3), c1,3 > 0, c2 > 0. Òîãäà ìíîæåñòâî C(a, Γ)

ñîñòîèò èç îäíîãî ýëåìåíòà è âûïîëíÿåòñÿ (39). Ïîëîæèì γ = −a + c,

|γ1| = |a1 − c1| < a1, |γ2| = |a2 + c2|, |γ3| = c3 − a3 < c3.

Ñëåäîâàòåëüíî, a2+c2 > b2 (èíà÷å γ íàðóøàåòñÿ ìèíèìàëüíîñòü {a, b, c}).
Äîêàæåì, ÷òî b1 > c1. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì óçåë η = −a + b + c.

|η1| = |a1 + (b1 − c1)|, |η2| = a2 + c2 − b2 6 b2 (ò.ê. a2 + c2 6 2b2),
|η3| = c3 + (b3 − a3) 6 c3 (ò.ê. b3 6 a3).

Åñëè a2 + c2 < 2b2, òî |η2| < b2 è ïîýòîìó b1 > c1 (èíà÷å η íàðóøàåò
óñëîâèå (39)). Ïóñòü a2 + c2 = 2b2. Òîãäà a2 = b2 = c2, ñëåäîâàòåëüíî,
|a1| = |b1|, |a3| = |b3| (èíà÷å b íàðóøàåò ìèíèìàëüíîñòü a) è b1 = a1 > c1.
Çíà÷èò, [a, b, c] ∈ Ω4. Ïðèìåíÿÿ ëåììó 3.3, ïîëó÷àåì âòîðîå íåðàâåíñòâî
èç (38). ¤

Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî ñóùåñòâóþò èíúåêöèè

ω1(N) ∪ ω2(N) → Ṽ1(N), ω3(N) ∪ ω4(N) → Ṽ2(N). (40)

Ëåììà 3.10 Ïóñòü ðåøåòêà Γ ïîðîæäåíà âåêòîðàìè a, b, c, ìàòðè-
öà A = [a, b, c]. Òîãäà

åñëè A ∈ ω1(N) ∪ ω2(N), òî (a,Γ) ∈ Ṽ1(N),

åñëè A ∈ ω3(N) ∪ ω4(N), òî (a,Γ) ∈ Ṽ2(N),

ïðè÷åì â îáîèõ ñëó÷àÿõ b = Φ1(a,Γ), c = Φ2(a,Γ).

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî íå ñóùåñòâóåò öå-
ëûõ m, n, k òàêèõ, ÷òî óçåë

γ = ma + nb + kc,
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óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì

|γ1| 6 a1, |γ2| 6 b2, |γ3| 6 c3, γ 6∈ {0,±a,±b,±c}.

×èñëà m, n, k áóäåì íàçûâàòü êîýôôèöèåíòàìè.
Åñëè äâà êîýôôèöèåíòà ðàâíû íóëþ, à îñòàâøèéñÿ ïî ìîäóëþ áîëü-

øå åäèíèöû, òî |γ1| > b1, ëèáî |γ2| > b2, ëèáî |γ3| > c3.
Ïóñòü ðîâíî îäèí èç êîýôôèöèåíòîâ ðàâåí íóëþ. Òîãäà,

åñëè m · n > 0, k = 0, òî |γ2| = |ma2|+ |nb2| > |b2|;
åñëè m · n < 0, k = 0, òî |γ1| = |ma1|+ |nb1| > |a1|;
åñëè m · k > 0, n = 0, òî |γ3| = |ma3|+ |kc3| > |c3|;
åñëè m · k < 0, n = 0, òî

|γ1| = |ma1|+ |kc1| > |a1| ïðè A ∈ ⋃3
i=1 ωi(N);

|γ2| = |ma2|+ |kc2| > |a2|+ |c2| > |b2| ïðè A ∈ ω4(N);

åñëè m = 0, n · k > 0, òî

|γ1| = |nb1|+ |kc1| > |b1|+ |c1| > a1 ïðè A ∈ ω1(N);
|γ2| = |nb2|+ |kc2| > b2 ïðè A ∈ ω2(N);
|γ3| = |nb3|+ |kc3| > c3 ïðè A ∈ ω3(N) ∪ ω4(N).

åñëè m = 0, n · k < 0, òî

|γ3| = |nb3|+ |kc3| > c3 ïðè A ∈ ω1(N) ∪ ω2(N);
|γ2| = |nb2|+ |kc2| > b2 ïðè A ∈ ω3(N) ∪ ω4(N).

Îñòàëîñü ðàññìîòðåòü âàðèàíòû m,n, k 6= 0. Íå óìàëÿÿ îáùíîñòè
ñ÷èòàåì, ÷òî m > 0. Âîçìîæíû ÷åòûðå ñëó÷àÿ.

1. Ïóñòü n, k > 0.
Åñëè A ∈ ω1(N), òî

|γ3| = |ma3| − |nb3|+ |kc3| > ||kc3| − |(n− 1)b3| > c3 ïðè k > n,
|γ2| = |ma2|+ |nb2| − |kc2| > b2 ïðè k < n.

Åñëè A ∈ ω2(N), òî |γ2| = |ma2|+ |nb2|+ |kc2| > |b2|.
Åñëè A ∈ ω3(N) ∪ ω4(N), òî |γ3| = |ma3|+ |nb3|+ |kc3| > |c3|.
2. Ïóñòü n, k < 0.
Åñëè A ∈ ω1(N)∪ω2(N)∪ω3(N), òî |γ1| = |ma1|+ |nb1|+ |kc1| > |a1|.
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Åñëè A ∈ ω4(N), òî

|γ1| = |ma1|+ |nb1| − |kc1| > a1 ïðè m > k ëèáî n > k,

|γ3| = −|ma3|+ |nb3|+ |kc3| > c3 ïðè m < k,

|γ2| = |ma2| − |nb2|+ |mc2| > b2 ïðè k = m > n.

3. Ïóñòü n < 0, k > 0.
Åñëè A ∈ ω1(N) ∪ ω2(N), òî |γ3| = |ma3|+ |nb3|+ |kc3| > |c3|.
Åñëè A ∈ ω3(N), òî

|γ2| = −|ma2|+ |nb2|+ |kc2| > b2 ïðè n > m,
|γ3| = |ma3| − |nb3|+ |kc3| > c3 ïðè n 6 m.

Åñëè A ∈ ω4(N), òî |γ1| = |ma1|+ |nb1|+ |kc1| > |a1|.
4. Ïóñòü n > 0, k < 0.
Åñëè A ∈ ω1(N)∪ω3(N)∪ω4(N), òî |γ2| = |ma2|+ |nb2|+ |kc2| > |b2|.
Åñëè A ∈ ω2(N), òî

|γ1| = |ma1| − |nb1|+ |kc1| > a1 ïðè m > n,
|γ2| = |ma2|+ |nb2| − |kc2| > b2 ïðè n > k,
|γ3| = −|ma3|+ |nb3|+ |kc3| > c3 ïðè k > m,
|γ1| > a1 ëèáî |γ2| > b2 ïðè k = m = n.

¤
Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ëåììû 3.1. Ñîãëàñíî ôîðìóëàì (20), (35),

(36), (37) äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî

#Ṽ1(N) = #ω1(N) + #ω2(N) + O
(
#∂ω1(N) + #∂ω2(N)

)
,

#Ṽ2(N) = #ω3(N) + #ω4(N) + O
(
#∂ω3(N) + #∂ω4(N)

)
. (41)

Èç (38) âûòåêàåò

#Ṽ1(N) 6 #ω1(N) + #ω2(N) + O
(
#∂ω1(N) + #∂ω2(N)

)
,

#Ṽ2(N) 6 #ω3(N) + #ω4(N) + O
(
#∂ω3(N) + #∂ω4(N)

)
. (42)

Ñîãëàñíî ëåììå 3.10 ñóùåñòâóþò èíúåêöèè (40) (îíè äåéñòâóþò ïî ôîð-
ìóëå A → (a, Γ), ãäå a � ïåðâûé ñòîëáåö ìàòðèöû A, ðåøåòêà Γ ïîðîæ-
äåíà ñòîëáöàìè A), ïîýòîìó ó÷èòûâàÿ, ÷òî

ω1(N) ∩ ω2(N) = ∅, ω3(N) ∩ ω4(N) = ∅,
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ïîëó÷àåì

#ω1(N) + #ω2(N) 6 #Ṽ1(N), #ω3(N) + #ω4(N) 6 #Ṽ2(N). (43)

Èç îöåíîê (42), (43) âûòåêàþò (41). ¤

4 Êîëè÷åñòâî öåëî÷èñëåííûõ ìàòðèö â çàäàí-
íîé îáëàñòè

Ñîãëàñíî ëåììå 3.1 íàøà èñõîäíàÿ çàäà÷à ñâåëàñü ê âû÷èñëåíèþ êî-
ëè÷åñòâà öåëî÷èñëåííûõ ìàòðèö, ëåæàùèõ â íåêîòîðîé îáëàñòè Ωi (íå
çàâèñÿùåé îò N) ñ îïðåäåëèòåëåì èç îòðåçêà [1, N ]. Íåòðóäíî çàìåòèòü,
÷òî îíà ýêâèâàëåíòíà çàäà÷å î êîëè÷åñòâå òî÷åê ñ öåëûìè êîîðäèíàòà-
ìè â ôèêñèðîâàííîé îáëàñòè. Â äâóìåðíîì ñëó÷àå õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî
äëÿ ëþáîé êîíå÷íîé îáëàñòè U ñ ãðàíèöåé ∂U ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà

#(U ∩ Z2) = mesU + O(mes ∂U + 1),

ãäå mes � ìåðà Ëåáåãà. Äëÿ âûïóêëîé îáëàñòè ýòî âûòåêàåò èç íåðà-
âåíñòâà ßðíèêà. Äîêàçàòåëüñòâî äëÿ íåâûïóêëîé ñì., íàïðèìåð, â [18].
Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî äëÿ s-ìåðíûõ îáëàñòåé ïðè s > 3 ýòà ôîðìóëà
óæå íåâåðíà. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü öèëèíäð âèäà

{(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 < L−4, 0 < z < L},

ïðè L → +∞. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå íàì õâàòèò ñëåäóþùåãî ðåçóëüòàòà.
Ïîëîæèì

‖x‖∞ = max
16i6s

|xi| ∀x ∈ Rs,

ρ∞(X, Y ) = inf
x∈X,y∈Y

‖x− y‖∞ ∀X,Y ⊂ Rs,

B(S, r) = {x ∈ Rs : ρ∞(x, S) < r} ∀S ⊂ Rs, r > 0.

Ëåììà 4.1 Ïóñòü U � îãðàíè÷åííîå ñâÿçíîå, èçìåðèìîå ïî Ëåáåãó
ìíîæåñòâî èç Rs (s > 2). Òîãäà

|#(U ∩ Zs)−mes U | 6 2s ·mesB(∂U, 1).
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Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïîëîæèì

Π(x) = {y ∈ Rs : yi = xi + ti, ti ∈ [0, 1), i = 1, s} ∀x ∈ Zs,

X = {x ∈ Zs : Π(x) ⊂ U} , X ′ = (U ∩ Zs) \X.

Î÷åâèäíî, ÷òî

0 6 mesU −#X 6 mes {x ∈ U : ρ∞(x, ∂U) < 1} 6 mes B(∂U, 1).

Òàê êàê

#X ′ 6 2s ·# {x ∈ Zs : Π(x) ∩ ∂U 6= ∅} 6 2smesB(∂U, 1),

òî

|mesU −#(U ∩ Zs)| = ∣∣(mesU −#X)−#X ′∣∣ 6 2smesB(∂U, 1).

¤
Ëþáîé ìàòðèöå A ∈ GL3(R) ñ ýëåìåíòàìè aij ìîæíî ïîñòàâèòü â

ñîîòâåòñòâèå òî÷êó

A = (a11, a12, a13, a21, a22, a23, a31, a32, a33) ∈ R9. (44)

Åñëè Ω ⊂ GL3(R), òî mes Ω � ìåðà Ëåáåãà ìíîæåñòâà Ω,

Ω([1;N ]) = {A ∈ Ω : 1 6 aii, i = 1, 2, 3, detA ∈ [1, N ]} ,

ω([1;N ]) = Ω([1;N ]) ∩GL3(Z).

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïîâåðõíîñòü L ⊂ Rs ïðèíàäëåæèò êëàññó C̃1,
åñëè L ⊂ L̃, ãäå L̃ � ãðàôèê ôóíêöèè f ∈ C1(Rs−1) ïðîèçâîäíûå êîòî-
ðîé ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíû íà Rs−1.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïîâåðõíîñòü L ⊂ Rs êóñî÷íî-ãëàäêàÿ, åñëè îíà
ñîñòîèò èç èç ôèêñèðîâàííîãî ÷èñëà ïîâåðõíîñòåé êëàññà C̃1,

Ëåììà 4.2 Ïóñòü Ω � ñâÿçíîå (íå çàâèñÿùåå îò N) ìíîæåñòâî èç
GL3(R) c êóñî÷íî-ãëàäêîé ãðàíèöåé, ïðè÷åì ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ
C = C(Ω) òàêàÿ, ÷òî

|aij | < C · aii, i, j = 1, 2, 3,

detA > C · a11a22a33 ∀A = ((aij)) ∈ Ω. (45)

Òîãäà äëÿ ëþáîãî N > 1

#ω([1;N ]) = mesΩ([1;N ]) + OΩ(N3 lnN). (46)
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Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. ×åðåç Dij = Dij(A) îáîçíà÷àåì îïðåäåëè-
òåëü ìàòðèöû, ïîëó÷åííîé èç êâàäðàòíîé ìàòðèöû A âû÷åðêèâàíèåì
i-é ñòðîêè è j-ãî ñòîëáöà; D(A) = detA.

Èñïîëüçóÿ óñëîâèÿ (45) íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî Ω ìîæíî ïðåäñòà-
âèòü â âèäå îáúåäèíåíèÿ òðåõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâ Ω(i) (i =
1, 2, 3) ñ êóñî÷íî-ãëàäêèìè ãðàíèöàìè, òàê ÷òî

|Dii(A)| À |a11a22a33a
−1
ii | ∀A ∈ Ω(i).

Çäåñü è äàëåå (â ýòîì äîêàçàòåëüñòâå) ïîñòîÿííûå, âõîäÿùèå â îöåíêè
À è O(...) çàâèñÿò îò Ω è íå çàâèñÿò îò N .

Ïîýòîìó, íå óìàëÿÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî

|D33(A)| À |a11a22| ∀A ∈ Ω. (47)

Ñîãëàñíî ëåììå 4.1 äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî

mesP (N) = O(N3 lnN), (48)

ãäå P (N) = B(∂Ω([1;N ]), 1). Ïîëîæèì

Ks(N) =

{
x ∈ Rs : 1 6 xi, i = 1, s,

s∏

i=1

xi 6 N

}
ïðè s > 2,

P (N) = {A ∈ P (N) : 1 6 aii, i = 1, 2, 3} .

Èç óñëîâèé (45), (47) âûòåêàåò, ÷òî

a11a22a33, a11a22, a11a33, a22a33, aii ∈ [0, cN ], c = c(Ω),
|aij | ¿ aii + 1 i, j = 1, 2, 3

(49)

äëÿ ëþáîé òî÷êè A ∈ P (N). Ó÷èòûâàÿ ýòî, ïîëó÷àåì

mes (P (N)\P (N)) ¿ 1+
∫ N

0
(x+1)2 dx+

∫

K2(cN)
(x+1)2(y+1)2 dxdy ¿ N3 ln N

(ïåðâîå ñëàãàåìîå ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àþ, êîãäà âñå aii ìåíüøå 1, âòîðîå
� ðîâíî äâà ýëåìåíòà âèäà aii ìåíüøå 1, òðåòüå � ðîâíî îäèí ýëåìåíò
âèäà aii ìåíüøå 1).

Îñòàëîñü îöåíèòü ìåðó P (N). Îáîçíà÷èì P̃ (N) � ìíîæåñòâî A ∈
R3×3, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì

|aij | ¿ aii, i, j = 1, 2, 3, (a11, a22, a33) ∈ K3(cN). (50)
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Òîãäà (â ñèëó (49)) P (N) ⊂ P̃ (N). Ïî óñëîâèÿì ëåììû ìíîæåñòâî
∂Ω([1;N ]) ñîäåðæèòñÿ â îáúåäèíåíèè ôèêñèðîâàííîãî ÷èñëà ïîâåðõíî-
ñòåé êëàññà C̃1 è GL3(R;N), GL3(R; 1). Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî îöåíèòü
ìåðû ñëåäóþùèõ ìíîæåñòâ

P1(N) = {A ∈ P̃ (N) : ρ∞(A,L) < 1},
P2(N) = {A ∈ P̃ (N) : ρ∞(A, GL3(R; N)) < 1},
P3(N) = {A ∈ P̃ (N) : ρ∞(A, GL3(R; 1)) < 1},

ãäå ïîâåðõíîñòü L ∈ C̃1 íå çàâèñèò îò N .
Îöåíèì P1(N). Ïóñòü L çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì akl = f(A′), ãäå A′ �

íàáîð (a11, . . . , a33) c âû÷åðêíóòîé ïåðåìåííîé akl; ôóíêöèÿ f ∈ C1(R8)
èìååò ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åííûå â R8 ïðîèçâîäíûå. Íå óìàëÿÿ îáùíî-
ñòè ñ÷èòàåì, ÷òî k = 3. Òîãäà íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî èç ρ∞(A,L) < 1
âûòåêàåò

|a3l − f(A′)| ¿ 1. (51)
Èç óñëîâèé (50) âûòåêàåò

|a3j | ¿ a33 ¿ N

a11a11
, j = 1, 2, 3 =⇒

=⇒ mes P1(N) ¿
∫

K2(N)
a2

11a
2
22

(
N

a11a22

)2

da11 da22 = O(N3 lnN).

Îöåíèì mesP2(N). Ïóñòü A ∈ P2(N). Òîãäà ñóùåñòâóåò òî÷êà B
òàêàÿ, ÷òî ρ∞(A,B) < 1, D(B) = N . Ðàñêëàäûâàÿ ôóíêöèþ B → D(B)
â ðÿä Òåéëîðà (â îêðåñòíîñòè òî÷êè A), ó÷èòûâàÿ, ÷òî ïðîèçâîäíûå
4-ãî ïîðÿäêà ðàâíû íóëþ, à òàêæå èñïîëüçóÿ (50), ïîëó÷àåì

|N −D(A)| = |D(B)−D(A)| ¿
3∑

i,j=1

(|Dij(A)|+ |aij |) + 1 ¿

¿ a22a33 + a11a33 + a11a22 ¿ a11a22 +
N

a11
+

N

a22
.

Çíà÷èò, ïðåîáðàçîâàíèå
b33 = N −D(A), bij = aij i, j = 1, 2, 3, (i, j) 6= (3, 3)

ïåðåâîäèò P2(N) â ìíîæåñòâî P̃2(N), òî÷êè B êîòîðîãî óäîâëåòâîðÿþò
ñîîòíîøåíèÿì

(b11, b22) ∈ K2(cN), |bij | ¿ bii j 6= i, i = 1, 2,

|b3j | ¿ N

b11b22
, j = 2, 3, |b33| ¿

(
b11b22 +

N

b11
+

N

b22

)
.
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Ìîäóëü ÿêîáèàíà ïðåîáðàçîâàíèÿ ðàâåí |D33(a)| = |D33(b)| À b11b22.
Ïîýòîìó

mesP2(N) =
∫

P̃2(N)

db11 . . . db33

|D33(b)| ¿

¿
∫

K2(cN)
b2
11b

2
22

N2

b3
11b

3
22

(
b11b22 +

N

b11
+

N

b22

)
db22db33 = O(N3 lnN).

Ìåðà P3(N) îöåíèâàåòñÿ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì. Äîêàçàëè, ÷òî

mes Pi(N) = O(N3 ln N),

ïîýòîìó âûïîëíÿåòñÿ (48). ¤
Íàïîìíèì, ÷òî ìåðà µ ââåäåíà â � 1.

Òåîðåìà 4.1 Ïóñòü Wi � îãðàíè÷åííîå ñâÿçíîå ìíîæåñòâî èç R2 ñ
êóñî÷íî-ãëàäêîé ãðàíèöåé ∂Wi (i = 1, 2, 3),

Ω =








a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33


 ∈ GL3(R) :

(a12, a13) ∈ W1 · a11, a11 ∈ R+

(a21, a22) ∈ W2 · a22, a23 ∈ R+

(a31, a32) ∈ W3 · a33, a33 ∈ R+



 ,

ïðè÷åì ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ C = C(W1,W2,W3) òàêàÿ, ÷òî

a11a22a33 6 C · detA ∀A ∈ Ω.

Òîãäà äëÿ ëþáîãî N > 1

#ω([1;N ]) = N3

(
µ(Ω)

6
· ln2 N + OΩ(lnN)

)
.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî ìíîæåñòâî Ω óäî-
âëåòâîðÿåò óñëîâèÿì ëåììû 4.2. Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî

mesΩ([1;N ]) =
µ(Ω)

6
N3

(
ln2 N + O(lnN)

)
.

Äëÿ ýòîãî ñäåëàåì â èíòåãðàëå

mes Ω([1;N ]) =
∫

Ω([1;N ])
da11 . . . da33
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çàìåíó
aij = bij · aii ïðè i 6= j, aii = bii, i = 1, 2, 3.

Íàïîìíèì, ÷òî D(A) = detA. Òàê êàê

D(A)
a11a22a33

= D′(B), D′(B) = det




1 b12 b13

b21 1 b23

b31 b32 1


 ,

òî ìíîæåñòâî Ω([1;N ]) ïåðåõîäèò â

W ([1; N ]) =



B ∈ R3×3 :

(b12, b13) ∈ W1,
(b21, b23) ∈ W2,
(b31, b32) ∈ W3,

1
D′(B)

6 b11b22b33 6 N

D′(B)



 .

Îòìåòèì, ÷òî D′(B) ³ 1 ïðè B ∈ W ([1;N ]) (âûòåêàåò èç óñëîâèé òåî-
ðåìû). Ïîýòîìó (èíòåãðèðóÿ ïî bii), ïîëó÷àåì

mesΩ([1;N ]) =
∫

W ([1;N ])
b2
11b

2
22b

2
33 db11 . . . db33 =

=
∫

W1×W2×W3

N3

6(D′(B))3
(ln2 N + O(lnN)) db12 db13 db21 db23 db31 db32 =

=
N6

6
(
ln2 N + O(lnN)

) · µ(Ω).

¤

5 Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.1
Ïîëîæèì

ωi([1, N ]) =
N⋃

n=1

ωi(n), ∂ωi([1, N ]) =
N⋃

n=1

∂ωi(n), i = 1, 4.

Ìíîæåñòâà Ωi îïðåäåëåíû â � 1. Òàê êàê Ωi, ∂Ωi óäîâëåòâîðÿþò óñëî-
âèÿì òåîðåìû 4.1, òî

#ωi([1, N ]) =
µ(Ωi)

6
N3 ln2 N + O(N3 ln N), #∂ωi([1, N ]) = O(N3 ln N).

Èç ýòèõ ôîðìóë, à òàêæå (14) è (16) âûòåêàåò óòâåðæäåíèå òåîðåìû 1.1.
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