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Обозначения и соглашения

1. Записи

f(x) = O(g(x)) и f(x) ¿ g(x)

означают, что во всей области определения для некоторой аб-
солютной положительной константы c выполняется неравенство
|f(x)| 6 c · g(x). Если c = c(θ) (константа зависит от некоторого
параметра θ), то будем писать

f(x) = Oθ(g(x)) и f(x) ¿θ g(x).

2. Для конечного множества M через #M будет обозначаться число
элементов M .

3. ‖x‖ — расстояние от вещественного x до ближайшего целого чис-
ла:

‖x‖ = min
n∈Z

|n− x|.
4. Запись [x0; x1, . . . , xs] означает цепную дробь

x0 +
1

x1 + ... +
1

xs

длины s с формальными переменными x0, x1, . . . , xs.
5. Для рационального r обычно (если не сделано дополнительных

оговорок) будет использоваться каноническое разложение в цеп-
ную дробь r = [t0; t1, . . . , ts] длины s = s(r), где t0 = [r] (целая
часть r), t1, . . . , ts — неполные частные (натуральные числа) и
ts > 2 при s > 1.

6. Через s1(r) будем обозначать сумму неполных частных числа r:

s1(r) = t0 + t1 + . . . + ts.

7. Для рационального r, записанного в виде несократимой дроби,
через p(r) и q(r) будем обозначать числитель и знаменатель этой
дроби соответственно.

8. Для x ∈ [0, 1] и рационального r = [t0; t1, . . . , ts], s(x)(r) есть коли-
чество номеров j ∈ {1, . . . , s}, для которых выполняется неравен-
ство [0; tj, . . . , ts] 6 x (статистики Гаусса-Кузьмина). В частности,
длина цепной дроби s = s(r) = s(1)(r).
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9. Функция Мебиуса µ : N → {0,±1} : µ(1) = 1; µ(q) = 0, если q
делится на квадрат натурального, большего 1; µ(q) = (−1)t, где t
есть количество простых делителей бесквадратного q.

10. Круглые скобки будут использоваться для обозначения наиболь-
шего общего делителя: (a1, . . . , an) = НОД(a1, . . . , an).

11. Функция Эйлера:

ϕ(q) =
∑

16a6q
(a,q)=1

1 = q
∑

d|q

µ(d)

d
.

12. Обозначение Kn(x1, . . . , xn) используется для континуантов, кото-
рые определяются начальными условиями

K0() = 1, K1(x1) = x1

и рекуррентным соотношением (n > 2)

Kn(x1, . . . , xn) = xnKn−1(x1, . . . , xn−1) + Kn−2(x1, . . . , xn−2).

13. M — множество всех целочисленных матриц S =
(

P P ′
Q Q′

)
с опре-

делителем ±1, у которых 1 6 Q 6 Q′, 0 6 P 6 Q, 1 6 P ′ 6 Q′.
Через M(R) будет обозначаться множество матриц S ∈ M, для
которых Q′ 6 R.

14. N — множество пар (m,n) ∈ N2 таких, что 0 < n < m и (m, n) = 1.

N (R) ={(m,n) ∈ N :
√

m2 + n2 6 R},
Nt(R) ={(m,n) ∈ N (R) : n/m 6 t}.

15. Знак звездочки в двойных суммах вида
∑

n

∑∗

m

. . .

означает, что переменные, по которым проводится суммирование,
связаны дополнительным условием (m,n) = 1.

16. Если A — некоторое утверждение, то [A] означает 1, если A ис-
тинно, и 0 в противном случае.

17. χI(x) = [x ∈ I] — характеристическая функция промежутка I на
прямой (−∞,∞).

18. Для натурального q через δq(a) будем обозначать характеристи-
ческую функцию делимости на q:

δq(a) = [a ≡ 0 (mod p)] =

{
1, если a ≡ 0 (mod q),

0, если a 6≡ 0 (mod q).

19. Постоянная Эйлера

γ = lim
n→∞

(
1 +

1

2
+ . . . +

1

n
− log n

)
.
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20. Конечные разности функций одной и двух переменных:
∆a(u) = a(u + 1)− a(u),

∆1,0a(u, v) = a(u + 1, v)− a(u, v), ∆0,1a(u, v) = a(u, v + 1)− a(u, v),

∆1,1a(u, v) = ∆0,1(∆1,0a(u, v)) = ∆1,0(∆0,1a(u, v)).

21. Сумма степеней делителей

σα(q) =
∑

d|q
dα.

22. Дилогарифм Эйлера

Li2(z) =
∞∑

k=1

zk

k2
= −

∫ z

0

log(1− t)

t
dt.

23. Повторные интегралы будут записываться в виде
∫ b

a

dx

∫ ϕ2(x)

ϕ1(x)

f(x, y) dy =

∫ b

a

(∫ ϕ2(x)

ϕ1(x)

f(x, y) dy

)
dx.

24. Золотое сечение

ϕ =
1 +

√
5

2
.

25. ρ(x) = 1/2− {x}.



Предисловие

В первой половине XX века в основополагающих работах А.Я.Хинчина,
Р.О.Кузьмина, П.Леви и других авторов была создана метрическая тео-
рия чисел — одно из самых актуальных направлений теории чисел. При
этом были разработаны теоретико-вероятностные и эргодические методы,
позволившие получить целый ряд фундаментальных результатов, касаю-
щихся статистических свойств элементов цепных дробей. Во второй по-
ловине XX века этот подход нашёл широкое применение при изучении
алгоритма Евклида и других задач.

В настоящей диссертации развиваются новые методы исследования за-
дач метрической теории цепных дробей, основанные на оценках сумм Кло-
стермана. Они позволяют в ряде случаев не только существенно усилить
известные результаты, но и решить новые теоретико-числовые задачи, воз-
никающие в статистической физике. К основным можно отнести следую-
щие результаты диссертации:

1) для действительных чисел изучено поведение в среднем количества
знаменателей подходящих дробей, не превосходящих данной границы. Для
первого и второго момента доказаны принципиально новые оценки оста-
точных членов в асимптотических формулах, уточняющие полученные ра-
нее теоретико-вероятностными методами;

2) в задаче Арнольда о статистиках Гаусса-Кузьмина для конечных
цепных дробей доказана асимптотическая формула с двумя значащими
членами и степенным понижением в остатке. Как следствие доказана неза-
висимость главного члена от формы рассматриваемой области;

3) получены принципиально новые оценки остаточных членов в асимп-
тотических формулах для первого и второго моментов числа шагов в ал-
горитме Евклида;

4) в задаче Синая о статистических свойствах траекторий частиц, дви-
жущихся в двумерной кристаллической решетке, исследован неоднород-
ный случай, когда траектории начинаются в окрестности целочисленной
точки. Найдена плотность совместного распределения длины свободного
пробега и прицельного параметра (расстояния от траектории до центра
первой пересеченной окрестности). В остаточном члене асимптотической
формулы для плотности получено корневое понижение.
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Введение

Асимптотические свойства целочисленных решений уравнения

x1y1 + x2y2 = n (0.1)

лежат в основе различных теоретико-числовых результатов. При фикси-
рованном значении одной из переменных, например, y2, переменные x1, y1

оказываются связаны сравнением

x1y1 ≡ n (mod y2). (0.2)

Наличие нетривиальных оценок на суммы Клостермана

Kq(a, b) =

q−1∑
x,y=0

δq(xy − 1) · e2πi ax+by
q , (0.3)

согласно критерию Вейля, означает равномерность распределения реше-
ний сравнения (0.2). Это наблюдение позволяет находить асимптотические
формулы для сумм вида

∑
x1y1+x2y2=n

f(x1, y1, x2, y2).

Частным случаем уравнения (0.1) является соотношение bc − ad = 1,
которому удовлетворяют числители и знаменатели последовательных дро-
бей a/b < c/d ряда Фарея. Для фиксированного знаменателя d и числителя
c (0 6 c 6 d, (c, d) = 1) длина отрезка [a/b, c/d]

c

d
− a

b
=

1

bd

определяется величиной b ≡ c−1 (mod d). Равномерность распределения
пар (b, c), для которых bc ≡ 1 (mod d), позволяет описать распределение
длин отрезков между соседними дробями в ряде Фарея, что приводит к
более точному варианту кругового метода Харди–Литтлвуда (см. работу
Клостермана [54]).

Ещё одним важным вопросом, в котором возникает уравнение (0.1),
является аддитивная проблема делителей, связанная с асимптотическим
поведением сумм ∑

k6T

σ0(k)σ0(k + n).

К ним сводится подсчёт четвертого момента ζ-функции Римана на крити-
ческой прямой (см. статью Хис-Брауна [47], а также обзор [52]).
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0.1. О ЗАДАЧАХ МЕТРИЧЕСКОЙ ТЕОРИИ ЦЕПНЫХ ДРОБЕЙ 9

Хейльбронн в работе [49] установил связь уравнения (0.1) с конечными
цепными дробями. Благодаря этому ему удалось доказать асимптотиче-
скую формулу для среднего числа шагов в алгоритме Евклида (см. далее
раздел 0.3 введения).

О других арифметических приложениях уравнения (0.1) и сумм Кло-
стермана см. обзор [48].

В основе результатов диссертации наряду с уравнением (0.1) лежат
асимптотические свойства решений неравенств

x1y1 + x2y2 6 R,

x1(ay1 + by2) + x2(cy1 + dy2) 6 R,

где R — растущий параметр и det
(

a b
c d

)
= ±1. Второе из них также анали-

зируется с помощью оценок сумм Клостермана. В рамках такого подхода
удается получить новые результаты и существенно уточнить уже извест-
ные, доказанные ранее эргодическими методами.

0.1. О задачах метрической теории цепных дробей

Хорошо известно, что любое вещественное число α каноническим спо-
собом раскладывается в цепную (непрерывную) дробь

α = [q0; q1, . . . , qn, . . .] = q0 +
1

q1 + ... +
1

qn + ...

(0.4)

с целой частью q0 = [α] и неполными частными qn = qn(α) ∈ N при n > 1.
Она конечна только для рациональных α = [q0; q1, . . . , qs], и в этом случае
при s > 1 последнее неполное частное qs больше 1. По определению,

Pn = Pn(α) и Qn = Qn(α) (n = 0, 1, 2, . . .)

— числитель (целое) и знаменатель (натуральное) несократимой n-ой под-
ходящей к α дроби

Pn

Qn

= [q0; q1, . . . , qn].

При этом P0 = q0 и Q0 = 1.
В метрической теории чисел ряд задач посвящен статистическим свой-

ствам цепных дробей. Например, для действительных чисел α удается опи-
сать типичное поведение неполных частных в представлении (0.4), рост
знаменателей Qn(α) и порядок аппроксимации α подходящими дробями
Pn(α)/Qn(α) (см. [32]).

Пусть x ∈ [0, 1] — фиксированное действительное число и

αn = T n(α) = [0; qn+1, qn+2, . . . ],

где T (α) — отображение Гаусса, переводящее в себя отрезок [0, 1]:

T (α) =

{
1

α

}
при α 6= 0, T (0) = 0.
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Обозначим через Fn(x) меру множества всех иррациональных чисел α,
для которых αn 6 x. Гаусс исследовал итерации отображения T и пришел
к следующей гипотезе:

lim
n→∞

Fn(x) = log2(1 + x) =
log(1 + x)

log 2

(об этом известно из переписки Гаусса с Лапласом, см. [15, глава 3]). Лишь
в 1928 году появилась работа Кузьмина [57] с доказательством асимпто-
тической формулы

Fn(x) = log2(1 + x) + O(e−λ
√

n),

где λ — некоторая абсолютная положительная константа. В качестве след-
ствия теоремы Кузьмина легко получить асимптотическую формулу для
меры множества точек, для которых qn = k:

pk(n) = Fn

(
1

k

)
− Fn

(
1

k + 1

)
= pk + O(e−λ

√
n),

где

pk = log2

(
1 +

1

k(k + 2)

)
. (0.5)

Более сильный результат (экспоненциальную скорость сходимости) в
этом направлении получил французский математик П. Леви (1929, [58]).
Вирзинг (1974, [77]) указал явно скорость сходимости:

Fn(x)− log2(1 + x) ³ λn
1

с абсолютной константой λ1 = −0.30366 . . . (впоследствии названной кон-
стантой Вирзинга). Окончательное решение задачи Гаусса принадлежит
Бабенко (1978, [8]). Он доказал существование бесконечной убывающей к
нулю последовательности чисел λj

1 > |λ1| > |λ2| > · · · > |λk| > |λk+1| > . . .

и соответствующей последовательности аналитических функций ψk(x), для
которых

Fn(x) = log2(1 + x) +
∞∑

k=1

ψk(x)λn
k

(о вычислении чисел λ1, λ2, . . . см. [7, 9]).
Изучение свойств отображения Гаусса T основано на спектральных

свойствах оператора

Gs[f ](z) =
∞∑

m=1

1

(m + z)2s
· f

(
1

m + z

)

(например, при s = 1 такой оператор используется в доказательстве теоре-
мы Кузьмина, см. [32]). Ключевую роль здесь играет его доминирующее
собственное значение λ(s). Про эту функцию известно, что она определена
и аналитична в области Re s > 1/2 и положительна для действительных
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s > 1/2. В частности, теорема Кузьмина означает, что λ(1) = 1 и соответ-
ствующей собственной функцией является плотность Гаусса log2(1 + x).
Число

−λ′(1) =
ζ(2)

log 2

известно как константа Леви, а число λ′′(1), для которого представление
через арифметические постоянные не известно, — как константа Хенсли.

Оператор Gs также связан с поведением случайной величины Xn =
log Qn(α), где Qj(α) — знаменатель j-ой подходящей дроби к числу α, ко-
торое выбирается случайно из отрезка [0, 1] (см. работы Ибрагимова [17],
Филиппа [65]–[67], а также обзор [43]). Для Xn доказана центральная
предельная теорема:

lim
n→∞

P

(
Xn − E(Xn)√

D1 · n
6 t

)
=

1√
2π

∫ t

−∞
e−

u2

2 du.

Кроме того, для математического ожидания и дисперсии Xn известны дву-
членные асимптотические формулы

E(Xn) = E1 · n + E0 + O(λn
1 ),

D(Xn) = D1 · n + D0 + O(λn
1 ),

где

E1 = −λ′(1)

2
, D1 =

λ′′(1)− λ′(1)2

4
и λ1 — константа Вирзинга.

0.2. О числе знаменателей цепных дробей, не превосходящих
данной границы

В главе 1 диссертации исследуется случайная величина, которая, как
и Xn, отвечает за рост знаменателей подходящих дробей. Для иррацио-
нального α ∈ [0, 1] через E(α, R) будем обозначать число

E(α,R) = # {j > 1 : Qj(α) 6 R} .

Величину E(α,R) можно считать непрерывным аналогом длины конеч-
ной цепной дроби s(α), которая будет изучаться в главе 2 диссертации.

Рассмотрим среднее значение E(α,R)

Ẽ(R) =

∫ 1

0

E(α,R) dα

и дисперсию

D̃(R) =

∫ 1

0

(E(α,R)− Ẽ(R))2 dα =

∫ 1

0

E2(α, R) dα− Ẽ2(R).

Для них доказываются асимптотические формулы с двумя значащими
членами и степенными понижениями в остаточных членах.
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Теорема 1. При R > 2

Ẽ(R) = Ẽ1 · log R + Ẽ0 + O

(
log R

R

)
, (0.6)

где

Ẽ1 =
2 log 2

ζ(2)
, Ẽ0 =

2 log 2

ζ(2)

(
log 2 + γ − ζ ′(2)

ζ(2)

)
− 3

2
.

Теорема 2. При R > 2

D̃(R) = D̃1 · log R + D̃0 + O(R−1/3 log4 R),

где D̃1, D̃0 — абсолютные константы.

Константа Ẽ1 в главном члене для математического ожидания очевид-
ным образом связана с константой Леви −λ′(1). Константа D̃1 выражается
через сумму абсолютно сходящегося ряда, и впоследствии выясняется, что
она связана с константой Хенсли.

Задача о вычислении Ẽ(R) и D̃(R) является более простой, чем её
дискретный вариант (см. теоремы 3–4). В то же время доказательства
теорем 1–2 могут служить иллюстрацией ключевых идей, которые будут
применяться при анализе конечных цепных дробей.

0.3. О статистических свойствах алгоритма Евклида

Детальный анализ алгоритма Евклида приводит к различным задачам
о статистических свойствах конечных цепных дробей (см. [20, разд. 4.5.3]).
Если на вход алгоритма подается пара натуральных чисел c и d (c < d), то
основной интерес представляет число выполняемых делений с остатком,
которое совпадает с s = s(c/d) — количеством неполных частных в цепной
дроби

c/d = [0; t1, . . . , ts].

Впервые вопрос о поведении величины s(c/d) в среднем был исследован
Хейльбронном. В 1968 г., сводя задачу к уравнению (0.1) с 1 6 x1 6 x2, 1 6
y1 6 y2, элементарными методами он доказал асимптотическую формулу
(см. [49])

1

ϕ(d)

∑
16c6d
(c,d)=1

s(c/d) =
2 log 2

ζ(2)
· log d + O(log4 log d).

Уточнения остаточного члена в этой формуле принадлежат Тонкову (см.
работы [71, 72]). В 1975 г. Портер, используя оценки сумм Клостермана,
для того же среднего получил асимптотическую формулу с двумя знача-
щими членами (см. [68])

1

ϕ(d)

∑
16c6d
(c,d)=1

s(c/d) =
2 log 2

ζ(2)
· log d + CP − 1 + Oε(d

−1/6+ε), (0.7)
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где ε — любое положительное и

CP =
2 log 2

ζ(2)

(
3 log 2

2
+ 2γ − 2

ζ ′(2)

ζ(2)
− 1

)
− 1

2

— константа, получившая название константы Портера (её окончательный
вид был найден Ренчем, см. [56]).

В то же время для дисперсии величины s(c/d) (при фиксированном
значении знаменателя d) известна лишь правильная с точностью до кон-
станты оценка, принадлежащая Быковскому (2005, [11]):

1

d

d∑
c=1

(
s
( c

d

)
− 2 log 2

ζ(2)
log d

)2

¿ log d.

Она получена методами аналитической теории чисел, также опирающи-
мися на оценки сумм Клостермана.

Отдельно изучается задача о поведении s(c/d), когда параметры c и
d меняются в пределах 1 6 c 6 d 6 R, где R — растущий параметр.
Рассмотрим среднее значение числа шагов в алгоритме Евклида

E(R) =
2

R(R + 1)

∑

d6R

∑

c6d

s(c/d)

и дисперсию

D(R) =
2

R(R + 1)

∑

d6R

∑

c6d

(s(c/d)− E(R))2 .

Суммируя равенство (0.7), нетрудно получить, что

E(R) =
2 log 2

ζ(2)
· log R + C ′

P + O(R−1/6+ε) (0.8)

с некоторой абсолютной константой C ′
P (см. [63]). Однако при усреднении

по обоим параметрам c и d естественно надеяться на более точное описание
поведения величины s(c/d).

Ряд результатов в этом направлении был получен вероятностными и
эргодическими методами. В 1970 г. Диксон в работе [38] показал, что для
любого положительного ε найдётся такая константа c0 > 0, что∣∣∣∣s(c/d)− 2 log 2

ζ(2)
log d

∣∣∣∣ < (log d)1/2+ε

для всех пар чисел (c, d), лежащих в области 1 6 c 6 d 6 R, за исключени-
ем не более R2 exp(−c0(log R)ε/2) пар (см. также [39]). Хенсли в статье 1994
г. [50] уточнил результат Диксона и доказал, что разность между вели-
чиной s(c/d) и ее средним значением асимптотически имеет нормальное
распределение. Кроме того, Хенсли доказал асимптотическую формулу
для дисперсии величины s(c/d):

D(R) = D1 · log R + o(log R),
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где

D1 = 2
λ′′(1)− λ′(1)2

λ′(1)3
. (0.9)

Позднее Валле (2000, [75]) для дисперсии была получена двучленная асимп-
тотическая формула со степенным понижением в остаточном члене

D(R) = D1 · log R + D0 + O(R−γ0), (0.10)

где γ0 — некоторая положительная постоянная. Аналогичные равенства
были доказаны и для моментов более высокого порядка, откуда следует,
что длина работы алгоритма асимптотически является гауссовской вели-
чиной (см. [34]). В той же работе рассмотрены другие варианты алгоритма
Евклида и другие, отличные от s(c/d), характеристики сложности алго-
ритма.

В главе 2 математическое ожидание E(R) выражается через число ре-
шений неравенства

x1y1 + x2y2 6 R (1 6 x1 6 x2, 1 6 y1 6 y2). (0.11)

Наличие дополнительного усреднения по параметру d 6 R позволяет до-
казать асимптотическую формулу с лучшим, чем в (0.8), понижением в
остаточном члене.

Теорема 3. Пусть R > 2. Тогда

E(R) = E1 · log R + E0 + O(R−1 log4 R), (0.12)

где

E1 = Ẽ1 =
2 log 2

ζ(2)
, E0 =

2 log 2

ζ(2)

(
3 log 2

2
+ 2γ − ζ ′(2)

ζ(2)
− 3

2

)
− 3

2
.

Вычисление дисперсии D(R) сводится к исследованию неравенства

x1(ay1 + by2) + x2(cy1 + dy2) 6 R,

где 1 6 x1 6 x2, 1 6 y1 6 y2 и det
(

a b
c d

)
= ±1. С его помощью, как и в гла-

ве 1, для дисперсии доказывается двучленная асимптотическая формула.

Теорема 4. Пусть R > 2. Тогда

D(R) = D1 · log R + D0 + O(R−1/4 log7/4 R), (0.13)

где D1 = D̃1 и D0 — абсолютные константы.

Отметим, что в соответствующем результате (0.10) работы [34] утвер-
ждается лишь существование некоторой константы γ0 > 0; теорема 4 по-
казывает, что в качестве γ0 можно брать любое число, меньшее 1/4.

Сопоставление равенства (0.9) с формулами для вычисления D1 и D̃1

в теоремах 2 и 4 показывает, что

D̃1 = D1 = 2
λ′′(1)− λ′(1)2

λ′(1)3
.
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По мнению разных авторов, константа D1 (которую также называют кон-
стантой Хенсли) не выражается в терминах известных арифметических
постоянных (см. [42, 61]). Нахождение её численного значения представ-
ляет собой отдельную задачу (см. [37, 44, 74]). Известен полиномиаль-
ный алгоритм вычисления D1, то есть алгоритм, который выдает первые
d цифр за O(dr) арифметических операций (см. [60, 61]). Доказательство
теоремы 4 дает новую явную формулу для вычисления D1 (в цитирован-
ных работах алгоритмы основаны на вычислении спектра оператора Gs).
Теорема 4 может быть также использована для нахождения константы
D0, для которой в настоящее время численное значение не известно.

0.4. Статистики Гаусса-Кузьмина для конечных цепных дробей

В книге [5, задача 1993–11] (см. также [6]) В.И. Арнольдом была по-
ставлена задача о статистических свойствах элементов цепных дробей для
чисел c/d, когда точки (c, d) лежат внутри круга c2 + d2 6 R2, где R →∞,
или внутри другой расширяющейся области. Там же было сделано предпо-
ложение, что ответ не зависит от формы области и во всех случаях такой
же, как указывает инвариантная мера Гаусса.

Для фиксированного x ∈ [0, 1] и рационального r = [t0; t1, . . . , ts] ста-
тистики Гаусса-Кузьмина задаются равенством

s(x)(r) = #{j : 1 6 j 6 s = s(r), [0; tj, . . . , ts] 6 x}.
В главе 3 рассматривается вопрос об асимптотическом поведении сум-

мы
Nx(R) =

∑

(c,d)∈Ω(R)

s(x)(c/d), (0.14)

где Ω(R) — область, полученная гомотетией с коэффициентом R (R →∞)
из некоторой фиксированной области Ω0:

Ω(R) = R · Ω0 = {(x, y) : x, y > 0, (x/R, y/R) ∈ Ω0} .

Как показано в работе [1], аргументы Хейльбронна [49] и Портера [68]
позволяют доказать асимптотическое равенство

∑

16c6d

s(x)(c/d) =
2 log(1 + x)

ζ(2)
· d log d + O(d), (0.15)

равномерное по x ∈ [0, 1]. Однако этого результата недостаточно для пре-
одоления главной трудности, которая заключается в том, что в равен-
стве (0.14) при фиксированном d переменная c пробегает отрезок, длина
которого, вообще говоря, не кратна d.

Для сектора c2 + d2 6 R2 (c, d > 0) задача Арнольда была впервые
решена в 2002 г. Авдеевой и Быковским в работе [3]. Доказательство опи-
ралось на оценки сумм Клостермана и существенно использовало внешнее
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усреднение по d. Затем в статье [2] Авдеевой была доказана более точная
асимптотическая формула

Nx(R) =
3

π
log(1 + x) ·R2 log R + O(R2),

в которой остаточный член на log1/2 R лучше, чем в [3]. В 2005 г. в ра-
боте [25] была получена асимптотическая формула с двумя значащими
членами:

Nx(R) =
3

π
log(1 + x) ·R2 log R + C0(x) ·R2 + O(R17/9 log2 R).

В главе 3 излагается результат работы [26], где была рассмотрена об-
ласть Ω0 общего вида. Предполагается, что она задана в полярных коор-
динатах

Ω0 = {(ρ, ϕ) : 0 6 ϕ 6 π/4, 0 6 ρ 6 r(ϕ)}
и имеет площадь

V0 =
1

2

∫ π/4

0

r2(ϕ) dϕ.

Теорема 5. Пусть R > 2 и r(ϕ) ∈ C(1)([0, π/4]). Предположим так-
же, что для всех ϕ ∈ [0, π/4] функция r(ϕ) удовлетворяет ограничениям

r(ϕ) > ε0 > 0, r′(ϕ) 6 r(ϕ) · tg ϕ.

Тогда, равномерно по x ∈ [0, 1],

Nx(R) =
2V0

ζ(2)
· log(x + 1) ·R2 log R + C(x) ·R2 + O(R9/5 log3 R),

где C(x) не зависит от R.

В частности, теорема 5 показывает, что главный значащий член в асимп-
тотической формуле пропорционален мере Гаусса и зависит не от формы
области Ω0, а лишь от ее площади V0.

Как следствие из теоремы 5 получается ответ на вопрос Арнольда: для
относительной частоты встречаемости натурального k в качестве непол-
ных частных рассматриваемых цепных дробей выполняется асимптотиче-
ское равенство

p̃k(R) =
N1/k(R)−N1/(k+1)(R)

N1(R)
= pk + O

(
1

log R

)
,

где pk = log2

(
1 + 1

k(k+2)

)
— вероятность появления числа k в качестве

неполного частного действительного числа (см. формулу (0.5)).
В качестве дополнения к теореме 5, в конце главы 3 излагается резуль-

тат работы [31], в которой результат Портера (0.7) уточняется и распро-
страняется на случай статистик Гаусса-Кузьмина.
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Теорема 6. Пусть b > 2 — натуральное и x ∈ (0, 1] — действитель-
ное. Тогда для суммы

Ψ∗
x(b) =

∑
16a6b
(a,b)=1

s(x)(a/b)

справедлива асимптотическая формула

Ψ∗
x(b) =

2ϕ(b)

ζ(2)
(log(x + 1) log b + CP (x)) + Oε,x

(
b5/6 log7/6+ε b

)
,

где ε > 0 — сколь угодно малое число,

CP (x) = log(1 + x)

(
log x− log(x + 1)

2
+ 2γ − 2

ζ ′(2)

ζ(2)
− 1

)
+

+h1(x) + h2(x) +
ζ(2)

2

(
x · [x < 1]− x

1 + x

)
, (0.16)

а функции h1(x) и h2(x) заданы абсолютно сходящимися рядами

h1(x) =
∞∑

n=1

1

n

(
n∑

m=1

x

n + mx
− log(1 + x)

)
, (0.17)

h2(x) =
∞∑

n=1

1

n

( ∑
n
x

6m< n
x
+n

1

m
− log(1 + x)

)
. (0.18)

При этом оценка остаточного члена становится равномерной по x в
предположении, что x ∈ [x0, 1] для некоторого фиксированного x0 > 0.

Алгоритм Евклида, в котором при делении выбирается наименьший по
модулю остаток

a = bq + r, q =

[
a

b
+

1

2

]
, −q

2
6 r <

q

2
,

приводит к разложению в дробь

a

b
= t0 +

ε1

t1 +
ε2

t2 + ... +
εl

tl

,

длины l = l(a/b), где t0 — целое, t1, . . . , tl — натуральные,

εk = ±1, tk > 2 (k = 1, . . . , l), tk + εk+1 > 2 (k = 1, . . . , l − 1),

и εl = −1 при tl = 2.
Для среднего числа шагов в таком алгоритме Евклида известен резуль-

тат
2

R(R + 1)

∑

b6R

∑

a6b

l(a/b) =
2 log ϕ

ζ(2)
· log R + Cl + O(R−β),
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где ϕ = (1 +
√

5)/2 — золотое сечение, Cl — абсолютная постоянная и
β > 0. (см. [34]). Оказывается, что для любого рационального числа a/b
выполняется равенство l(a/b) = s(ϕ−1)(a/b). Поэтому упрощенный вариант
теоремы 5 (см. замечание 3.1) и теорема 6 приводят к асимптотическим
формулам, аналогичным (0.8) и (0.12):

2

R(R + 1)

∑

b6R

∑

a6b

l(a/b) =
2 log ϕ

ζ(2)
· log R + Cl + O(R−1 log4 R),

1

ϕ(b)

∑
16a6b
(a,b)=1

l(a/b) =
2 log ϕ

ζ(2)
· log b + C ′

l + Oε(b
−1/6 log7/6+ε b),

где R, b > 2 и C ′
l — абсолютная константа.

0.5. Задача Синая

Бильярд Синая является простейшей моделью рассеивающей динами-
ческой системы: маленький шар движется внутри квадратного поля, в
центр которого помещено круглое препятствие с отражающими стенками.
Предполагается, что все удары абсолютно упруги. Очевидно, что вместо
квадратного бильярда можно рассматривать плоскость, на которой круг-
лые препятствия располагаются вокруг каждой точки целочисленной ре-
шетки. Такая модель и будет рассматриваться в дальнейшем.

Пусть 0 < h < 1
8
и T > 0. Открытый круг радиуса h с центром в неко-

торой точке назовем ее h-окрестностью. Определим подмножество Ωh(T )
в [0, 2π), состоящее из углов ϕ, для которых луч

{(t cos ϕ, t sin ϕ) : t > 0}
пересекает h-окрестность некоторой целочисленной точки (m,n) 6= (0, 0)
из круга {

(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 6 T 2
}

.

Обозначим через Gh(T ) нормированную меру Ωh(T ):

Gh(T ) =
1

2π
mesΩh(T ) ∈ [0, 1].

В 1918 г. Полиа (см. [23], теория чисел, задача 239) доказал, что

Gh(T ) = 1

для всех T > h−1. Отвечая на вопрос, поставленный в 1981 г. Синаем,
в совместной работе [36] Бока, Гологан и Захареску доказали, что для
любого ε > 0 равномерно по T ∈ [0, h−1]

Gh(T ) =

∫ h·T

0

σ(t) dt + Oε(h
1/8−ε), (0.19)

где

σ(t) =

{
12
π2 , если 0 6 t 6 1

2
;

12
π2

(
1
t
− 1

) (
1− log

(
1
t
− 1

))
, если 1

2
< t 6 1.
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С физической точки зрения величину Gh(T ) можно интерпретировать
как функцию распределения длин свободного пробега частиц, движущих-
ся прямолинейно из начала координат до их первого попадания в h-окрест-
ность некоторой ненулевой целочисленной точки. Речь идет об однородной
двумерной модели “Периодический газ Лоренца”.

При изучении движущихся в кристалле достаточно быстрых частиц,
траектории которых обусловлены главным образом многократным их рас-
сеянием на ядрах, возникает необходимость рассматривать более общую
ситуацию, когда траектория начинается не в некоторой целой точке, а в
её h-окрестности.

Зафиксируем вещественное v из интервала (−1, 1). Ориентированная
в направлении (cos ϕ, sin ϕ), параметрически заданная прямая

{
(−hv sin ϕ + t cos ϕ, hv cos ϕ + t sin ϕ) ∈ R2 : t ∈ (−∞,∞)

}
(0.20)

на плоскости при t = 0 проходит через ближайшую к началу координат
O = (0, 0) точку O′ = (−hv sin ϕ, hv cos ϕ) (проекция O на прямую (0.20)).
Еще одно параметрическое представление

{
(x− t′ sin ϕ, y + t′ cos ϕ) ∈ R2 : t′ ∈ (−∞,∞)

}

определяет перпендикулярную к (0.20) прямую, проходящую при t′ = 0
через точку (x, y). Они пересекаются в некоторой точке при

t = R(x, y) = x cos ϕ + y sin ϕ,

t′ = U(x, y) = x sin ϕ− y cos ϕ + hv.

Среди всех целочисленных точек (m, n) на плоскости с условиями

R(m,n) > 0 и |U(m,n)| < h

выберем ту из них — (m(ϕ), n(ϕ)), для которой величина R(m,n) при-
нимает минимальное значение. Такая точка (m(ϕ), n(ϕ)) всегда найдется,
поскольку по теореме Минковского о линейных формах существует цело-
численная пара (m,n) 6= (0, 0), для которой

|m cos ϕ + n sin ϕ| 6 (h(1− |v|))−1 , |m sin ϕ− n cos ϕ| < h(1− |v|).
Другими словами, (m(ϕ), n(ϕ)) — первая целочисленная точка (m,n) 6=
(0, 0), h-окрестность которой пересекает частица, движущаяся вдоль пря-
мой (0.20) из точки O′ в положительном направлении. Положим

r(ϕ) = h ·R (m(ϕ), n(ϕ)) , u(ϕ) = h−1 · U (m(ϕ), n(ϕ)) .

При этом

0 < r(ϕ) <
1

1− |v| и − 1 < u(ϕ) < 1.

Ориентируясь на терминологию из ядерной физики, назовем r = r(ϕ)
нормированным свободным пробегом, а v и u = u(ϕ) — нормированными
выходным и входным прицельными параметрами.
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Пусть

0 < r0 <
1

1− |v| и − 1 < u− < u+ < 1.

Главным результатом главы 4 является следующее ниже утверждение.

Теорема 7. Пусть |v| < c < 1. Тогда при любом ε > 0 для функции
распределения

Φv(h) = Φv(h; ϕ0, r0, u−, u+) =

=

∫ ϕ0

0

χ[0,r0] (r(ϕ)) χ[u−,u+] (u(ϕ)) dϕ

при h → 0 справедлива асимптотическая формула

Φv(h) =

∫ ϕ0

0

∫ r0

0

∫ u+

u−
ρ(ϕ, r, v, u) dϕ dr du + Oε,c

(
h

1
2
−ε

)
,

равномерная по v, u−, u+ и ϕ0 ∈ [0, 2π] с плотностью

ρ(ϕ, r, v, u) = ρ(r, v, u) = ρ(r, u, v) = ρ(r,−u,−v),

которая при u > |v| имеет вид

ρ(r, u, v) =





6
π2 , если 0 6 r 6 1

u+1
;

6
π2 · 1

u−v

(
1
r
− 1− v

)
, если 1

u+1
6 r 6 1

1+v
;

0, если 1
1+v

6 r.

С физической точки зрения функцию 1
2π

ρ(ϕ, r, v, u) можно интерпре-
тировать как плотность частиц, движущихся прямолинейно с единичной
скоростью под углом ϕ после первого рассеяния с выходным прицельным
параметром V = h · v в h-окрестности некоторого узла целочисленной ре-
шетки и проходящих расстояние R = h−1 · r до повторного рассеяния с
входным прицельным параметром h · u.

Следует отметить, что плотность ρ(ϕ, r, v, u) не зависит от угла ϕ. Это
означает, что целочисленная решетка в пределе обладает свойством изо-
тропности, которое, как известно, проявляется также в задачах о случай-
ных блужданиях и дискретных гармонических функциях (см., например,
[69]). Симметрия плотности относительно замены (v, u) на (u, v) объясня-
ется изотропностью и “обратимостью” траекторий частиц.

В работе [24] Синай доказал эргодичность прямоугольного бильярда
с вырезанным из него кругом радиуса h. Ему же принадлежит постанов-
ка задачи об асимптотическом поведении функции распределения длины
траектории до первого столкновения с вырезанным кругом (столкновения
с бортами не принимаются во внимание) при h → 0. Речь идет о частном
случае рассматриваемой нами задачи для v = 0, u− = 1, u+ = 1, ϕ0 = 2π.
При v = 0 (однородная задача) теорема 7 была доказана в [12].

Из результатов работы [62], доказанных эргодическими методами, ос-
нованными на теореме Ратнер о классификации инвариантных эргодиче-
ских мер под действием унипотентных потоков, следует существование
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предела функции Φv(h) при h → 0 в частном случае с ϕ0 = 2π. Этого
недостаточно для доказательства изотропности и симметричности функ-
ции ρ(r, v, u).

Рассматриваемая двумерная модель связана с теорией каналирования
частиц, движущихся параллельно кристаллографическим плоскостям (см.,
например, [18, 22]).

0.6. Методы исследования

Доказательства всех теорем базируются на явных арифметических кон-
струкциях, построенных с помощью цепных дробей (см. раздел 1.1). Эти
конструкции сводят исходные задачи к исследованию таких арифметиче-
ских объектов, как суммы специального вида и системы неравенств.

Многократно приходится решать вопрос об асимптотическом поведе-
нии сумм

q−1∑
u,v=0

δq(uv − 1) · f
(

u

q
,
v

q

)
(0.21)

для различных функций f . При этом используется стандартный подход,
основанный на переходе к тригонометрическим суммам (см., например, [21]).
Пусть f записана в виде конечного ряда Фурье

f

(
u

q
,
v

q

)
=

q−1∑
m,n=0

Cq(m,n) · e2πi mu+nv
q ,

где

Cq(m,n) =
1

q

q−1∑
u,v=0

f

(
u

q
,
v

q

)
· e−2πi mu+nv

q

— конечные коэффициенты Фурье функции f . Тогда тождество
q−1∑

u,v=0

δq(uv − 1) · f
(

u

q
,
v

q

)
=

ϕ(q)

q2

q−1∑
u,v=0

f

(
u

q
,
v

q

)
+ Rq[f ],

где

Rq[f ] =

q−1∑
m,n=0

(m,n) 6=(0,0)

Cq(m,n) ·Kq(m,n)

сводит задачу об асимптотическом поведении суммы (0.21) к оценкам сумм
Клостермана (0.3). В диссертации используются утверждения (см. разде-
лы 5.2–5.3 приложения), основанные на оценке Эстермана из работы [40]:

|Kq(m,n)| 6 σ0(q) · (m,n, q)1/2 · q1/2. (0.22)

Доказательства каждой из теорем 1–6 разбиваются на случаи в зави-
симости от значений параметров. Например, при исследовании неравен-
ства (0.11) отдельно рассматриваются случаи x2 6 [R1/2] + 1/2 и x2 >
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[R1/2] + 1/2. Идейно такой подход близок к круговому методу с его разби-
ением на большие и малые дуги. Отличие заключается в следующем: из
условия x2 > [R1/2]+1/2 вытекает, что y2 < R1/2 +1 и, таким образом, “ма-
лые дуги” для переменных x1, x2 становятся “большими” для y1, y2. Как
и в круговом методе, возникает необходимость изучения “особых рядов”
(см., например, леммы 1.3, 1.7, 1.9, 2.5, 2.7, 2.9). Их слагаемыми являются
остаточные члены различных асимптотических формул, а через их суммы
выражаются константы в теоремах 1–6.

Пусть q — натуральное число, l — целое и f — неотрицательная функ-
ция. Обозначим через T [f ] число решений сравнения xy ≡ l (mod q), ле-
жащих в области P1 < x 6 P2, 0 < y 6 f(x):

T [f ] =
∑

P1<x6P2

∑

06y6f(x)

δq(xy − l).

При доказательстве теорем 4 и 6 встает вопрос об асимптотических фор-
мулах для T [f ]. Подобные формулы лежат также в основе результатов
о свертках арифметических функций [47, 51], суммах арифметических
функций на значениях квадратичного полинома [10, 51], статистических
свойствах алгоритма Евклида [1, 68] и др.

В общем случае задача об асимптотике величины T [f ] впервые была
решена Быковским в работе [10]. Доказательство основывалось на фор-
муле суммирования Пуассона и использовании оценки Эстермана (0.22).

В разделе 5.5 приложения излагается результат статьи [31], уточняю-
щий теорему Быковского. Через S[f ] обозначим сумму

S[f ] =
1

q

∑
P1<x6P2

µq,l(x)f(x),

где µq,l(x) — число решений сравнения xy ≡ l (mod q) относительно пере-
менной y, лежащей в пределах 1 6 y 6 q.

Теорема 8. Пусть P1, P2 — действительные числа, P = P2−P1 > 2.
Предположим также, что на всем отрезке [P1, P2] вещественная неот-
рицательная функция f(x) дважды непрерывно дифференцируема и при
x ∈ [P1, P2]

1

A
6 |f ′′(x)| 6 w

A
для некоторых A > 0, w > 1. Тогда справедлива асимптотическая фор-
мула

T [f ] = S[f ]− P

2
· δq(l) + R[f ], (0.23)

где

R[f ] ¿w σ
2/3
0 (q) σ

5/3
0 (a) σ

4/3
−1/2(a) PA−1/3+ (0.24)

+σ0(q) σ0(a)
(
A1/2a1/2σ−1(q) σ−1/2(a) + q1/2σ0(a) σ2

−1/2(a) log2 P + a log P
)
,

и a = (l, q).
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При использовании теоремы 8 в остаточном члене R[f ] наиболее суще-
ственным оказывается первое слагаемое

σ
2/3
0 (q) σ

5/3
0 (a) σ

4/3
−1/2(a) PA−1/3 ¿ σ

2/3
0 (q) σ2

0(a) PA−1/3.

В работе [10] соответствующее слагаемое имеет вид

qε · a1/2 · log4/3 P · PA−1/3.

За счет такого улучшения в теореме 6 и получается уточнение остаточного
члена по сравнению с формулой (0.7).

Доказательство теоремы 8 отличается тем, что вместо элементарно-
го метода Виноградова для подсчета целых точек в областях, как было
сделано в статье [10], оно использует оценки тригонометрических сумм,
полученных методом ван дер Корпута. Кроме того, в доказательстве при-
меняется новая оценка сумм Клостермана

Kq(l, m, n) =

q∑
x,y=1

δq(xy − l) e2πi mx+ny
q ,

обобщающая неравенство (0.22) (см. раздел 5.2 приложения):

|Kq(l,m, n)| 6 σ0(q) · σ0((l,m, n, q)) · (lm, ln,mn, q)1/2 · q1/2.



ГЛАВА 1

Вычисление первого и второго моментов
в одной задаче из метрической теории цепных дробей

Напомним, что

Ẽ(α,R) = # {j > 1 : Qj(α) 6 R} ,

где Qj(α) — знаменатель j-ой подходящей дроби к числу α. В случае ир-
рационального числа α величину E(α,R) можно считать непрерывным
аналогом длины конечной цепной дроби.

В данной главе для среднего значения E(α,R)

Ẽ(R) =

∫ 1

0

E(α,R) dα

и дисперсии

D̃(R) =

∫ 1

0

(E(α, R)− Ẽ(R))2 dα =

∫ 1

0

E2(α, R) dα− Ẽ2(R)

доказываются асимптотические формулы

Ẽ(R) = Ẽ1 · log R + Ẽ0 + O
(
R−1 · log R

)
,

D̃(R) = D̃1 · log R + D̃0 + O(R−1/3 · log4 R)

с абсолютными константами Ẽ1 > 0, Ẽ0, D̃1 > 0 и D̃0. При этом Ẽ1 и Ẽ0

выражаются в явной форме через известные арифметические постоянные.
Нахождение Ẽ(R) сводится к подсчету суммы

Φ∗(R) =
∑

Q′6R

∑∗

Q6Q′

1

Q′(Q + Q′)
.

При исследовании дисперсии возникает более сложная сумма

σ∗(R) =
∑

Q′6R

∑∗

Q6Q′

∑
(

a m
b n

)
∈M

[mQ + nQ′ 6 R]

(mQ + nQ′)((a + m)Q + (b + n)Q′)
,

которая вычисляется по-разному в случаях n 6 R2/3 log R и n > R2/3 log R.
Настоящая глава основана на работе [27].

24
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1.1. О цепных дробях

Для изучения цепных дробей часто используются континуанты, кото-
рые определяются (см. [16]) начальными условиями

K0() = 1, K1(a1) = a1

и рекуррентным соотношением (n > 2)

Kn(a1, . . . , an) = anKn−1(a1, . . . , an−1) + an−2(a1, . . . , an−2).

Аналогичным соотношениям удовлетворяют числители и знаменатели под-
ходящих дробей, поэтому

[a0; a1, . . . , as] =
Ks+1(a0, a1, . . . , as)

Ks(a1, . . . , as)
.

По индукции легко проверяется свойство симметричности

Kn(a1, . . . , an) = Kn(an, . . . , a1)

и равенство
K(a1, . . . , am, am+1, . . . , am+n) =

K(a1, . . . , am)K(am+1, . . . , an) + K(a1, . . . , am−1)K(am+2, . . . , am+n).
(1.1)

(В случаях, когда число аргументов в континуанте ясно из контекста ниж-
ний индекс в обозначении континуанта будет опускаться.) Наиболее общим
является тождество Эйлера (m > 1, l > 0, n > l + 1)

K(x1, . . . , xm+n)K(xm+1, . . . , xm+l)−K(x1, . . . , xm+l)K(xm+1, . . . , xm+n) =

= (−1)nK(x1, . . . , xm−1)K(xm+l+2, . . . , xm+n),

которое можно интерпретировать как равенство нулю пфаффиана вырож-
денной матрицы размера 4× 4, см. [28].

Обозначим через M множество всех целочисленных матриц

S =

(
P P ′

Q Q′

)
=

(
P (S) P ′(S)
Q(S) Q′(S)

)
(1.2)

с определителем det S = ±1, у которых

1 6 Q 6 Q′, 0 6 P 6 Q, 1 6 P ′ 6 Q′.

Оно разбивается на два непересекающихся подмножества M+ и M−, со-
стоящих из матриц с определителями +1 и −1 соответственно. В зависи-
мости от контекста, если это не приводит к недоразумениям, мы будем
использовать обозначения P , P ′, Q, Q′ вместо P (S), P ′(S), Q(S), Q′(S)
для элементов матрицы S в соответствии с (1.2).

Обозначим через Ñ множество всех непустых конечных наборов (q1, . . . , qn),
составленных из натуральных чисел. Построим отображение

B : Ñ =
∞⋃

k=1

Nk →M,
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положив

B(q1, . . . , qn) = S = S(q1, . . . , qn) =

(
0 1
1 q1

)
. . .

(
0 1
1 qn

)
.

Из рекуррентных соотношений на числители и знаменатели подходящих
дробей следует, что S имеет вид (1.2) с

P

Q
= [0; q1, . . . , qn−1] и

P ′

Q′ = [0; q1, . . . , qn].

Лемма 1.1. Отображение B — биекция.

Доказательство. Имеется единственная матрица из M с Q′ = 1 и
для нее

B−1

(
0 1
1 1

)
= (1).

Пусть теперь S ∈M, Q′ = Q′(S) > 2 и
P ′

Q′ = [0; q1, . . . , qm, qm+1] (1.3)

— каноническое разложение в непрерывную дробь с qm+1 > 2. Если det S =
(−1)m, то

P

Q
= [0; q1, . . . , qm],

поскольку P и Q однозначно определяются из равенства

PQ′ − P ′Q = det S = (−1)m

и ограничения 1 6 Q 6 Q′. Если же det S = (−1)m+1, то ввиду равенства
P ′

Q′ = [0; q1, . . . , qm, qm+1 − 1, 1], (1.4)

по тем же причинам
P

Q
= [0; q1, . . . , qm, qm+1 − 1].

Осталось только заметить, что при Q′ > 2 имеется ровно два разложе-
ния (1.3) и (1.4) для P ′/Q′ в непрерывную дробь с натуральными числами
в качестве неполных частных, последнее из которых может быть едини-
цей. ¤

Отметим также, чтоM — полугруппа относительно обычного умноже-
ния матриц, и биекция B на самом деле есть полугрупповой изоморфизм.
При этом

(q1, . . . , qn) ∗ (qn+1, . . . , qn+m) = (q1, . . . , qn, qn+1, . . . , qn+m)

— соответствующая операция на конечных наборах натуральных чисел.
В качестве инструмента для изучения свойств цепных дробей удобно

использовать следующее утверждение, которое является видоизменением
одной известной теоремы (см. [4, § 50, теорема 1] ).
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Лемма 1.2. Пусть P — целое неотрицательное число, P ′, Q, Q′ —
натуральные и Q 6 Q′. Предположим также, что α — действительное
число из интервала (0, 1). Тогда следующие два условия эквивалентны:

(I) P/Q и P ′/Q′ — последовательные подходящие дроби к числу α,
отличные от α, причем дробь P ′/Q′ имеет больший номер;

(II) PQ′ − P ′Q = ±1 и 0 <
Q′α− P ′

−Qα + P
< 1.

Доказательство. Предположим, что выполнено первое условие. Со-
отношение PQ′ − P ′Q = ±1 сразу вытекает из свойств цепных дробей.
Далее, так как α находится между P/Q и P ′/Q′, то для некоторых нату-
ральных t1, . . . , ts (s > 1) и действительного α′ в пределах ts < α′ < ts + 1
справедливы формулы

P

Q
= [0; t1, . . . , ts−1],

P ′

Q′ = [0; t1, . . . , ts], (1.5)

α = [0; t1, . . . , ts−1, α
′].

Второе из соотношений (II) следует из равенства
Q′α− P ′

−Qα + P
= α′ − ts.

Докажем утверждение леммы в другую сторону. Из условий (II) сле-
дует, что обе дроби P/Q и P ′/Q′ принадлежат отрезку [0, 1]. Поэтому ра-
венство |PQ′ − P ′Q| = 1 означает, что S =

(
P P ′
Q Q′

) ∈ M. По лемме 1.1 для
некоторых натуральных t1, . . . , ts (s > 1) выполняются равенства (1.5).
Так как

0 <
Q′α− P ′

−Qα + P
,

то α находится между P/Q и P ′/Q′. Значит, для некоторого α′

α = [0; t1, . . . , ts−1, α
′] =

(α′ − ts)P + P ′

(α′ − ts)Q + Q′ .

Подставляя это равенство в условие 0 < Q′α−P ′
−Qα+P

< 1, получаем, что 0 <

α′ − ts < 1. Значит, ts = [α′], и каждая из дробей P/Q и P ′/Q′ будет
подходящей к числу α.

¤
Замечание 1.1. Аналогично проверяется, что если P > 0, P ′, Q, Q′ >

1 и Q 6 Q′, то условия

PQ′ − P ′Q = ±1,
Q′α− P ′

−Qα + P
= 1

равносильны тому, что дроби P/Q и P ′/Q′ являются подходящими дробя-
ми вида (1.5) к числу

α =
P + P ′

Q + Q′ ,
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записанному в виде нестандартной цепной дроби

α = [0; t1, . . . , ts−1, ts, 1] (s > 1),

причём
P

Q
= [0; t1, . . . , ts−1],

P ′

Q′ = [0; t1, . . . , ts−1, ts].

Из леммы 1.2 и элементарных свойств непрерывных дробей вытекают
следующие свойства множества M.

1◦. Для вещественного α ∈ (0, 1) неравенство

0 <
Q′α− P ′

−Qα + P
= S−1(α) < 1 с S ∈M

имеет место тогда и только тогда, когда для некоторого j > 1

S =

(
Pj(α) Pj+1(α)
Qj(α) Qj+1(α)

)

и j 6 s(r)− 2 для рационального α = r.
2◦. Для всякой матрицы S ∈ M неравенство 0 < S−1(α) < 1 задает

интервал

I(S) =





(
P ′

Q′ ,
P + P ′

Q + Q′

)
, если det S = 1;

(
P + P ′

Q + Q′ ,
P ′

Q′

)
, если det S = −1

длины

|I(S)| = 1

Q′(Q + Q′)
.

3◦. Пусть q1, . . . , ql — натуральные числа и S = S(q1, . . . , ql). Тогда
число α будет лежать в интервале I(S) в том и только том случае, когда
s(α) > l и в каноническом разложении α = [t0; t1, . . . , tl, . . . ]

t0 = 0, t1 = q1, . . . , tl = ql.

4◦. Пересечение I(S) ∩ I(S ′) непусто тогда и только тогда, когда один
из интервалов содержится в другом. При этом, если I(S)  I(S ′), и S ′ =
S ′(q1, . . . , ql′), то для некоторого l > l′ и натуральных ql′+1, . . . , ql будет
выполняться равенство

S = S ′ · S ′′,
где S ′′ = S ′′(ql′+1, . . . , ql) и S = S(q1, . . . , ql).

5◦. Если Q′ > 2, 1 6 Q 6 Q′ и (Q,Q′) = 1, то имеются ровно две пары

(P, P ′) и (Q− P, Q′ − P ′),

дополняющие в качестве первой строки, вторую (Q,Q′) до матрицы изM.
Кроме того, если

Q

Q′ = [0; qs, . . . , q1] = [0; qs, . . . , q1 − 1, 1] (q1 > 2),
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то соответствующие матрицы имеют вид(
0 1
1 q1

)
. . .

(
0 1
1 qs

)
=

(
K(q2, . . . , qs−1) K(q2, . . . , qs)
K(q1, . . . , qs−1) K(q1, . . . , qs)

)
=

(
P P ′

Q Q′

)
,

(
0 1
1 1

)(
0 1
1 q1 − 1

)(
0 1
1 q2

)
. . .

(
0 1
1 qs

)
= (1.6)

=

(
K(q1 − 1, q2, . . . , qs−1) K(q1 − 1, q2, . . . , qs)

K(1, q1 − 1, q2, . . . , qs−1) K(1, q1 − 1, q2, . . . , qs)

)
=

(
Q− P Q′ − P ′

Q Q′

)
.

При Q = Q′ = 1 существует только одна матрица S =
(

0 1
1 1

)
, лежащая

в множестве M.

1.2. Асимптотическая формула для математического ожидания

Лемма 1.3. При R > 1 для сумм

Φ(R) =
∑

Q′6R

∑

Q6Q′

1

Q′(Q + Q′)
, (1.7)

Φ∗(R) =
∑

Q′6R

∑∗

Q6Q′

1

Q′(Q + Q′)
(1.8)

справедливы асимптотические формулы

Φ(R) = log 2 (log R + log 2 + γ)− ζ(2)

2
+

1

R

(
log 2 · ρ(R) +

1

4

)
+ O

(
1

R2

)
,

Φ∗(R) =
log 2

ζ(2)

(
log R + log 2 + γ − ζ ′(2)

ζ(2)

)
− 1

2
+ O

(
log(R + 1)

R

)
.

Доказательство. Заметим, что

Φ(R) = log 2
∑

Q′6R

1

Q′ + σ0 −
∑

Q′>R

1

Q′

(
Q′∑

Q=1

1

Q + Q′ − log 2

)
, (1.9)

где

σ0 =
∞∑

Q′=1

1

Q′

(
Q′∑

Q=1

1

Q + Q′ − log 2

)
. (1.10)

Для суммы σ0 методом производящих функций находится точное значение
(см. [56]):

σ0 = log2 2− ζ(2)

2
. (1.11)

Кроме того, по лемме 5.5,
∑

Q′6R

1

Q′ = log R + γ +
ρ(R)

R
+ O

(
1

R2

)
,

Q′∑
Q=1

1

Q + Q′ = log 2− 1

4Q′ + O

(
1

(Q′)2

)
.
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Подставляя три последних равенства в формулу (1.9), приходим к первому
утверждению леммы.

Далее, применяя формулу обращения Мёбиуса

Φ∗(R) =
∑

δ6R

µ(δ)

δ2
Φ

(
R

δ

)

и равенство ∑

d6R

µ(d)

d2
log d =

ζ ′(2)

ζ2(2)
+ O

(
log R

R

)

(см. лемму 5.8 приложения), приходим к нужному представлению для сум-
мы Φ∗(R). ¤

Лемма 1.4. При R > 1 величина

Ẽ(R) =

∫ 1

0

E(α,R) dα

может быть представлена в виде

Ẽ(R) = 2Φ∗(R)− 1

2
, (1.12)

где функция Φ∗(R) задается равенством (1.8).

Доказательство. По лемме 1.2 для иррационального α ∈ (0, 1) ве-
личина E(α,R) совпадает с числом решений системы




PQ′ − P ′Q = ±1,

0 <
Q′α− P ′

−Qα + P
= S−1(α) < 1,

относительно неизвестных P , P ′, Q и Q′, связанных неравенствами

1 6 Q 6 Q′ 6 R, 0 6 P 6 Q, 1 6 P ′ 6 Q′.

Отсюда, с учетом свойства 2◦ множества M,

E(α, R) =
∑

S∈M(R)

[0 < S−1(α) < 1] =
∑

S∈M(R)

χI(S)(α), (1.13)

Ẽ(R) =
∑

S∈M(R)

∫ 1

0

χI(S)(α) dα =
∑

S∈M(R)

1

Q′(Q + Q′)
, (1.14)

где χI(S)(α) — характеристическая функция интервала I(S) и M(R) —
множество матриц S ∈M, для которых Q′ 6 R.

Пусть Q′ > 2, 1 6 Q < Q′ и (Q, Q′) = 1. Тогда, согласно свойству 5◦
множестваM, дробь 1

Q′(Q+Q′) в сумме (1.14) появится ровно два раза. Для
пары (Q′, Q) = (1, 1) соответствующая дробь появится один раз. Следова-
тельно, выполнено равенство (1.12). ¤

Доказательство теоремы 1. Применяя к равенству (1.12) лемму 1.3,
приходим к асимптотической формуле для Ẽ(R). ¤
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1.3. Выражение дисперсии через сумму специального вида

Лемма 1.5. При R > 1 для величины

D̃(R) =

∫ 1

0

(E(α, R)− Ẽ(R))2 dα =

∫ 1

0

E2(α, R) dα− Ẽ2(R)

справедливо представление

D̃(R) = 4σ∗(R)− Ẽ2(R) +
1

2
, (1.15)

где

σ∗(R) =
∑

Q′6R

∑∗

Q6Q′

∑
(

a m
b n

)
∈M

[mQ + nQ′ 6 R]

(mQ + nQ′)((a + m)Q + (b + n)Q′)
.

Доказательство. По формулам (1.13), (1.14), а также свойству 4◦
множества M∫ 1

0

E2(α, R) dα =

∫ 1

0

( ∑

S∈M(R)

χI(S)(α)
)2

dα =

=
∑

S∈M(R)

|I(S)|+ 2
∑

S,S′∈M(R)

I(S) I(S′)

|I(S)| = Ẽ(R) + 2
∑

S,S′∈M(R)

I(S) I(S′)

|I(S)| .

Опять опираясь на свойство 4◦ множества M, запишем матрицы S и
S ′ в виде

S ′ =
(

P P ′

Q Q′

)
, S =

(
P P ′

Q Q′

)(
a m
b n

)
,

где матрица
(

a m
b n

)
также лежит в множестве M. Значит,

∫ 1

0

E2(α, R) dα = Ẽ(R)+

+ 2
∑

(
P P ′
Q Q′

)
∈M

∑
(

a m
b n

)
∈M

[mQ + nQ′ 6 R]

(mQ + nQ′)((a + m)Q + (b + n)Q′)
.

Рассматривая отдельно случай Q = Q′ = 1 и пользуясь свойством 5◦,
находим

∫ 1

0

E2(α,R) dα = Ẽ(R) + 4σ∗(R)− 2
∑

(
a m
b n

)
∈M

[m + n 6 R]

(m + n)(a + b + m + n)
.

Из равенства (
0 1
1 1

)(
a m
b n

)
=

(
b n

a + b m + n

)

и свойства 5◦ следует, что каждая пара чисел (q, q′) такая, что 1 6 q < q′

и (q, q′) = 1 будет второй строкой матрицы
(

b n
a+b m+n

)
ровно для одной

матрицы
(

a m
b n

) ∈M.
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Поэтому, с учетом равенства (1.12),

2
∑

(
a m
b n

)
∈M

[m + n 6 R]

(m + n)(a + b + m + n)
= 2

(
Φ∗(R)− 1

2

)
= Ẽ(R)− 1

2
,

∫ 1

0

E2(α,R) dα = 4σ∗(R) +
1

2
, (1.16)

что доказывает утверждение леммы. ¤
Замечание 1.2. Для суммы σ∗(R) также справедливо представление:

σ∗(R) =
∑

26Q′6R

∑∗

Q6Q′

s(Q/Q′)
Q′(Q + Q′)

. (1.17)

Действительно, если S = S(q1, . . . , qn), то матрицу S ′ ∈M, для которой
I(S)  I(S ′), можно выбрать n− 1 способом. Поэтому

∫ 1

0

E2(α, R) dα = Ẽ(R) + 2
∑
S∈M
Q′>2

n− 1

Q′(Q + Q′)
.

По свойству 4◦ множества M для фиксированных Q и Q′ (1 6 Q <
Q′, (Q,Q′) = 1) параметр n может принимать два значения s(Q/Q′) и
s(Q/Q′) + 1. Таким образом

∫ 1

0

E2(α, R) dα = Ẽ(R) + 2
∑

26Q′6R

∑∗

Q6Q′

2s(Q/Q′)− 1

Q′(Q + Q′)
=

= 4
∑

26Q′6R

∑∗

Q6Q′

s(Q/Q′)
Q′(Q + Q′)

+
1

2
,

что, с учетом равенства (1.16), доказывает формулу (1.17).
Для нахождения D̃(R) введем параметр U , лежащий в пределах 2 6

U 6 R. Сумму σ∗(R) представим в виде

σ∗(R) = σ∗1 − σ∗2 + σ∗3,

где

σ∗1 =
∑

Q′6R

∑
(

a m
b n

)
∈M(U)

∑∗

Q6Q′

1

(mQ + nQ′)((a + m)Q + (b + n)Q′)
, (1.18)

σ∗2 =
∑

(
a m
b n

)
∈M(U)

∑

Q′6R

∑∗

Q6Q′

[mQ + nQ′ > R]

(mQ + nQ′)((a + m)Q + (b + n)Q′)
, (1.19)

σ∗3 =
∑

Q′6R1

∑∗

Q6Q′

∑
(

a m
b n

)
∈M

n>U

[mQ + nQ′ 6 R]

(mQ + nQ′)((a + m)Q + (b + n)Q′)
, (1.20)

и R1 = R/U.
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Каждую из величин σ∗1, σ∗2 и σ∗3 исследуем отдельно.

1.4. Вычисление трех вспомогательных сумм

1.4.1. Вычисление суммы σ∗1. Для матрицы S =
(

a m
b n

) ∈ M через
fS(ξ) будем обозначать функцию

fS(ξ) =
1

(mξ + n)((a + m)ξ + (b + n))
, (1.21)

а через J1(a, b, m, n) — интеграл

J1(a, b, m, n) =

∫ 1

0

fS(ξ) dξ.

Далее штрих в суммах вида
n∑′

b,m=1

δn(bm± 1) · . . .

будет означать, что (в соответствии со свойством 5◦ множества M) при
n = 1 из двух знаков в символе ± выбирается знак “минус”, а при n > 1 оба
знака берутся независимо; под a в таких суммах будет подразумеваться
дробь bm±1

n
.

Лемма 1.6. Пусть n — натуральное число. Тогда для суммы

w1(n) =

n∑′

b,m=1

δn(bm± 1) · J1 (a, b,m, n)

справедлива асимптотическая формула

w1(n) = 2 log2 2 · ϕ(n)

n2
+ O

(
ψ(n)

n3/2

)
,

где
ψ(n) = σ0(n) log2(n + 1).

Доказательство. При n = 1 утверждение леммы очевидно. Поэтому
будем считать, что n > 2. Так как

1

ξ( bm±1
n

+ m) + (b + n)
− 1

ξ( bm
n

+ m) + (b + n)
= O

(
1

n3

)
, (1.22)

то для суммы w1(n) можно выписать более простое представление:

w1(n) =
n∑

b,m=1

δn(bm± 1)

∫ 1

0

dξ(
b
n

+ 1
)
(mξ + n)2

+ O

(
1

n2

)
.

Далее применим лемму 5.14. Числа

a(b,m) =

∫ 1

0

dξ(
b
n

+ 1
)
(mξ + n)2

,
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очевидно, удовлетворяют условиям (5.24), значит,

w1(n) = 2
ϕ(n)

n2

n∑

b,m=1

1

b + n

∫ 1

0

n dξ

(mξ + n)2
+ O

(
ψ(n)

n3/2

)
. (1.23)

Из леммы 5.5 следуют асимптотические формулы
n∑

b=1

1

b + n
= log 2 + O

(
1

n

)
, (1.24)

n∑
m=1

∫ 1

0

n dξ

(mξ + n)2
= log 2 + O

(
1

n

)
.

Подставляя их в равенство (1.23), приходим к утверждению леммы. ¤

Следствие 1.1. При любом действительном U > 2 для суммы

W1(U) =
∑

(
a m
b n

)
∈M(U)

J1(a, b,m, n) (1.25)

справедлива асимптотическая формула

W1(U) =
2 log2 2

ζ(2)

(
log U + γ − ζ ′(2)

ζ(2)

)
+ C1 + O

(
log3 U

U1/2

)
, (1.26)

где

C1 =
∞∑

n=1

(
n∑′

b,m=1

δn(bm± 1) · J1 (a, b, m, n)− 2 log2 2 · ϕ(n)

n2

)
. (1.27)

Доказательство. Заметим, что

∑
n>U

ψ(n)

n3/2
6

∞∑

k=0

∑

2kU<n62k+1U

σ0(n) log2(n + 1)

n3/2
6

6
∞∑

k=0

log2(1 + 2k+1U)

(2kU)3/2

∑

16n62k+1U

σ0(n) ¿
∞∑

k=0

log3(2kU)

(2kU)1/2
¿

∞∑

k=0

k3 + log3 U

(2kU)1/2
.

Поэтому
∑
n>U

ψ(n)

n3/2
¿ log3 U

U1/2
(U > 2). (1.28)

Запишем сумму W1(U) в виде

W1(U) =
∑
n6U

n∑′

b,m=1

δn(bm± 1) · J1 (a, b,m, n) .
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По лемме 1.6 с помощью оценки (1.28) находим:

W1(U) =
∑
n6U

(
n∑′

b,m=1

δn(bm± 1) · J1 (a, b, m, n)− 2 log2 2 · ϕ(n)

n2

)
+

+2 log2 2
∑
n6U

ϕ(n)

n2
= 2 log2 2

∑
n6U

ϕ(n)

n2
+ C1 + O

(
log3 U

U1/2

)
.

Подставляя в последнее равенство формулу (5.4), приходим к утвержде-
нию следствия. ¤

В дальнейшем также понадобятся асимптотические формулы для сумм
A(U, 0), A(U, 1) и B(U, ξ), где

A(U, ξ) =
∑

S∈M(U)

f(ξ), (1.29)

B(U, ξ) =
∑

S∈M(U)

f ′S(ξ). (1.30)

Отметим, что

fS(0) =
1

n(m + n)
,

и, согласно равенству (1.14),

A(U, 0) = Ẽ(U).

Лемма 1.7. Для любого U > 2 выполняются асимптотические фор-
мулы

A(U, 1) =
log 2

ζ(2)
log U + C2 + O

(
log3 U

U1/2

)
,

B(U, ξ) = − 2 log 2

ζ(2)(ξ + 1)2

(
log U + γ − ζ ′(2)

ζ(2)

)
+ C3(ξ) + O

(
log3 U

U1/2

)
,

где

C2 =
log 2

ζ(2)

(
γ − ζ ′(2)

ζ(2)

)
+

∞∑
n=1

(
n∑′

b,m=1

δn(bm± 1) · fS(1)− log 2 · ϕ(n)

n2

)
,

C3(ξ) =
∞∑

n=1

(
n∑′

b,m=1

δn(bm± 1) · f ′S(ξ) +
2 log 2

(ξ + 1)2
· ϕ(n)

n2

)
. (1.31)

Доказательство. Из равенства
∂fS(ξ)

∂b
= − 1

n
(
(mξ + n)2( b

n
+ 1)± ξ

n

)2 (1.32)

следует, что числа

a(b,m) = fS(ξ) =
1(

(mξ + n)2( b
n

+ 1)± ξ
n

)
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при любом ξ ∈ [0, 1] удовлетворяют условиям леммы 5.14. Отсюда, как и
при доказательстве следствия 1.1, получаем

n∑′

b,m=1

δn(bm± 1) · fS(1) =

n∑′

b,m=1

δn(bm± 1)
1

( b
n

+ 1)(m + n)2
+ O

(
1

n2

)
=

= 2
ϕ(n)

n2

n∑

b,m=1

1

( b
n

+ 1)(m + n)2
+ O

(
ψ(n)

n3/2

)
= log 2 · ϕ(n)

n2
+ O

(
ψ(n)

n3/2

)
.

Поэтому, с помощью оценки (1.28), находим

A(U, 1) =
∑
n6U

(
n∑′

b,m=1

δn(bm± 1) · fS(1)− log 2 · ϕ(n)

n2

)
+ log 2

∑
n6U

ϕ(n)

n2
=

= log 2
∑
n6U

ϕ(n)

n2
+

∞∑
n=1

(
n∑′

b,m=1

δn(bm± 1) · fS(1)− log 2 · ϕ(n)

n2

)
+ O

(
log3 U

U1/2

)
.

Подставляя в последнее равенство формулу (5.4), приходим к первому
утверждению леммы.

Из равенства

f ′S(ξ) = − 2m

(mξ + n)3( b
n

+ 1)
+ O

(
1

n3

)

вытекает, что
n∑′

b,m=1

δn(bm± 1) · f ′S(ξ) = −
n∑′

b,m=1

δn(bm± 1)
2m

(mξ + n)3( b
n

+ 1)
+ O

(
1

n2

)
.

Снова применяя лемму 5.14, получаем
n∑′

b,m=1

δn(bm± 1) · f ′S(ξ) = −ϕ(n)

n2

n∑

b,m=1

2m

(mξ + n)3( b
n

+ 1)
+ O

(
ψ(n)

n3/2

)
=

= − 2 log 2

(ξ + 1)2
· ϕ(n)

n2
+ O

(
ψ(n)

n3/2

)
.

Отсюда, так же используя оценку (1.28), находим

B(U, ξ) =

=
∑
n6U

(
n∑′

b,m=1

δn(bm± 1) · f ′S(ξ) +
2 log 2

(ξ + 1)2
· ϕ(n)

n2

)
− 2 log 2

(ξ + 1)2

∑
n6U

ϕ(n)

n2
=

= C3(ξ)− 2 log 2

(ξ + 1)2

∑
n6U

ϕ(n)

n2
+ O

(
log3 U

U1/2

)
.

Вновь применяя формулу (5.4), приходим ко второму утверждению лем-
мы. ¤
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Лемма 1.8. Пусть ρ(x) = 1/2− {x} и

η(x) =
∞∑

q=1

ρ(qx)

q2
. (1.33)

Тогда выполняется равенство
∫ 1

0

η(x)

(x + 1)2
dx = log2 2− ζ(2)

4
.

Доказательство. По определению функции ρ(x)

∫ 1

0

η(x)

(x + 1)2
dx =

∞∑
q=1

1

q2

q−1∑
a=0

∫ (a+1)/q

a/q

(
1

2
+ a− qx

)
dx

(x + 1)2
=

=
∞∑

q=1

1

q

(
1

q + 1
+ . . . +

1

2q
− log 2 +

1

4q

)
= σ0 +

ζ(2)

4
.

Подставляя сюда значение суммы σ0 из формулы (1.11), приходим к утвер-
ждению леммы. ¤

Лемма 1.9. Предположим, что R, U > 2 и R — полуцелое число.
Тогда для суммы

σ1(R,U) =
∑

S∈M(U)

∑
q6R

q∑
x=1

1

q2
· fS

(
x

q

)
, (1.34)

где функция fS(t) определена равенством (1.21), справедлива асимптоти-
ческая формула

σ1(R, U) =
2 log2 2

ζ(2)
log R log U +

(
2 log2 2

ζ(2)

(
γ − ζ ′(2)

ζ(2)

)
+ C1

)
log R + C ′

1+

+
2 log2 2

ζ(2)

(
log 2 + γ − ζ(2)

2 log 2

)
log U +

1

2R
·
(

log 2

ζ(2)
log U + Ẽ0 − C2

)
+

+O

(
log3 U · log R

U1/2

)
+ O

(
log U

R2

)
,

где константа C1 определена рядом (1.27),

C ′
1 =

(
γ − ζ ′(2)

ζ(2)

)(
2 log2 2

ζ2(2)

(
γ − ζ ′(2)

ζ(2)
+ log 2− ζ(2)

2 log 2

)
+

C1

ζ(2)

)
−

− 1

ζ2(2)

∫ 1

0

η(ξ)C3(ξ) dξ +
C2

2
+

3

4
− log2 2

ζ(2)
, (1.35)

а C2 и C3(ξ) — величины из леммы 1.7.

Доказательство. Применяя лемму 5.5 к функции

g(x) =
1

(mx + nq)((a + m)x + (b + n)q)
=

1

q2
fS

(
x

q

)
,
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получаем
q∑

x=1

1

q2
fS

(
x

q

)
=

1

q

∫ 1

0

fS(t) dt +
1

2q2
(fS(1)− fS(0))− 1

q2

∫ 1

0

ρ(qt)f ′S(t) dt.

Поскольку σ(k) = 0 для целых k, то
∫ 1

0

ρ(qt)f ′S(t) dt = −1

q

∫ 1

0

σ(qt)f ′′S(t) dt ¿ 1

n2q
.

Отсюда, учитывая обозначения (1.25), (1.29), (1.30), по лемме 5.5 находим

σ1(R, U) = (log R + γ)W1(U) +
1

2

(
ζ(2)− 1

R

)
(A(U, 1)− A(U, 0))−

−
∫ 1

0

η(t)B(U, t) dt + O

(
log U

R2

)
.

Подставляя в последнее равенство асимптотические формулы для входя-
щих в нее величин из следствия 1.1, теоремы 1 (A(U, 0) = Ẽ(R)), леммы 1.7
и применяя лемму 1.8, получаем утверждение леммы. ¤

Следствие 1.2. Пусть 2 6 U 6 R. Тогда для суммы

σ∗1 =
∑

Q′6R

∑
(

a m
b n

)
∈M(U)

∑∗

Q6Q′

1

(mQ + nQ′)((a + m)Q + (b + n)Q′)

справедлива асимптотическая формула

σ∗1 =
2 log2 2

ζ2(2)
log R log U +

1

ζ(2)

(
2 log2 2

ζ(2)

(
γ − ζ ′(2)

ζ(2)

)
+ C1

)
log R+

+
2 log2 2

ζ2(2)

(
γ − ζ ′(2)

ζ(2)
+ log 2− ζ(2)

2 log 2

)
log U + C ′

1 + O

(
log4 R

U1/2

)
,

с теми же константами, что и в лемме 1.9.

Доказательство. Утверждение следствия получается, если восполь-
зоваться леммой 1.9, равенством

σ∗1 =
∑

Q′6R

∑

δ|Q′

µ(δ)

δ2

∑
(

a m
b n

)
∈M(U)

Q′/δ∑
x=1

1

(mx + nQ′/δ)((a + m)x + (b + n)Q′/δ)
=

=
∑

δ6R

µ(δ)

δ2
σ1

(
R

δ
, U

)

и учесть условие U 6 R. ¤
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1.4.2. Вычисление суммы σ∗2. Для матрицы S =
(

a m
b n

) ∈ M через
J2(a, b, m, n) будем обозначать интеграл

J2(a, b, m, n) =

∫ 1

0

log(mξ + n) dξ

(mξ + n)((a + m)ξ + (b + n))
.

Лемма 1.10. Пусть n — натуральное число. Тогда для суммы

w2(n) =

n∑′

b,m=1

δn(bm± 1) · J2

(
bm± 1

n
, b, m, n

)

справедлива асимптотическая формула

w2(n) = 2 log2 2 · ϕ(n) log n

n2
+ log2 2

(
2 + log 2− ζ(2)

log 2

)
ϕ(n)

n2
+

+O

(
ψ(n) log(n + 1)

n3/2

)
,

где, как и раньше,

ψ(n) = σ0(n) log2(n + 1).

— функция из леммы 5.14.

Доказательство. При n = 1 утверждение леммы очевидно. Поэтому
будем считать, что n > 2. Из равенства (1.22) следует, что

w2(n) =

∫ 1

0

n∑

b,m=1

δn(bm± 1)
log(mξ + n)

(1 + b
n
)(mξ + n)2

dξ + O

(
log(n + 1)

n3

)
.

Числа

a(b,m) =
log(mξ + n)

(1 + b
n
)(mξ + n)2

,

очевидно, удовлетворяют условиям (5.24). Поэтому, применяя лемму 5.14,
находим

w2(n) = 2
ϕ(n)

n2

∫ 1

0

n∑

b=1

1

1 + b
n

n∑
m=1

log(mξ + n)

(mξ + n)2
dξ + O

(
ψ(n) log(n + 1)

n3/2

)
=

= 2 log 2
ϕ(n)

n

∫ 1

0

dξ

∫ n

0

log(xξ + n)

(xξ + n)2
dx + O

(
ψ(n) log(n + 1)

n3/2

)
=

= 2 log 2
ϕ(n)

n2

∫ 1

0

dξ

∫ 1

0

log n + log(zξ + 1)

(zξ + 1)2
dz + O

(
ψ(n) log(n + 1)

n3/2

)
.
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Для завершения доказательства осталось заметить, что:
∫ 1

0

∫ 1

0

dξ dz

(zξ + 1)2
=

∫ 1

0

dz

z + 1
= log 2,

∫ 1

0

∫ 1

0

log(zξ + 1) dξ dz

(zξ + 1)2
=

∫ 1

0

z − log(z + 1)

z(z + 1)
dz =

=

(
log(1 + z) +

log2(1 + z)

2
+ Li2(−z)

)∣∣∣∣
1

z=0

=
log 2

2

(
2 + log 2− ζ(2)

log 2

)
.

Подставляя их в формулу для w2(n), приходим к утверждению леммы. ¤

Аналогично следствию 1.1, из лемм 5.8 и 1.10 вытекает следующее
утверждение.

Следствие 1.3. При любом действительном U > 2 для суммы

W2(U) =
∑

(
a m
b n

)
∈M(U)

J2(a, b,m, n) (1.36)

справедлива асимптотическая формула

W2(U) =
log2 2

ζ(2)
log2 U +

log2 2

ζ(2)

(
2 + log 2− ζ(2)

log 2

)
log U + C4 + O

(
log4 U

U1/2

)
,

где

C4 =
log2 2

ζ(2)

(
2 + log 2− ζ(2)

log 2

)(
γ − ζ ′(2)

ζ(2)

)
+ 2 log2 2 · C0 + C ′

4,

C0 — константа из леммы 5.8 и C ′
4 — сумма ряда

C ′
4 =

∞∑
n=1

(
w2(n)− 2 log2 2 · ϕ(n)

n2

(
log n + 2 + log 2− ζ(2)

log 2

))
. (1.37)

Лемма 1.11. Пусть 2 6 U 6 R. Тогда для суммы σ∗2, заданной равен-
ством (1.19), справедлива асимптотическая формула

σ∗2 =
log2 2

ζ2(2)
· log2 U +

log2 2

ζ2(2)

(
2 + log 2− ζ(2)

log 2

)
log U +

C4

ζ(2)
+

+O

(
log4 R

U1/2

)
+ O

(
U log R

R

)
,

где C4 — константа из следствия 1.3.
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Доказательство. Применяя к внутренней сумме по переменной Q
лемму 5.7, находим

σ∗2 =
∑

(
a m
b n

)
∈M(U)

∑

Q′6R

∑∗

Q6Q′

[mQ + nQ′ > R]

(mQ + nQ′)((a + m)Q + (b + n)Q′)
=

=
∑

(
a m
b n

)
∈M(U)

∑

Q′6R

ϕ(Q′)
Q′

∑

Q6Q′

[mQ + nQ′ > R]

(mQ + nQ′)((a + m)Q + (b + n)Q′)
+

+ O

(
U log R

R

)
.

Переходя от суммы по переменной Q к интегралу и делая замену пере-
менной Q = ξQ′, получаем

σ∗2 =
∑

(
a m
b n

)
∈M(U)

∑

Q′6R

ϕ(Q′)
(Q′)2

∫ 1

0

[mξ + n > R/Q′] dξ

(mξ + n)((a + m)ξ + b + n)
+ O

(
U log R

R

)
.

Далее, так как
∑

Q′6R

ϕ(Q′)
(Q′)2

[mξ + n > R/Q′] =
∑

δ6R

µ(δ)

δ2

∑

Q′6R/δ

[mξ + n > R/(δQ′)]
Q′ =

=
∑

δ6R

µ(δ)

δ2

(
log(mξ + n) + O

(
nδ

R

))
=

log(mξ + n)

ζ(2)
+ O

(
n log R

R

)
,

то

σ∗2 =
1

ζ(2)

∑
(

a m
b n

)
∈M(U)

∫ 1

0

log(mξ + n) dξ

(mξ + n)((a + m)ξ + (b + n))
+ O

(
U log R

R

)
=

=
1

ζ(2)
W2(U) + O

(
U log R

R

)
.

Применяя следствие 1.3, приходим к утверждению леммы. ¤

1.4.3. Вычисление суммы σ∗3. Рассмотрим сначала вспомогатель-
ную сумму

G(ξ) =
∑

n6ξ

∑
m6n

1

m

((
1

n
− 1

m + n

)(
log

ξ

n
− 1

)
+

1

m + n
log

m + n

n

)
−

−
∑

n6ξ

∑
m6n

[m + n > ξ]
1

m

(
1

ξ
− 1

m + n

(
log

ξ

m + n
+ 1

))
. (1.38)

Лемма 1.12. При ξ > 2

G(ξ) =
log 2

2
log ξ (log ξ + 2H0) + CG + O

(
log2 ξ

ξ

)
,
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где CG — некоторая абсолютная постоянная и

H0 =
log 2

2
+ γ − 1.

Доказательство. Перепишем сумму G(ξ) в виде

G(ξ) = (log ξ − 1) · Φ(ξ)−G1(ξ) + G2(ξ)−G3(ξ)−G4(ξ), (1.39)

где

G1(ξ) =
∑

n6ξ

∑
m6n

log n

n(m + n)
,

G2(ξ) =
∑

n6ξ

∑
m6n

1

m(m + n)
log

m + n

n
,

G3(ξ) =
∑

n6ξ

∑
m6n

[m + n > ξ]

m

(
1

ξ
− 1

m + n

)
,

G4(ξ) =
∑

n6ξ

∑
m6n

[m + n > ξ]

m(m + n)
log

m + n

ξ
,

и Φ(ξ) определено равенством (1.7).
Для вычисления суммы G1(ξ) воспользуемся формулой (5.3):

G1(ξ) =
∑

n6ξ

log n

n

(∑
m6n

1

m + n
− log 2

)
+ log 2

∑

n6ξ

log n

n
=

= log 2

(
log2 ξ

2
+ γ1

)
+ C5 + O

(
log ξ

ξ

)
=

=
log 2

2
· log2 ξ + CG1 + O

(
log ξ

ξ

)
, (1.40)

где

C5 =
∞∑

n=1

log n

n

(∑
m6n

1

m + n
− log 2

)
, CG1 = γ1 · log 2 + C5.

Для вычисления G2(ξ) заметим, что, согласно лемме 5.9 и равенству (5.3),

∑
m6n

(
1

m
− 1

m + n

)
log

m + n

n
=

1

2
(ζ(2)− log2 2) + O

(
log(n + 1)

n

)
.
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Поэтому

G2(ξ) =
1

2
(ζ(2)− log2 2)

∑

n6ξ

1

n
+

+
∑

n6ξ

1

n

(∑
m6n

(
1

m
− 1

m + n

)
· log

m + n

n
− ζ(2)− log2 2

2

)
=

=
1

2
(ζ(2)− log2 2)(log ξ + γ) + CG2 + O

(
log ξ

ξ

)
, (1.41)

где

CG2 =
∞∑

n=1

1

n

(∑
m6n

(
1

m
− 1

m + n

)
· log

m + n

n
− ζ(2)− log2 2

2

)
.

Сумму G3(ξ) представим в виде

G3(ξ) = G3,1(ξ) + G3,2(ξ),

где

G3,1(ξ) =
1

ξ

∑

n6ξ

∑
m6n

[m + n > ξ]

m
, G3,2(ξ) =

∑

n6ξ

∑
m6n

[m + n > ξ]

m(m + n)
.

После перемены порядка суммирования в сумме G3,1(ξ) находим

G3,1(ξ) =
1

ξ

∑

m6ξ/2

1

m

∑

ξ−m<n6ξ

1 +
1

ξ

∑

ξ/2<m6ξ

1

m

∑

m6n6ξ

1 =

= log 2 + O

(
log ξ

ξ

)
.

Аналогично,

G3,2(ξ) =
∑

m6ξ/2

1

m

∑

ξ−m<n6ξ

1

m + n
+

∑

ξ/2<m6ξ

1

m

∑

m6n6ξ

1

m + n
=

= Z1(ξ)− log ξ(log ξ + γ)− log2 2

2
+ O

(
log ξ

ξ

)
,

где Z1(ξ) определено в условии леммы 5.9. Подставляя сюда асимптотиче-
скую формулу для Z1(ξ) из леммы 5.9, получаем

G3,2(ξ) =
1

2
(ζ(2)− log2 2) + O

(
log ξ

ξ

)
,

G3(ξ) = CG3 + O

(
log ξ

ξ

)
, (1.42)

где

CG3 = log 2− 1

2
(ζ(2)− log2 2).
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В сумме G4(ξ) также переменим порядок суммирования:

G4(ξ) =
∑

m6ξ/2

1

m

∑

ξ−m6n6ξ

log(m + n)− log ξ

m + n
+

+
∑

ξ/2<m6ξ

1

m

∑

m6n6ξ

log(m + n)− log ξ

m + n
+ O

(
log ξ

ξ

)
.

Внутренние суммы по переменной n заменим интегралами:

G4(ξ) =
∑

m6ξ/2

1

m

(
log2(m + ξ)− log2 ξ

2
− log ξ · log

m + ξ

ξ

)
+

+
∑

ξ/2<m6ξ

1

m

(
log2(m + ξ)− log2(2m)

2
− log ξ · log

m + ξ

2m

)
+ O

(
log ξ

ξ

)
=

=
∑

m6ξ

1

m

(
log2(m + ξ)

2
− log ξ · log(m + ξ)

)
+

log2 ξ

2

∑

m6ξ/2

1

m
+

+
∑

ξ/2<m6ξ

1

m

(
log ξ · log(2m)− log2(2m)

2

)
+ O

(
log ξ

ξ

)
.

Используя суммы Z1(ξ), Z3(ξ) из леммы 5.9 и равенство (5.3), перепишем
G4(ξ) в виде

G4(ξ) =
1

2
Z3(ξ)− log ξ · Z1(ξ) +

1

2
log3 ξ +

γ

2
log2 ξ − log3 2

6
+ O

(
log2 ξ

ξ

)
.

Пользуясь асимптотическими формулами для Z1(ξ) и Z3(ξ) из леммы 5.9,
находим

G4(ξ) =
ζ(3)

8
− log3 2

6
+ O

(
log2 ξ

ξ

)
= CG4 + O

(
log2 ξ

ξ

)
. (1.43)

Подставляя (1.40)–(1.43) в (1.39) и применяя лемму 1.3, приходим к нуж-
ной формуле для G(ξ). ¤

Лемма 1.13. Пусть 2 6 U 6 R. Тогда для суммы σ∗3, заданной равен-
ством (1.20), справедлива асимптотическая формула

σ∗3 =
log2 2

ζ2(2)
· log

R

U

(
log

R

U
+ 2H

)
+ C6 + O

(
log4 R

U1/2

)
+ O

(
U log3 R

R

)
,

где
H = γ − ζ ′(2)

ζ(2)
+

log 2

2
− 1, (1.44)

и C6 — абсолютная постоянная.

Доказательство. Так как для любой матрицы
(

a m
b n

) ∈M
1

(a + m)Q + (b + n)Q′ −
1

( bm
n

+ m)Q + (b + n)Q′ ¿
1

n3Q′
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и ∑

Q′6R

∑∗

Q6Q′

∑
(

a m
b n

)
∈M

n>U

1

n4(Q′)2
¿ log R

U2
,

то сумму σ∗3 можно переписать в виде

σ∗3 =
∑

Q′6R1

∑∗

Q6Q′

∑
n>U

n∑

b,m=1

δn(bm± 1)
[mQ + nQ′ 6 R]

(b/n + 1)(mQ + nQ′)2
+ O

(
log R

U2

)
,

где R1 = R/U . Числа

a(b,m) =
1

(b/n + 1)(mQ + nQ′)2
,

а вместе с ними и

a(b,m) =
[mQ + nQ′ 6 R]

(b/n + 1)(mQ + nQ′)2
,

удовлетворяют условиям (5.24). Поэтому, применяя лемму 5.14 и оцен-
ку (1.28), находим

σ∗3 = 2
∑

Q′6R1

∑∗

Q6Q′

∑
n>U

ϕ(n)

n

n∑

b=1

1

b + n

n∑
m=1

[mQ + nQ′ 6 R]

(mQ + nQ′)2
+ O

(
log4 R

U1/2

)
.

Далее, по формуле (1.24)

σ∗3 = 2 log 2 · σ∗4 + O

(
log4 R

U1/2

)
, (1.45)

где

σ∗4 =
∑

Q′6R1

∑∗

Q6Q′

∑
n>U

ϕ(n)

n

n∑
m=1

[mQ + nQ′ 6 R]

(mQ + nQ′)2
=

=
∑

Q′6R1

∑∗

Q6Q′

∑

U<n6 R
Q+Q′

ϕ(n)

n

n∑
m=1

1

(mQ + nQ′)2
+

+
∑

Q′6R1

∑∗

Q6Q′

∑

max
n

U, R
Q+Q′

o
<n6 R

Q′

ϕ(n)

n

∑

m6 R−nQ′
Q

1

(mQ + nQ′)2
.

Заменяя внутренние суммы по переменной m на соответствующие инте-
гралы, получаем

σ∗4 =
∑

Q′6R1

∑∗

Q6Q′

∑

U<n6 R
Q+Q′

ϕ(n)

n
· 1

Q

(
1

nQ′ −
1

nQ + nQ′

)
+

+
∑

Q′6R1

∑∗

Q6Q′

∑

max
n

U, R
Q+Q′

o
<n6 R

Q′

ϕ(n)

n
· 1

Q

(
1

nQ′ −
1

R

)
+ O

(
log R

U

)
.
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Далее, выражая ϕ(n) через функцию Мёбиуса и освобождаясь от условия
взаимной простоты на переменные Q и Q′, получаем следующее представ-
ление для суммы σ∗4 = σ∗4(R, U):

σ∗4(R,U) =
∑

d16R/U

∑

d26R/d1

µ(d1) µ(d2)

d2
1d

2
2

σ4

(
R

d1d2

,
U

d2

)
+ O

(
log R

U

)
, (1.46)

где

σ4(R,U) =
∑

Q′6R/U

∑

Q6Q′

∑

U<n6 R
Q+Q′

1

nQ

(
1

Q′ −
1

Q + Q′

)
+

+
∑

Q′6R/U

∑

Q6Q′

∑

max
n

U, R
Q+Q′

o
<n6 R

Q′

1

nQ

(
1

Q′ −
n

R

)
.

Заменяя суммы по переменной n на интегралы, находим

σ4(R, U) = G(R/U) + O

(
log2 R

U

)
,

где G(ξ) задается равенством (1.38). По лемме 1.12

σ4(R, U) =
log 2

2
log

R

U

(
log

R

U
+ 2H0

)
+ CG + O

(
U log2 R

R

)
+ O

(
log2 R

U

)
.

Подставляя эту формулу в (1.46), получаем следующее представление для
суммы σ∗4(R,U):

σ∗4(R, U) =
log 2

2ζ2(2)
log

R

U

(
log

R

U
+ 2H

)
+C∗

4 +O

(
log3 R

U

)
+O

(
U log3 R

R

)
,

где C∗
4 — абсолютная константа, и H задано равенством (1.44). Подставляя

асимптотическую формулу для суммы σ∗4 в (1.45), приходим к утвержде-
нию леммы. ¤

1.5. Асимптотическая формула для дисперсии

Доказательство теоремы 2 . Объединяя результаты следствия 1.2,
лемм 1.11 и 1.13, для суммы σ∗(R) = σ∗1 − σ∗2 + σ∗3 получаем асимптотиче-
скую формулу

σ∗(R) =
log2 2

ζ2(2)
log2 R +

log R

ζ(2)

(
2 log2 2

ζ(2)

(
2γ − 2

ζ ′(2)

ζ(2)
+

log 2

2
− 1

)
+ C1

)
+

+C6 + C ′
1 −

C4

ζ(2)
+ O

(
U log3 R

R

)
+ O

(
log4 R

U1/2

)
. (1.47)
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Выбирая U = R2/3 log R и применяя леммы 1.4, 1.5 приходим к утвержде-
нию теоремы с константами

D̃1 =
8 log2 2

ζ2(2)

(
γ − ζ ′(2)

ζ(2)
− log 2

2
− 1

)
+

4

ζ(2)

(
C1 +

3 log 2

2

)
, (1.48)

D̃0 = 4

(
C6 + C ′

1 −
C4

ζ(2)

)
−

(
2 log 2

ζ(2)

(
γ − ζ ′(2)

ζ(2)
+ log 2

)
− 3

2

)2

+
1

2
,

где C1, C ′
1, C4 определены соответственно равенствами (1.27), (1.35), (1.37),

и C6 — константа из леммы 1.13. ¤
Замечание 1.3. Равенство (1.47) из доказательства теоремы 2 дает

асимптотическую формулу с тремя значащими членами для суммы из
(1.17).

Замечание 1.4. Константа C1, определенная равенством (1.27), воз-
никает также при усреднении E(α, R) по мере Гаусса

1

log 2

∫
dα

1 + α
.

Действительно, непосредственные вычисления, основанные на пред-
ставлении (1.13), приводят к равенству

1

log 2

∫ 1

0

E(α, R) · dα

1 + α
=

1

log 2
·W1(R),

где W1(R) — сумма определенная формулой (1.25). Значит, согласно след-
ствию 1.1,

1

log 2

∫ 1

0

E(α, R) · dα

1 + α
=

2 log 2

ζ(2)

(
log R + γ − ζ ′(2)

ζ(2)

)
+

C1

log 2
+O

(
R−1/2+ε

)
.



ГЛАВА 2

Асимптотическое поведение первого и второго
моментов для числа шагов в алгоритме Евклида

В данной главе вопрос о поведении математического ожидания

E(R) =
2

[R]([R] + 1)

∑

d6R

∑

c6d

s(c/d) (2.1)

и дисперсии

D(R) =
2

[R]([R] + 1)

∑

d6R

∑

c6d

(s(c/d)− E(R))2 . (2.2)

сводится к исследованию двух неравенств, второй и третьей степени соот-
ветственно.

Первое из них —
kQ + lQ′ 6 R, (2.3)

где
1 6 k 6 l, 1 6 Q 6 Q′, (Q,Q′) = 1

линейно относительно двух групп переменных — {k, l} и {Q,Q′}.
Поскольку для любого решения l ·Q′ 6 R, то либо Q′ 6 [

√
R]+1/2, либо

l 6
√

R + 1. В первом случае неравенство сначала решается относительно
неизвестных k, l, а во втором — относительно Q, Q′.

Второе неравенство

k(aQ + bQ′) + l(mQ + nQ′) 6 R, (2.4)

в котором

1 6 k 6 l, 1 6 Q 6 Q′, (Q,Q′) = 1,

(
a m
b n

)
∈M.

линейно уже относительно трех наборов переменных — {k, l}, {Q,Q′} и
{a, b, m, n}. Его решения разбиваются на три группы:

1) n 6 U , Q′ 6 U0;
2) n 6 U , Q′ > U0;
3) n > U ,

где U = R3/4 log−1/4 R и U0 = [R1/2U−1/2]+1/2. Каждая из них исследуется
отдельно.

Кроме того, при подсчете числа решений неравенства (2.4) возникает
необходимость в анализе вспомогательного неравенства второй степени

(αm + n)(βk + l) 6 R

48
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с неизвестными
1 6 k 6 l, 1 6 m 6 n.

Оно также линейно относительно двух наборов переменных {m,n}, {k, l}
и исследуется аналогично неравенству (2.3).

Доказательство теоремы 4 дает следующую формулу для вычисления
константы Хенсли D1:

D1 =
8 log2 2

ζ2(2)

(
γ − ζ ′(2)

ζ(2)
− log 2

2
− 1

)
+

4

ζ(2)

(
C1 +

3 log 2

2

)
,

где C1 определено равенством (1.27).
Компьютерные вычисления дают следующее приближенное значение

константы D1, которое согласуется с результатами статьи [61]:
D1 = 0.51606 . . .

Настоящая глава основана на работах [29, 30].

2.1. О математическом ожидании и дисперсии

В следующей лемме для рациональных чисел r ∈ (0, 1] будет исполь-
зоваться (однозначное) разложение в цепную дробь с единицей на конце:

r = [0; t1, . . . , ts, 1] (s > 0).

Оно удобнее канонического разложения тем, что единообразно описывает
все такие числа, включая r = 1.

Лемма 2.1. Пусть c и d — натуральные числа, 1 6 c 6 d и
c

d
= [0; t1, . . . , ts−1, ts, 1] (s > 0). (2.5)

Тогда:
1) уравнение

S ·
(

k
l

)
=

(
c
d

)
, (2.6)

в котором неизвестными являются числа k, l ∈ N (k 6 l) и матрица
S ∈M, имеет s решений;

2) уравнение

S1 · S2 ·
(

k
l

)
=

(
c
d

)
(2.7)

имеет s(s− 1)/2 решений относительно неизвестных

k, l ∈ N, 1 6 k 6 l, S1, S2 ∈M.

Доказательство. Если k/l = [0; q1, . . . , qm, 1] (m > 0),

S =

(
0 1
1 z1

)
. . .

(
0 1
1 zn

)

и числа c, d определены равенством (2.6), то
c

d
= [0; z1, . . . , zn, q1, . . . , qm, 1]
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(см. лемму 1.1 и свойство 5◦ множества M). Поэтому из условий (2.5),
(2.6) и леммы 1.1 вытекает, что для некоторого j (1 6 j 6 s)

S =

(
0 1
1 t1

)
. . .

(
0 1
1 tj

)
,

k

l
= [0; tj+1, . . . , ts, 1].

Значит, количество решений уравнения (2.6) совпадает с числом способов,
которыми можно выбрать j в пределах от 1 до s и равно s.

Аналогично из условий (2.5) и (2.7) следует, что для некоторых j и r
таких, что 1 6 j < r 6 s, выполняются равенства

S1 =

(
0 1
1 t1

)
. . .

(
0 1
1 tj

)
, S2 =

(
0 1
1 tj+1

)
. . .

(
0 1
1 tr

)
,

k

l
= [0; tr+1, . . . , ts, 1].

Поэтому количество решений уравнения (2.7) равно числу пар (j, r) таких,
что 1 6 j < r 6 s, то есть s(s− 1)/2. Лемма доказана. ¤

Замечание 2.1. Пусть в равенстве (2.6) S =
(

a m
b n

)
. Тогда из доказа-

тельства п. 1) леммы 2.1 следует неравенство

s1

(
ak + ml

bk + nl

)
¿ s1

(m

n

)
+ s1

(
k

l

)
,

где s1(r) — сумма неполных частных числа r.

Для действительного R > 1 положим

L1(R) =
∑

d6R

∑

c6d

s(c/d), L2(R) =
∑

d6R

∑

c6d

s2(c/d).

Тогда, в соответствии с (2.1) и (2.2),

E(R) =
2

[R]([R] + 1)
· L1(R), (2.8)

D(R) =
2

[R]([R] + 1)
· L2(R)− E2(R). (2.9)

Поэтому, чтобы доказать основные результаты (0.12) и (0.13), для сумм
L1(R) и L2(R) нужно получить асимптотические формулы с двумя и тремя
значащими членами соответственно.

Через λ(d) обозначим число решений уравнения

kQ + lQ′ = d

относительно неизвестных k, l, Q и Q′ таких, что

1 6 k 6 l, 1 6 Q 6 Q′, (Q,Q′) = 1. (2.10)

Через N∗(R) обозначим число решений неравенства

kQ + lQ′ 6 R (2.11)

относительно неизвестных k, l, Q, Q′, связанных условиями (2.10); други-
ми словами

N∗(R) =
∑

d6R

λ(d).
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Соответственно, через M∗(R) обозначим число решений неравенства

k(aQ + bQ′) + l(mQ + nQ′) 6 R, (2.12)

в котором

1 6 k 6 l, 1 6 Q 6 Q′, (Q,Q′) = 1,

(
a m
b n

)
∈M. (2.13)

Следующее утверждение сводит задачу о подсчете величин E(R) и
D(R) к исследованию неравенств (2.11) и (2.12).

Лемма 2.2. Пусть R > 1. Тогда

L1(R) = 2N∗(R)−
[
R

2

]
·
[
R + 1

2

]
, (2.14)

L2(R) = 4M∗(R) +

[
R

2

]
·
[
R + 1

2

]
. (2.15)

Доказательство. Из первого пункта леммы 2.1 вытекает, что сумма
∑

c6d

s(c/d)

равна числу решений уравнения
(∗ ∗

Q Q′

)(
k
l

)
=

(∗
d

)
, (2.16)

где (∗ ∗
Q Q′

)
∈M, 1 6 k 6 l.

Если Q′ > 2, то по свойству 5◦ множестваM для пары (Q,Q′) существует
ровно две пары чисел (P, P ′), которые дополняют вторую строку (Q,Q′)
до матрицы из M. Значит, в этом случае число решений уравнения (2.16)
равно 2λ(d). Если же Q′ = 1, то Q = 1, и число решений уравнения (2.16)
совпадает с числом решений уравнения k + l = d, где 1 6 k 6 l, то есть
равно [d/2].

Таким образом,
∑

d6R

∑

c6d

s(c/d) =
∑

d6R

(
2λ(d)−

[
d

2

])
=

= 2
∑

d6R

λ(d)−
[
R

2

]
·
[
R + 1

2

]
= 2N∗(R)−

[
R

2

]
·
[
R + 1

2

]
.

Что доказывает первое утверждение леммы.
Для доказательства равенства (2.15) заметим, что по лемме 2.1 сумма

1

2

∑

c6d

s(c/d)(s(c/d)− 1)
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совпадает с числом решений уравнения
(∗ ∗

Q Q′

)(
a m
b n

)(
k
l

)
=

(∗
d

)
,

или ( ∗ ∗
aQ + bQ′ mQ + nQ′

)(
k
l

)
=

(∗
d

)
, (2.17)

где (∗ ∗
Q Q′

)
,

(
a m
b n

)
∈M, 1 6 k 6 l.

Если Q′ > 2, то по свойству 5◦ множества M число решений уравне-
ния (2.17) равно удвоенному числу решений уравнения

k(aQ + bQ′) + l(mQ + nQ′) = d

с ограничениями (2.13). Если же Q′ = 1, то Q = 1, S =
(

0 1
1 1

)
, и уравне-

ние (2.17) имеет вид
(

0 1
1 1

)(
a m
b n

)(
k
l

)
=

(∗
d

)
или

( ∗ ∗
a + b m + n

)(
k
l

)
=

(∗
d

)
. (2.18)

По свойству 5◦ (см. равенство (1.6)) множество пар (a+b,m+n) совпадает
с множеством всех пар (Q,Q′) таких, что 1 6 Q < Q′ и (Q,Q′) = 1.
Следовательно, уравнение (2.18) может быть записано в виде

kQ + lQ′ = d,

где

1 6 k 6 l, 1 6 Q < Q′, (Q,Q′) = 1.

Число решений такого уравнения равно λ(d)− [d/2]. Значит,

1

2

∑

d6R

∑

c6d

s(c/d)(s(c/d)− 1) = 2M∗(R)−
∑

d6R

(
λ(d)−

[
d

2

])
=

= 2M∗(R)−N∗(R) +

[
R

2

]
·
[
R + 1

2

]
.

Отсюда

L2(R) = 4M∗(R) + L1(R)− 2N∗(R) + 2

[
R

2

]
·
[
R + 1

2

]
.

Подставляя в последнюю формулу значение L1(R) из (2.14), получаем
нужную формулу для суммы L2(R). ¤
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2.2. Предварительные вычисления

Определим четыре суммы

σ1(α, R) =
∑
n6R

n∑
m=1

[αm + n 6 R]

(αm + n)2
, (2.19)

σ2(α,R) =
∑
n6R

n∑
m=1

1

(αm + n)2
, (2.20)

σ3(α, R) =
∑
n6R

n∑
m=1

[αm + n 6 R], (2.21)

σ4(α, R) =
∑
n6R

n∑
m=1

[αm + n 6 R]

αm + n
. (2.22)

Как и раньше, через η(x) будем обозначать функцию

η(x) =
∞∑

n=1

ρ(nx)

n2
,

где ρ(x) = 1/2− {x}.

Лемма 2.3. Пусть R > 1. Тогда

σ1(α, R) =
1

α + 1

(
log R + c1(α) +

α

R

(
ρ(R) +

1

2

))
+ O

(
1

R2

)
,

σ2(α, R) =
1

α + 1

(
log R + c2(α) +

1

2R

(
ρ(R) +

α2 + 2α

α + 1

))
+ O

(
1

R2

)
,

где

c1(α) =
log(α + 1)

α
− ζ(2)

2
· α2 + 2α

α + 1
+ γ − 1 + 2α(α + 1)

∫ 1

0

η(ξ)

(αξ + 1)3
dξ,

(2.23)

c2(α) = c1(α)− log(α + 1)

α
+ 1.

Кроме того, для рационального α ∈ (0, 1] со знаменателем q(α)

σ3(α,R) =
R2

2(α + 1)
− αR

2(α + 1)
+ O

((
R

q(α)
+ 1

)
s1(α)

)
,

σ4(α,R) =
R

α + 1
− α log R

2(α + 1)
+ O

((
log(R + 1)

q(α)
+ 1

)
s1(α)

)
.
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Доказательство. Для вычисления σ1(α,R) воспользуемся леммой 5.5:

σ1(α,R) =
∑

n6 R
α+1

∑
m6n

1

(αm + n)2
+

∑
R

α+1
<n6R

∑

m6 R−n
α

1

(αm + n)2
=

=
∑

n6 R
α+1

(∫ n

0

dx

(αx + n)2
+

1

2n2

(
1

(α + 1)2
− 1

)
+ 2α

∫ n

0

ρ(x) dx

(αx + n)3

)
+

+
∑

R
α+1

<n6R

(∫ (R−n)/α

0

dx

(αx + n)2
+

ρ(R)

R
− 1

2n2

)
+ O

(
1

R2

)
=

=
1

α + 1

(
log R + c1(α) +

α

R

(
ρ(R) +

1

2

))
+ O

(
1

R2

)
.

Аналогично

σ2(α,R) =
∑
n6R

(∫ n

0

dx

(αx + n)2
+

1

2n2

(
1

(α + 1)2
− 1

)
+ 2α

∫ n

0

ρ(x) dx

(αx + n)3

)
=

=
1

α + 1

(
log R + c2(α) +

1

2R

(
ρ(R) +

α2 + 2α

α + 1

))
+ O

(
1

R2

)
.

Очевидно, что σ3(α, R) можно переписать в виде

σ3(α,R) =
∑

n6 R
α+1

n +
∑

R
α+1

<n6R

[
R− n

α

]
.

Применяя ко второй сумме лемму 5.3, находим

σ3(α, R) =
∑
n6R

f(n)− αR

2(α + 1)
+ O

((
R

q(α)
+ 1

)
s1(α)

)
,

где f(n) = min
{
n, R−n

α

}
. Применяя к сумме значений функции f(n) на

каждом из отрезков линейности лемму 5.5, получаем требуемую формулу
для σ3(α, R).

Чтобы доказать асимптотическую формулу для суммы σ4(α, R) пред-
положим, что 1 6 λ1 6 λ2 6 . . . 6 λP < R — значения, которые принимает
форма αm + n, когда 1 6 m 6 n, αm + n 6 R. Тогда

σ4(α,R) =
P∑

j=1

1

λj

.

Применим к этой сумме преобразование Абеля в интегральной форме
P∑

j=1

aj · g(λj) = A(λP ) · g(λP )−
∫ λP

λ1

A(t)g′(t) dt,

где
A(t) =

∑

λj6t

aj
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(см. лемму 5.6 приложения). Для этого выберем aj = 1 (j = 1, . . . , P ),
g(t) = 1/t. Тогда A(t) = σ3(α, t) и

σ4(α,R) =
σ3(α, λP )

λP

+

∫ λP

λ1

σ3(α, t)

t2
dt.

Далее, так как λ1 > 1, λP − R ¿ 1, σ3(α,R) ¿ R2 и σ3(α, λP ) = σ3(α, R),
то

σ4(α,R) =
σ3(α,R)

R
+

∫ R

1

σ3(α, t)

t2
dt + O(1) =

=
R

α + 1
− α

2(α + 1)
log R + O

((
log(R + 1)

q(α)
+ 1

)
s1(α)

)
.

Лемма доказана. ¤
Лемма 2.4. Для функции c1(α), заданной равенством (2.23) справед-

ливо соотношение ∫ 1

0

c1(α)

α + 1
dα = log 2

(
γ − 1 +

log 2

2

)
. (2.24)

Доказательство. Если F (x) =
∫

f(x) dx, то
∫ 1

0

ρ(nx)f(x) dx = n

∫ 1

0

F (x) dx−
n∑′

k=0

F

(
k

n

)

(здесь штрих в сумме означает, что при k = 0 и при k = n слагаемые
берутся с коэффициентом 1/2). Таким образом, вычисление интеграла
с функцией η(ξ) сводится к лемме 1.8. Остальные интегралы считаются
непосредственно. ¤

Напомним, что для матрицы S =
(

a m
b n

) ∈ M через fS(t) обозначается
функция

fS(t) =
1

(mt + n)((a + m)t + (b + n))
. (2.25)

Для действительного U > 1 рассмотрим сумму

W3(U) =
∑

S∈M(U)

∫ 1

0

c1

(
at + b

mt + n

)
· fS(t) dt. (2.26)

Лемма 2.5. При U > 2

W3(U) =
2 log2 2

ζ(2)

(
γ − 1 +

log 2

2

)
log U + C ′′

3 + O

(
log3 U

U1/2

)
,

где C ′′
3 — абсолютная константа.

Доказательство. Запишем сумму W3(U) в виде

W3(U) =
∑
n6U

w3(n),
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где

w3(n) =

n∑′

b,m=1

δn(bm± 1)

∫ 1

0

c1

(
at + b

mt + n

)
dt

(mt + n)((a + m)t + (b + n))
=

=

n∑′

b,m=1

δn(bm± 1)c1

(
b

n

) ∫ 1

0

dt(
b
n

+ 1
)
(mt + n)2

+ O

(
1

n3

)
.

(Напомним, что штрих в суммах вида
n∑′

b,m=1

δn(bm± 1) · . . .

означает, что при n = 1 из двух знаков в символе ± выбирается знак
“минус”, а при n > 1 оба знака берутся независимо; под a в таких суммах
будет подразумеваться дробь bm±1

n
.)

К возникшей двойной сумме нельзя непосредственно применить лем-
му 5.14. Однако, в силу ограниченности c1(α) и c′1(α), каждая из сумм

n∑′

b,m=1

δn(bm± 1)

∫ 1

0

dt(
b
n

+ 1
)
(mt + n)2

· C ′
0,

n∑′

b,m=1

δn(bm± 1)

∫ 1

0

dt(
b
n

+ 1
)
(mt + n)2

(
C ′

0 + c1

(
b

n

))

при достаточно большом C ′
0 удовлетворяет условиям леммы 5.14. Следо-

вательно,

w3(n) =2
ϕ(n)

n2

n∑

b,m=1

c1

(
b

n

) ∫ 1

0

dt(
b
n

+ 1
)
(mt + n)2

+ O

(
ψ(n)

n3/2

)
=

=2 log 2
ϕ(n)

n2

∫ 1

0

c1(α)

α + 1
dα + O

(
ψ(n)

n3/2

)
.

Далее, по формуле (2.24),

w3(n) = 2 log2 2

(
γ − 1 +

log 2

2

)
ϕ(n)

n2
+ O

(
ψ(n)

n3/2

)
.

Отсюда

W3(U) = 2 log2 2

(
γ − 1 +

log 2

2

) ∑
n6U

ϕ(n)

n2
+ C ′

3 + O

(
log3 U

U1/2

)
,

где

C ′
3 =

∞∑
n=1

(
w3(n)− 2 log2 2

(
γ − 1 +

log 2

2

)
ϕ(n)

n2

)
.

Подстановка в полученное равенство соотношения (5.4) завершает дока-
зательство леммы. ¤
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Лемма 2.6. Пусть R,U > 2. Тогда для суммы

W4(R,U) =

=
∑

(
a m
b n

)
∈M(U)

∑

l6R

∑

k6l

(
R

bk + nl
−max

{
1,

R

(a + b)k + (m + n)l

})
[bk + nl 6 R]

справедлива асимптотическая формула

W4(R,U) =
log 2

2ζ(2)
R2 log U + C5 ·R2 + O(R2U−1/2 log3 U) + O(RU log2 U),

где C5 — абсолютная константа.

Доказательство. Перепишем сумму W4(R, U) в виде

W4(R,U) =
∑

(
a m
b n

)
∈M(U)

(
σ5

(
b

n
,
R

n

)
− σ5

(
a + b

m + n
,

R

m + n

))
,

где, в обозначениях (2.21), (2.22)

σ5(α, R) = R · σ4(α, R)− σ3(α, R) =
R2

2(α + 1)
+ O

((
R3/2

q(α)
+ R

)
s1(α)

)
.

Значит, по лемме 5.4 (с учётом обозначения (1.29)),

W4(R, U) =
∑

(
a m
b n

)
∈M(U)

(
R2

2n(b + n)
− R2

2(m + n)(a + b + m + n)

)
+

+
∑

(
a m
b n

)
∈M(U)

O

((
R3/2

n5/2
+

R

n

)
s1

(
b

n

))
=

=
R2

2
(A(U, 0)− A(U, 1)) + O(R3/2) + O(RU log2 U).

Подставляя в последнее равенство асимптотические формулы для A(U, 1)

из леммы 1.7 и A(U, 0) = Ẽ(R) из теоремы 1, и замечая, что

R3/2 ¿ RU + R2U−1/2,

приходим к требуемой формуле для W4(R,U). ¤

Лемма 2.7. Пусть R,U > 2. Тогда для сумм

W5(R, U) =
∑

(
a m
b n

)
∈M(U)

∑

Q′6R

∑

Q6Q′

1

mQ + nQ′ , (2.27)

W6(R, U) =
∑

(
a m
b n

)
∈M(U)

∑

Q′6R

∑

Q6Q′

1

(a + m)Q + (b + n)Q′ , (2.28)
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справедливы асимптотические формулы

W5(R,U) = RU + O(U log R) + O(RU1/2 log3 U),

W6(R,U) = log 2 ·RU + O(U log R) + O(RU1/2 log3 U).

Доказательство. Докажем утверждение леммы для суммы W6(R,U).
Асимптотическая формула для W5(R,U) проверяется аналогично.

Пользуясь равенством
∑

Q′6R

∑

Q6Q′

1

(a + m)Q + (b + n)Q′ = R

∫ 1

0

dt

(mt + n)(1 + b
n
)

+ O

(
log R

n

)
,

находим

W6(R,U) = R
∑

(
a m
b n

)
∈M(U)

∫ 1

0

dt

(mt + n)(1 + b
n
)

+ O(U log R).

Числа

a(b, m) =

∫ 1

0

dt

(mt + n)(1 + b
n
)

удовлетворяют условиям (5.24). Значит, по лемме 5.14,

W6(R, U) = 2 log 2

∫ 1

0

log(1 + t)

t
dt·R

∑
n6U

(
ϕ(n)

n
+ O

(
ψ(n)

n1/2

))
+O(U log R).

Применяя равенства
∫ 1

0

log(1 + t)

t
dt = −Li2(−1) =

ζ(2)

2
,

∑
n6U

ϕ(n)

n
=

U

ζ(2)
+ O(log U),

с помощью оценки (1.28) приходим к нужной формуле для суммы W6(R, U).
¤

Лемма 2.8. Пусть 2 6 U,R1 6 R, сумма σ3(α,R) определена равен-
ством (2.21), и

W7(R1, U) =
∑

(
a m
b n

)
∈M(U)

∫ 1

0

σ3

(
at + b

mt + n
,

R1

mt + n

)
dt. (2.29)

Тогда

W7(R1, U) =
R2

1

2
W1(U)− R1U

2
(1− log 2) + O(R1U

1/2 log3 R) + O(U2 log2 R),

(2.30)
где W1(U) задано формулой (1.25).
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Доказательство. Пусть p > 2 — простое число. По определению,
σ3

(
at+b
mt+n

, R1

mt+n

)
— невозрастающая функция от переменной t и

σ3

(
at + b

mt + n
,

R1

mt + n

)
¿ R2

1

n2
.

Следовательно,

W7(R1, U) =
1

p

∑
(

a m
b n

)
∈M(U)

p−1∑
x=1

σ3

(
ax

p
+ b

mx
p

+ n
,

R1

mx
p

+ n

)
+ O

(
R2

1 log R

p

)
.

Далее, применяя лемму 2.3 и оценки

q

(
ax + bp

mx + np

)
= mx + np > np,

s1

(
ax + bp

mx + np

)
¿ s1

(m

n

)
+ s1

(
x

p

)
,

(см. замечание 2.1) получаем следующее представление для W7(R1, U):

W7(R1, U) =

=
1

2p

∑
(

a m
b n

)
∈M(U)

p−1∑
x=1

(
R2

1 · fS

(
x

p

)
−

(
R1

mx
p

+ n
− R1

(a + m)x
p

+ b + n

))
+

+O

(
1

p

∑
n6U

∑∗

m6n

p−1∑
x=1

(
R1

n2p
+ 1

)(
s1

(m

n

)
+ s1

(
x

p

)))
+ O

(
R2

1 log R

p

)
.

По лемме 5.4

1

p

∑
n6U

∑∗

m6n

p−1∑
x=1

(
R1

n2p
+ 1

)(
s1

(m

n

)
+ s1

(
x

p

))
¿

(
R1

p
log R + U2

)
log2 R.

Таким образом, выбирая p в пределах R2
1 6 p 6 2R2

1, приходим к равенству

W7(R1, U) =
1

2

∑
(

a m
b n

)
∈M(U)

∫ 1

0

(
R2

1 · fS(t)−
(

R1

mt + n
− R1

(a + m)t + b + n

))
dt+

+O(U2 log2 R).

Как и при доказательстве леммы 2.7 проверяются асимптотические фор-
мулы

∑
(

a m
b n

)
∈M(U)

∫ 1

0

dt

mt + n
= U + O(U1/2 log3 U),

∑
(

a m
b n

)
∈M(U)

∫ 1

0

dt

(a + m)t + b + n
= log 2 · U + O(U1/2 log3 U).
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Следовательно,

W7(R1, U) =
R2

1

2
W1(U)− R1U

2
(1− log 2) + O(R1U

1/2 log3 R) + O(U2 log2 R).

Лемма доказана. ¤

2.3. Асимптотическая формула для математического ожидания

Рассмотрим сумму

F (ξ) =
∑

n<ξ

∑
m6n

1

m

(
1

n
− 1

m + n

)
−

∑

n<ξ

∑
m6n

m+n>ξ

1

m

(
1

ξ
− 1

m + n

)
. (2.31)

Лемма 2.9. При ξ > 2

F (ξ) = log 2

(
log ξ +

log 2

2
+ γ − 1

)
+

1

2ξ
(1− log 2)+

+
2 log 2

ξ
· ρ(ξ/2) + O

(
log ξ

ξ2

)
.

Доказательство. Заметим, что

F (ξ) = F1(ξ)− F2(ξ) + O

(
log ξ

ξ2

)
, (2.32)

где

F1(ξ) =
∑

n6ξ−1

∑
m6nx

1

m

(
1

n
− 1

m + n

)
= Φ(ξ − 1),

F2(ξ) =
∑

n6ξ−1

∑
m6n

m+n>ξ

1

m

(
1

ξ
− 1

m + n

)
,

а сумма Φ(R) определена равенством (1.7). По лемме 1.3

F1(ξ) = log 2(log ξ + log 2 + γ)− ζ(2)

2
+

1

ξ

(
log 2(ρ(ξ)− 1) +

1

4

)
+ O

(
1

ξ2

)
.

Далее, по лемме 5.5, при n > ξ/2

∑

ξ−n<m6n

1

m

(
1

ξ
− 1

m + n

)
= g(n) +

1

n

(
log 2 +

1

2ξ

)
− 1

4n2
+ O

(
1

ξ2(ξ − n)

)
,

где

g(n) =
1

ξ
(log n− log(ξ − n)) +

1

n
(log(ξ − n)− log ξ).

Значит,

F2(ξ) =
∑

ξ/2<n6ξ−1

g(n) +

(
log 2 +

1

2ξ

) ∑

ξ/2<n6ξ−1

1

n
− 1

4ξ
+ O

(
log ξ

ξ2

)
.
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Вновь применяя лемму 5.5, находим
∑

ξ/2<n6ξ−1

1

n
= log 2 +

1

ξ
(ρ(ξ)− 1− 2ρ(ξ/2)) + O

(
1

ξ2

)
,

∑

ξ/2<n6ξ−1

g(n) =

∫ ξ

ξ/2

g(n) dn + O

(
log ξ

ξ2

)
.

После замены переменной n = xξ с учетом равенств

Li2(1) = ζ(2), Li2(1/2) =
ζ(2)

2
− log2 2

2

(см. [59]), получаем
∫ ξ

ξ/2

g(n) dn =

∫ 1

1/2

(
log x− log(1− x) +

log(1− x)

x

)
dx =

= (x log x + (1− x) log(1− x)− Li2(x))
∣∣∣
1

x=1/2
= log 2− 1

2

(
ζ(2) + log2 2

)
.

Следовательно,

F2(ξ) = log 2+
1

2

(
log2 2− ζ(2)

)
+

log 2

ξ
(ρ(ξ)− 2ρ(ξ/2)− 1/2)− 1

4ξ
+O

(
log ξ

ξ2

)
.

Подставляя найденные асимптотические формулы для F1(ξ) и F2(ξ) в
равенство (2.32), приходим к утверждению леммы. ¤

Обозначим через N(R) число решений неравенства

kQ + lQ′ 6 R (2.33)

относительно неизвестных

1 6 k 6 l, 1 6 Q 6 Q′. (2.34)

Лемма 2.10. Пусть R > 2. Тогда

N(R) =
log 2

2
R2 log R +

R2

4
(log 2(3 log 2 + 4γ − 3)− ζ(2)) + O(R log3 R).

Доказательство. Пусть U — полуцелое число, лежащее в пределах
1 6 U 6 R. Через N1(R,U) обозначим число решений неравенства (2.33) с
ограничениями (2.34), удовлетворяющих дополнительному условию Q′ 6
U . Число решений, для которых Q′ > U обозначим через N2(R,U). Таким
образом,

N(R) = N1(R,U) + N2(R, U). (2.35)
Для нахождения N1(R,U) заметим, что

N1(R, U) =
∑

d6U

N∗
1 (R/d, U/d), (2.36)

где
N∗

1 (R,U) =
∑

Q′6U

∑∗

Q6Q′

∑

l6R/Q′

∑

k6l

[kQ + lQ′ 6 R].
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По лемме 5.3
∑

l6R/Q′

∑

k6l

[kQ + lQ′ 6 R] =
∑

l6R/(Q+Q′)

l +
∑

R/(Q+Q′)6l6R/Q′

[
R− lQ′

Q

]
=

=
∑

l6R/Q′
min

{
l,

R− lQ′

Q

}
− 1

2

(
R

Q′ −
R

Q + Q′

)
+ (2.37)

+O

((
R

(Q′)2
+ 1

)
s1(Q/Q′)

)
.

Для вычисления возникшей суммы разобьем интервал изменения перемен-
ной l на два так, что на каждом из них суммируемая функция линейна.
Применяя к каждой из полученных сумм лемму 5.5, находим

∑

l6R/Q′
min

{
l,

R− lQ′

Q

}
=

∫ R/Q′

0

min

{
l,

R− lQ′

Q

}
dl + O

(
Q′

Q

)
=

=
R

2Q′(Q + Q′)
+ O

(
Q′

Q

)
.

Сумма остаточных членов формулы (2.37) оценивается с помощью лем-
мы 5.4:

∑

Q′6U

∑

Q6Q′

(
R

(Q′)2
+ 1

)
s1(Q/Q′) ¿ R log3 R + U2 log2 R.

Следовательно,

N∗
1 (R,U) =

R2

2

∑

Q′6U

∑∗

Q6Q′

1

Q′(Q + Q′)
− RU

2ζ(2)
(1− log 2)+

+O(R log3 R) + O(U2 log2 R).

По формуле (2.36)

N1(R, U) =
R2

2
Φ(U)− RU

2
(1− log 2) + O(R log3 R) + O(U2 log2 R),

где функция Φ(R) задается равенством (1.7). Применяя лемму 1.3, нахо-
дим окончательную формулу для N1(R,U):

N1(R, U) =
R2

2

(
log 2(log U + log 2 + γ)− ζ(2)

2

)
+

R2

8U
− RU

2
(1− log 2)+

(2.38)

+O(R log3 R) + O(U2 log2 R) + O(R2U−2).

Пусть R1 = RU−1. Для величины N2(R, U) аналогично имеем

N2(R,U) =
∑

d6R1

N∗
2 (R/d, U), (2.39)
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где

N∗
2 (R, U) =

∑

l6R1

∑∗

k6l

∑

U<Q′6R/l

∑

Q6Q′
[kQ + lQ′ 6 R] =

=
∑

l6R1

∑∗

k6l


 ∑

U<Q′6R/(k+l)

Q′ +
∑

max{U,R/(k+l)}<Q′6R/l

[
R− lQ′

k

]
 .

Применяя последовательно леммы 5.3 и 5.4, находим

N∗
2 (R, U) =

∑

l6R1

∑∗

k6l

∑

U<Q′6R/l

min

{
Q′,

R− lQ′

k

}
− 1

2

∑

l6R1

∑∗

k6l
k+l6R1

(
R

l
− R

k + l

)
−

−1

2

∑

l6R1

∑∗

k6l
k+l>R1

(
R

l
− U

)
+ O(R log3 R) + O(R2

1 log2 R).

Отсюда, по формуле (2.39),

N2(R, U) =
∑

l6R1

∑

k6l

∑

U<Q′6R/l

min

{
Q′,

R− lQ′

k

}
− 1

2

∑

l6R1

∑
k6l

k+l6R1

(
R

l
− R

k + l

)
−

−1

2

∑

l6R1

∑
k6l

k+l>R1

(
R

l
− U

)
+ O(R log3 R) + O(R2U−2 log2 R) =

=
∑

l6R1

∑

k6l

∑

U<Q′6R/l

min

{
Q′,

R− lQ′

k

}
− R2

8U
+ O(R log3 R) + O(R2U−2 log2 R).

Далее, применяя на каждом из отрезков линейности функции min
{

Q′, R−lQ′
k

}

лемму 5.5, получаем

N2(R, U) =
∑

l6R1

∑

k6l

∫ R

U

dQ′
∫ Q′

0

[kQ + lQ′ 6 R] dQ− R2

8U
+

+ O(R log3 R) + O(R2U−2 log2 R).

Для подсчета двойного интеграла сделаем последовательно замены пере-
менных w = kQ + lQ′, ξ = wU−1, y = Q′U−1. Тогда получим

∫ R

U

dQ′
∫ Q′

0

[kQ + lQ′ 6 R] dQ =
1

k

∫ R

U

dQ′
∫ R

0

[
w

k + l
6 Q′ 6 w

l

]
dw =

=
U2

k

∫ R1

1

dy

∫ R1

0

[
ξ

k + l
6 y 6 ξ

l

]
dξ =

=
U2

k

∫ R1

0

ξ

(
1

l
−max

{
1

k + l
, 1

})
[ξ > l]dξ =

=
U2

k

∫ R1

0

ξ

(
1

l
− 1

k + l

)
[ξ > k + l] dξ +

U2

k

∫ R1

0

ξ

(
1

l
− 1

ξ

)
[l 6 ξ < k + l] dξ.
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Отсюда

N2(R, U) = U2

∫ R1

0

ξ · F (ξ) dξ − R2

8U
+ O(R log3 R) + O(R2U−2 log2 R),

где функция F (ξ) определена равенством (2.31). По лемме 2.9

N2(R,U) =
log 2

2
R2

(
log

R

U
+

log 2

2
+ γ − 3

2

)
+

RU

2
(1− log 2)− (2.40)

−R2

8U
+ O(R log3 R) + O(R2U−2 log2 R) + O(U2 log2 R).

Подставляя формулы (2.38), (2.40) в равенство (2.35) и выбирая U =
[R1/2] + 1/2, приходим к утверждению леммы. ¤

Доказательство теоремы 3. Подставляя результат леммы 2.10 в
формулу обращения

N∗(R) =
∑

d6R

µ(d)N

(
R

d

)
,

находим

N∗(R) =
log 2

2ζ(2)
R2 log R +

R2

4ζ(2)

(
log 2

(
3 log 2 + 4γ − 2

ζ ′(2)

ζ(2)
− 3

)
− ζ(2)

)
+

+O(R log4 R).

Отсюда, применяя первое утверждение леммы 2.2, приходим к равенству

L1(R) =
log 2

ζ(2)
R2 log R +

R2

2ζ(2)

(
log 2

(
3 log 2 + 4γ − 2

ζ ′(2)

ζ(2)
− 3

)
− 3

2
ζ(2)

)
+

+O(R log4 R).

Подставляя его в (2.8), получаем утверждение теоремы. ¤

2.4. Вычисление двух вспомогательных сумм

Для подсчета дисперсии D(R) понадобится знать асимптотические фор-
мулы для двух вспомогательных величин. Они исследуются тем же спо-
собом, что и N(R).

Пусть α, β ∈ [0; 1] — действительные числа. Обозначим через T (R) =
T (α, β; R) сумму

T (R) =
∑

l,Q′6R

∑

k6l

∑

Q6Q′
[(αk + l)(βQ + Q′) 6 R], (2.41)

которая, очевидно, совпадает с числом решений неравенства

(αm + n)(βk + l) 6 R (2.42)

относительно неизвестных k, l, m и n, связанных условиями

1 6 k 6 l, 1 6 m 6 n. (2.43)
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Лемма 2.11. Пусть α, β ∈ (0, 1] — рациональные числа со знаменате-
лями q(α) и q(β) соответственно. Тогда при любом R > 1

T (R) =
R2

2(α + 1)(β + 1)

(
log R + c1(α) + c1(β)− 1

2

)
+

+O

(
R3/2

(
s1(α)

q(α)
+

s1(β)

q(β)

)
+ R(s1(α) + s1(β))

)
,

где c1(α) и c1(β) определены равенством (2.23).

Доказательство. Без ограничения общности будем считать, что α 6
β. Положим U = [

√
R]+1/2. Обозначим через T1(R, U) число тех решений

неравенства (2.42) с ограничениями (2.43), для которых l 6 U . Число
решений, для которых l > U , обозначим соответственно через T2(R,U).
Таким образом

T (R) = T1(R, U) + T2(R, U). (2.44)

Для нахождения T1(R, U) заметим, что по лемме 5.3 при фиксирован-
ных k и l число решений неравенства (2.42) относительно m и n равно

1

2(α + 1)

(
R

βk + l

)2

− 1

2
· R

βk + l

(
1− 1

α + 1

)
+ O

((
R

q(α)l
+ 1

)
s1(α)

)
.

Поэтому

T1(R, U) =
R2

2(α + 1)
· σ2(β, U)− Rα

2(α + 1)

∑

l6U

l∑

k=1

1

βk + l
+

+O

((
R3/2

q(α)
+ R

)
s1(α)

)
,

где σ2(α, R) определено равенством (2.20). Применяя лемму 2.3 и равен-
ство

∑

l6U

l∑

k=1

1

βk + l
=

log(β + 1)

β
· U + O(log U),

следующее из леммы 5.5, приходим к асимптотической формуле для ве-
личины T1(R, U):

T1(R, U) =
R2

2(α + 1)(β + 1)

(
log U + c1(β)− log(β + 1)

β
+ 1 +

1

U
· β2 + β

2(β + 1)

)
−

− Rα

2(α + 1)
· log(β + 1)

β
+ O

((
R3/2

q(α)
+ R

)
s1(α)

)
.
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Положим R1 = RU−1. Для нахождения величины T2(R,U) также при-
меним лемму 5.3:

T2(R, U) =
∑
n6R1

∑
m6n

∑

U<l6 R
αm+n

min

{
l,

[
1

β

(
R

αm + n
− l

)]}
=

=
∑
n6R1

∑
m6n

∑

U<l6 R
αm+n

min

{
l,

1

β

(
R

αm + n
− l

)}
−

−1

2

∑
n6R1

∑
m6n

((
R

αm + n
−max

{
U,

R

(αm + n)(β + 1)

})
+

+O

((
R

q(β)n
+ 1

)
s1(β)

))
.

Согласно лемме 5.5, с учетом того, что U — полуцелое число и 1/β ¿ s1(β),

∑

U<l6 R
αm+n

min

{
l,

1

β

(
R

αm + n
− l

)}
=

=

∫ R

U

dl

∫ l

0

dk [(αm + n)(βk + l) 6 R] + O (s1(β)) .

Значит, T2(R, U) можно записать в виде

T2(R, U) =
∑
n6R1

∑
m6n

∫ R

U

dl

∫ l

0

[(αm + n)(βk + l) dk 6 R]−

−U

2

(
σ5(α,R1)− σ5

(
α,

R1

β + 1

))
+ O

((
R3/2

q(β)
+ R

)
s1(β)

)
,

(2.45)

где, в обозначениях (2.21), (2.22)

σ5(α, R) = R · σ4(α, R)− σ3(α,R) =

=
R2

2(α + 1)
+ O

((
R3/2

q(α)
+ R

)
s1(α)

)
.

Отсюда

U

2

(
σ5(α, R1)− σ5

(
α,

R1

β + 1

))
=

β2 + 2β

4(α + 1)(β + 1)2
· R2

U
+ (2.46)

+O

((
R3/2

q(α)
+ R

)
s1(α)

)
.
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Для вычисления двойного интеграла в формуле для T2(R, U) сделаем
замены переменных k = t · l, l = U · ξ. Тогда, в обозначениях (2.19), (2.21),

∑
n6R1

∑
m6n

∫ R

U

dl

∫ l

0

[(αm + n)(βk + l) dk 6 R] =

= U2

∫ 1

0

dt
∑
n6R1

∑
m6n

∫ R1

1

ξ · [ξ(αm + n)(βt + 1) 6 R1] dξ =

=
U2

2

∫ 1

0

∑
n6R1

∑
m6n

(
R2

1

(βt + 1)2(αm + n)2
− 1

)
[(αm + n)(βt + 1) 6 R1] dt =

=
R2

2

∫ 1

0

1

(βt + 1)2
· σ1

(
α,

R1

βt + 1

)
dt− U2

2

∫ 1

0

σ3

(
α,

R1

βt + 1

)
dt.

Используя асимптотическую формулу для суммы σ1(α,R) из леммы 2.3,
находим

∫ 1

0

1

(βt + 1)2
· σ1

(
α,

R1

βt + 1

)
dt =

=
1

(α + 1)(β + 1)

(
log R1 + c1(α) +

log(β + 1)

β
− 1

)
+

+
α

(α + 1)R1

(
log(β + 1)

2β
+

∫ 1

0

1

βt + 1
· ρ

(
R1

βt + 1

)
dt

)
+ O

(
1

R

)
.

Также, по лемме 2.3,
∫ 1

0

σ3

(
α,

R1

βt + 1

)
dt =

R2
1

2(α + 1)(β + 1)
− αR1

2(α + 1)
· log(β + 1)

β
+

+O

((
R3/2

q(α)
+ R

)
s1(α)

)
.

По предположению α 6 β. Следовательно,

α

∫ 1

0

ρ

(
R1

βt + 1

)
dt

βt + 1
¿ α

β
· 1

R1

¿ 1

R1

,

и

∑
n6R1

∑
m6n

∫ R

U

dl

∫ l

0

[(αm + n)(βk + l) 6 R] dk =

=
R2

2(α + 1)(β + 1)

(
log R1 + c1(α) +

log(β + 1)

β
− 3

2

)
+

+
α

(α + 1)RU
· log(β + 1)

2β
+ O

((
R3/2

q(α)
+ R

)
s1(α)

)
. (2.47)
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Объединяя вместе равенства (2.45), (2.46) и (2.47), приходим к асимпто-
тической формуле для T2(R, U):

T2(R,U) =
R2

2(α + 1)(β + 1)

(
log

R

U
+ c1(α) +

log(β + 1)

β
− 3

2

)
+

+
α

(α + 1)RU
· log(β + 1)

2β
− R2U−1(β2 + 2β)

4(α + 1)(β + 1)2
+

+O

(
R3/2

(
s1(α)

q(α)
+

s1(β)

q(β)

)
+ R(s1(α) + s1(β))

)
.

Подстановка найденных асимптотических формул для T1(R,U) и T2(R,U)
в формулу (2.44) завершает доказательство леммы. ¤

Для действительных α, β ∈ (0; 1] обозначим через L(R) = L(α, β; R)
сумму

L(R) =
∑

l,n6R

∑

k6l

∑
m6n

[(αm + n)(βk + l) 6 R]

(αm + n)2(βk + l)2
. (2.48)

Следствие 2.1. Пусть α, β ∈ (0, 1] — рациональные числа со знамена-
телями q(α) и q(β) соответственно. Тогда при любом R > 1 для суммы
L(R) справедлива асимптотическая формула

L(R) =
1

(α + 1)(β + 1)

(
log2 R

2
+ log R(c1(α) + c1(β)) + c(α, β)

)
+

+O

(
R−1/2

(
s1(α)

q(α)
+

s1(β)

q(β)

)
+ R−1(s1(α) + s1(β))

)
,

в которой c1(α) — функция из леммы 2.3, и c(α, β) — величина не зави-
сящая от R.

Доказательство. Утверждение следствия получается из леммы 2.11
с помощью интегрального преобразования Абеля (5.1) (см. лемму 5.6 при-
ложения). Для доказательства достаточно положить aj = 1 (j = 1, . . . , P ),
g(t) = 1/t2, и рассмотреть последовательность λ1, . . . , λP значений про-
изведения (αm + n)(βk + l), когда переменные k, l, m, n удовлетворяют
ограничениям

1 6 m 6 n, 1 6 k 6 l, (αm + n)(βk + l) 6 R.

¤
Следствие 2.2. Пусть R > 2. Тогда

∫ 1

0

∫ 1

0

T (α, β; R) dα dβ =
log2 2

2
R2

(
log R + 2γ − 5

2
+ log 2

)
+ O(R log2 R),

∫ 1

0

∫ 1

0

L(α, β; R) dα dβ =
log2 2

2
· log2 R + 2 log2 2 · log R

(
γ − 1 +

log 2

2

)
+

+CL + O(R−1 log2 R),



2.5. АСИМПТОТИЧЕСКАЯ ФОРМУЛА ДЛЯ ДИСПЕРСИИ 69

где CL — абсолютная константа.

Доказательство. Пусть p > 2 — натуральное число. Тогда
∫ 1

0

∫ 1

0

T (α, β; R) dα dβ =
1

p2

p−1∑

a,b=1

T

(
a

p
,
b

p
; R

)
+ O

(
R2 log R

p

)
.

Для простого p по лемме 2.11
∫ 1

0

∫ 1

0

T (α, β; R) dα dβ =

=
1

p2

p−1∑

a,b=1

R2

2(1 + a
p
)(1 + b

p
)

(
log R + c1

(
a

p

)
+ c1

(
b

p

)
− 1

2

)
+

+O

(
R2 log R

p

)
+ O

((
R3/2

p
+ R

)
1

p

p−1∑
a=1

s1

(
a

p

))
.

Пользуясь непрерывностью функции c1(α) и леммой 5.4 получаем
∫ 1

0

∫ 1

0

T (α, β; R) dα dβ =

=

∫ 1

0

∫ 1

0

R2

2(1 + α)(1 + β)

(
log R + c1(α) + c1(β)− 1

2

)
dα dβ+

+O

((
R3/2

p
+ R

)
log2 p

)
+ O

(
R2 log R

p

)
.

Выбирая p в пределах R 6 p 6 2R и применяя равенство (2.24), приходим
к первому утверждению следствия.

Второе утверждение доказывается аналогично с помощью следствия 2.1.
Интегрируемость функции c(α, β) вытекает из интегрируемости c1(α),

c1(β) и L(α, β; R). ¤

2.5. Асимптотическая формула для дисперсии

Обозначим через M(R) число решений неравенства (2.12), в котором

1 6 k 6 l, 1 6 Q 6 Q′,
(

a m
b n

)
∈M. (2.49)

Пусть U и U0 — действительные числа в пределах от 1 до R. Все ре-
шения неравенства (2.12) с ограничениями (2.49) разобьем на три группы,
для которых выполняются дополнительные условия

1) n 6 U , Q′ 6 U0;
2) n 6 U , Q′ > U0;
3) n > U .
Величину M(R), соответственно, представим в виде

M(R) = M1(R, U, U0) + M2(R, U, U0) + M3(R,U).

Каждое из слагаемых в этой сумме исследуем отдельно.
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2.5.1. Вычисление M1(R,U, U0).

Лемма 2.12. Пусть 2 6 U,U0 6 R, U0 — полуцелое. Тогда

M1(R, U, U0) =
log2 2

ζ(2)
R2 log U log U0 +

(
C1

2
+

log2 2

ζ(2)

(
γ − ζ ′(2)

ζ(2)

))
R2 log U0+

+
log2 2

ζ(2)

(
log 2 + γ − ζ(2)

2 log 2

)
R2 log U +

C ′
1

2
R2 +

R2

4U0

(
log 2

ζ(2)
log U + Ẽ0 − C2

)
−

−1− log 2

2
RUU0 + O(R2U−2

0 log R) + O(R2U−1/2 log4 R) + O(RU0U
1/2 log3 R)+

+O(U2U2
0 log2 R),

где C1 определено рядом (1.27), Ẽ0 — константа из теоремы 1, C2 — из
леммы 1.7, а C ′

1 — из леммы 1.9.

Доказательство. Пусть переменные a, b, m, n, Q, Q′ фиксированы,
и

f(l) = min

{
l,

R− l(mQ + nQ′)
aQ + bQ′

}
.

Тогда число решений M(a, b, m, n, Q, Q′, R) неравенства

k(aQ + bQ′) + l(mQ + nQ′) 6 R

с ограничениями (2.49) относительно переменных k и l (при фиксирован-
ных a, b, m, n, Q и Q′) равно

∑

l6R/(mQ+nQ′)

f(l)−
∑

l6R/(mQ+nQ′)

{f(l)}.

Применяя к первой из этих сумм лемму 5.3, а ко второй — лемму 5.5,
получаем

M(a, b,m, n, Q,Q′, R) =
R2

2(mQ + nQ′)((a + m)Q + (b + n)Q′)
−

−R

2

(
1

mQ + nQ′ −
1

(a + m)Q + (b + n)Q′

)
+ (2.50)

+O

((
R

nQ′ q
−1

(
aQ + bQ′

mQ + nQ′

)
+ 1

)
s1

(
aQ + bQ′

mQ + nQ′

))
.

Пользуясь соотношениями (см. замечание 2.1)

s1

(
aQ + bQ′

mQ + nQ′

)
¿ s1

(m

n

)
+ s1

(
Q

Q′

)
, q

(
aQ + bQ′

mQ + nQ′

)
=

mQ + nQ′

(Q,Q′)
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и применяя лемму 5.4 получаем следующую оценку суммы остаточных
членов

∑
(

a m
b n

)
∈M(U)

∑

Q′6U0

∑

Q6Q′

(
R

nQ′ · q−1

(
aQ + bQ′

mQ + nQ′

)
+ 1

)
s1

(
aQ + bQ′

mQ + nQ′

)
=

=
∑

(
a m
b n

)
∈M(U)

∑

δ6U0

∑

Q′6U0/δ

∑∗

Q6Q′

(
R

nδQ′(mQ + nQ′)
+ 1

)
s1

(
aQ + bQ′

mQ + nQ′

)
¿

¿
∑
n6U

∑∗

m6n

∑

δ6U0

∑

Q′6U0/δ

∑∗

Q6Q′

(
R

δn2(Q′)2
+ 1

) (
s1

(m

n

)
+ s1

(
Q

Q′

))
¿

¿ R log4 R + U2U2
0 log2 R.

Таким образом, суммируя (2.50), находим

M1(R, U, U0) =
∑

(
a m
b n

)
∈M(U)

∑

Q′6U0

∑

Q6Q′
M(a, b, m, n,Q, Q′, R) =

=
R2

2
σ1(U0, U)− R

2
(W5(U0, U)−W6(U0, U))+

+O(R log3 R) + O(U2U2
0 log3 R),

где суммы σ1(R, U), W5(R,U) и W6(R, U) определены равенствами (1.34),
(2.27) и (2.28) соответственно. Применяя к роследнему равенству лем-
мы 1.9, 2.7 и учитывая оценку

RU ¿ R2U−2
0 + U2U2

0 ,

получаем требуемую формулу для M1(R,U, U0). ¤

2.5.2. Вычисление M2(R,U, U0).

Лемма 2.13. Пусть 2 6 U,U0 6 R, U0 — полуцелое. Тогда

M2(R, U, U0) =
log2 2

ζ(2)
R2 log U log

R

U0

+

(
C1

2
+

log2 2

ζ(2)

(
γ − ζ ′(2)

ζ(2)

))
R2 log

R

U0

−

− log2 2

2ζ(2)
R2 log2 U +

log2 2

ζ(2)

(
γ − 5

2
+

ζ(2)

2 log 2

)
R2 log U + C ′

2R
2−

− R2

4U0

(
log 2

ζ(2)
log U + Ẽ0 − C2

)
+

1− log 2

2
RUU0 + O(R2U−2

0 log2 R)+

+O(R2U−1/2 log4 R) + O(RU0U
1/2 log3 R) + O(U2U2

0 log2 R)

где C1 определено рядом (1.27), Ẽ0 — константа из теоремы 1, C2 — из
леммы 1.7, и C ′

2 — абсолютная постоянная.

Доказательство. Введем обозначение R1 = RU−1
0 . Как и при до-

казательстве леммы 2.12 предположим, что переменные a, b, m, n, k, l
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фиксированны и удовлетворяют условиям (2.49). Рассмотрим функцию

f(l) = min

{
Q′,

R−Q′(bk + nl)

ak + ml

}
.

Тогда число решений неравенства

k(aQ + bQ′) + l(mQ + nQ′) 6 R

относительно переменных Q и Q′, таких что Q′ > U0, 1 6 Q 6 Q′ можно
представить в виде

∑

U0<Q′6R/(bk+nl)

f(Q′)−
∑

U0<Q′6R/(bk+nl)

{f(l)}.

Снова к первой из сумм применим лемму 5.3, а ко второй — лемму 5.5.
Пользуясь тем, что U0 — полуцелое число и

q

(
ak + ml

bk + nl

)
=

bk + nl

(k, l)
,

получаем

∑

U0<Q′6R/(bk+nl)

f(Q′)−
∑

U0<Q′6R/(bk+nl)

{f(l)} =

=

∫ R

U0

dQ′
∫ Q′

0

[Q(ak + ml) + Q′(bk + nl) 6 R] dQ−

−U0

2

(
R1

bk + nl
−max

{
1,

R1

(a + b)k + (m + n)l

})
[bk + nl 6 R1]+

+O

((
(k, l)R

l2n2
+ 1

)
s1

(
ak + ml

bk + nl

))
.

Сумма остатков оценивается как и в доказательстве леммы 2.12. Поэтому,
в обозначениях леммы 2.6,

M2(R, U, U0) =

=
∑

(
a m
b n

)
∈M(U)

∑

l6R

∑

k6l

∫ R

U0

dQ′
∫ Q′

0

[Q(ak + ml) + Q′(bk + nl) 6 R] dQ−

−U0

2
W4(R1, U) + O(R log3 R) + O(R2U2

0 log2 R).
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Возникшая сумма после замены переменных Q = tQ′ и Q′ = ξU0 преобра-
зуется к виду

U2
0

∑
(

a m
b n

)
∈M(U)

∑

l6R

∑

k6l

∫ 1

0

dt

∫ R1

1

ξ [ξ(t(ak + ml) + bk + nl) 6 R1]dξ =

=
U2

0

2

∑
(

a m
b n

)
∈M(U)

∑

l6R

∑

k6l

∫ 1

0

((
R1

t(ak + ml) + bk + nl

)2

− 1

)
×

× [t(ak + ml) + bk + nl 6 R1] dt =

=
1

2

∑
(

a m
b n

)
∈M(U)

∫ 1

0

R2

(mt + n)2
· σ1

(
at + b

mt + n
,

R1

mt + n

)
dt−

−U2
0

2

∑
(

a m
b n

)
∈M(U)

∫ 1

0

σ3

(
at + b

mt + n
,

R1

mt + n

)
dt,

где суммы σ1(R, U) и σ3(R,U) определены равенствами (2.19) и (2.21) со-
ответственно. Таким образом

M2(R,U, U0) =
1

2

∑
(

a m
b n

)
∈M(U)

∫ 1

0

R2

(mt + n)2
σ1

(
at + b

mt + n
,

R1

mt + n

)
dt−

−U2
0

2
W7(R1, U)− U0

2
W4(R1, U) + O(R log3 R) + O(R2U−2

0 log2 R), (2.51)

где W7(R,U) задано равенством (2.29).
Применим лемму 2.3. Тогда

∑
(

a m
b n

)
∈M(U)

∫ 1

0

1

(mt + n)2
σ1

(
at + b

mt + n
,

R1

mt + n

)
dt =

= log R1 ·W1(U)−W2(U) + W3(U)+ (2.52)

+
U

2R1

(1− log 2) + I(U) + O(R−1
1 U1/2 log3 U) + O(R−2

1 U2),

где

I(U) =
1

R1

∑
(

a m
b n

)
∈M(U)

∫ 1

0

(
1

mt + n
− 1

(a + m)t + b + n

)
ρ

(
R1

mt + n

)
dt,

а суммы W1(U), W2(U), W3(U) определены формулами (1.25), (1.36), (2.26)
соответственно.

Интегрирование по частям приводит к оценке

I(U) ¿ U log U

R2
1

+
log U

R1

.
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Таким образом слагаемое I(U) по порядку не превосходит имеющихся
остаточных членов.

Подставляя равенства (2.30) и (2.52) в (2.51), находим

M2(R, U, U0) =
R2

2

((
log R1 − 1

2

)
W1(U)−W2(U) + W3(U)

)
−

−U0

2
W4(R1, U) +

RUU0

2
(1− log 2) + O(R2U−2

0 log2 R)+

+O(U2U2
0 log2 R) + O(RU0U

1/2 log3 R).

Наконец, применяя следствия 1.1, 1.3 и леммы 2.5, 2.6, приходим к нужной
формуле для M2(R,U, U0). ¤

Следствие 2.3. Пусть 1 6 U 6 R. Тогда

M1(R,U, U0) + M2(R, U, U0) =
log2 2

ζ(2)
R2 log R log U − log2 2

2ζ(2)
R2 log2 U+

+

(
C1

2
+

log2 2

ζ(2)

(
γ − ζ ′(2)

ζ(2)

))
R2 log R +

log2 2

ζ(2)

(
log 2− 5

2
+ 2γ

)
R2 log U+

+C ′′
0 R2 + O(RU log2 R) + O(R2U−1/2 log4 R)

с абсолютной константой C ′′
0 .

Доказательство. Утверждение следствия получается, если сложить
результаты лемм 2.12, 2.13 и выбрать U0 = [R1/2U−1/2] + 1/2. ¤

2.5.3. Вычисление M3(R,U).

Лемма 2.14. Пусть 8R1/2 6 U 6 R/2. Тогда

M3(R,U) =
log2 2

2ζ(2)
R2

(
log2 R

U
+ 2 log

R

U

(
2γ − 5

2
+ log 2

)
+ C ′′′

3

)
+

+O(RU log2 R) + O(R2U−1/3 log5/3 R)

с абсолютной константой C ′′′
3 .

Доказательство. Положим R1 = R/U и рассмотрим функцию

f±(b) = min

{
n,

1

Q

(
R∓ k

n
Q

k
n
b + l

− nQ′
)}

.

Согласно определению M3(R, U),

M3(R, U) =
∑

l·Q′6R1

∑

k6l

∑

Q6Q′

∑
n>U

T±(k, l, Q, Q′, n), (2.53)
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где

T±(k, l, Q, Q′, n) =
n∑

b,m=1

δn(bm± 1)

[
k

(
bm± 1

n
Q + bQ′

)
+ l(mQ + nQ′) 6 R

]
=

=
n∑

b,m=1

δn(bm± 1) [m 6 f±(b)] .

Для вычисления T±(k, l, Q,Q′, n) предположим сначала, что l/k 6 Q′/Q.
Если

f±(b) =
1

Q

(
R∓ k

n
Q

k
n
b + l

− nQ′
)

,

то m(b) ∈ [0, n] и

f ′′±(b) =
2

Q

(
R∓ k

n
Q

)(
k

n

)2
1(

k
n
b + l

)3 ∈
[

1

A
,
w

A

]
,

где

A =
Q

2

(
R∓ k

n
Q

)−1 (n

k

)2

l3, w = 8.

Применим к функции f±(b) следствие 5.5. Тогда, с учетом того, что

A ³ n · Q

Q′ ·
l2

k2
,

для остатка получаем оценку

σ
2/3
0 (n)n2/3

(
Q′

Q
· k2

l2

)1/3

+ n1/2+ε

((
Q

Q′ ·
l2

k2

)1/2

+ 1

)
¿ε

¿ε σ
2/3
0 (n)n2/3

(
Q′

Q
· l2

k2

)1/3

+ n1/2+ε

(
Q′

Q
· l2

k2

)1/2

.

На участке, где f±(b) = n, воспользуемся равенством (5.2)
∑

16b6x
(b,n)=1

1 =
ϕ(n)

n
x + O(σ0(n)).

Таким образом,

T±(k, l, Q,Q′, n) =
1

n

n∑
b=1

(b,n)=1

f±(b)+

+O

(
σ

2/3
0 (n)n2/3

(
Q′

Q
· l2

k2

)1/3
)

+ Oε

(
n1/2+ε

(
Q′

Q
· l2

k2

)1/2
)

.
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Далее, по формуле обращения Мёбиуса,

1

n

n∑
b=1

(b,n)=1

f±(b) =
1

n

∑

δ|n
µ(δ)

n/δ∑

b=1

f±(δb),

и, по лемме 5.5,
n/δ∑

b=1

f±(δb) =
1

δ

∫ n

0

f±(t) dt + O

(
1

δ
· lQ′

kQ

)
.

Значит,

1

n

n∑
b=1

(b,n)=1

f±(b) =
ϕ(n)

n2

∫ n

0

f±(t) dt + O

(
log R

n
· lQ′

kQ

)
,

T±(k, l, Q, Q′, n) =
ϕ(n)

n2
V±(k, l, Q, Q′, n) + O

(
log R

n
· l

k
· Q′

Q

)
+ (2.54)

+O

(
σ

2/3
0 (n)n2/3

(
Q′

Q
· l2

k2

)1/3
)

+ Oε

(
n1/2+ε

(
Q′

Q
· l2

k2

)1/2
)

,

где V±(k, l, Q, Q′, n) — площадь области Ω±(k, l, Q,Q′, n) на плоскости Obm,
задаваемой условиями

0 6 b,m 6 n, k

(
bm± 1

n
Q + bQ′

)
+ l(mQ + nQ′) 6 R. (2.55)

Если же l/k > Q′/Q, то величину T±(k, l, Q,Q′, n) нужно записать в виде

T±(k, l, Q,Q′, n) =
n∑

b,m=1

δn(bm± 1) [b 6 g±(m)] ,

где

g±(m) = min

{
n,

1

k

(
R∓ k

n
Q
n
m + Q′ − ln

)}
,

и применить следствие 5.5 к функции g±(m). Тогда, как и в случае l/k 6
Q′/Q, аналогичные преобразования приведут к (2.54).

Подставляя равенство (2.54) в формулу (2.53), получаем

M3(R, U) =
∑

l·Q′6R1

∑

k6l

∑

Q6Q′

∑

U<n6R/(lQ′)

ϕ(n)

n2
· V±(k, l, Q, Q′, n)+

+O(R2U−1/3 log5/3 R).

Обозначим через Ω(k, l, Q, Q′, n) область, которая получается, если в (2.55)
отбросить ±1:

0 6 b, m 6 n,

(
kb

n
+ l

)
(mQ + nQ′) 6 R,
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а через V (k, l, Q, Q′, n) — ее площадь. Так как

Ω+(k, l, Q, Q′, n) ⊂ Ω(k, l, Q,Q′, n) ⊂ Ω−(k, l, Q, Q′, n),

то при замене V±(k, l, Q, Q′, n) на V (k, l, Q, Q′, n) возникнет погрешность,
не превосходящая разности V−(k, l, Q, Q′, n)−V+(k, l, Q, Q′, n). Но при фик-
сированном m разность между величинами b− и b+, такими что

k

(
b±m± 1

n
Q + b±Q′

)
+ l(mQv + nQ′) = R,

есть O(1/n). Следовательно,

V−(k, l, Q,Q′, n)− V+(k, l, Q,Q′, n) = O(1)

и

M3(R, U) = 2
∑

l·Q′6R1

∑

k6l

∑

Q6Q′

∑
U<n6R

ϕ(n)

n2
V (k, l, Q, Q′, n)+O(R2U−1/3 log5/3 R).

(2.56)
Далее,

∑
U<n6R

ϕ(n)

n2
V (k, l, Q,Q′, n) =

∑

δ6R

µ(δ)

δ2

∑
U
δ

<n6 R
δ

V (k, l, Q, Q′, δn)

n
.

Поэтому сумма главных членов в формуле (2.56) преобразуется к виду

2
∑

δ6R

µ(δ)

δ2

∑

l·Q′6R1

∑

k6l

∑

Q6Q′

∑
U
δ

<n6 R
δ

1

n
×

×
∫ δn

0

db

∫ δn

0

[(
b

δn
k + l

) ( m

δn
Q + Q′

)
6 R

δn

]
dm =

=2
∑

δ6R

µ(δ)
∑

l·Q′6R1

∑

k6l

∑

Q6Q′

∑
U
δ

<n6 R
δ

n

∫ 1

0

∫ 1

0

[
(αk + l)(βQ + Q′) 6 R

δn

]
dα dβ =

=2
∑

δ6R

µ(δ)

δ2

∫ 1

0

∫ 1

0

∑

l·Q′6R1

∑

k6l

∑

Q6Q′

∑
U
δ

<n6 R
δ

n

[
n 6 R

δ(αk + l)(βQ + Q′)

]
dα dβ =

=
∑

δ6R

µ(δ)

δ2

∫ 1

0

∫ 1

0

∑

l·Q′6R1

∑

k6l

∑

Q6Q′

(
R2

(αk + l)2(βQ + Q′)2
− U2

)
×

× [(αk + l)(βQ + Q′) 6 R1] dα dβ + O(R2U−1 log R)

Следовательно

M3(R,U) =
U2

ζ(2)

∫ 1

0

∫ 1

0

(
R2

1 · L(α, β; R1)− T (α, β; R1)
)

dα dβ+

+O(R2U−1/3 log5/3 R),

где T (α, β; R) и L(α, β; R) определены равенствами (2.41) и (2.48) соответ-
ственно.
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Подставляя в последнюю формулу соотношения из следствия 2.2, при-
ходим к утверждению леммы. ¤

Следствие 2.4. Пусть R > 2. Тогда

M(R) =
log2 2

2ζ(2)
R2 log2 R +

(
C1

2
+

log2 2

ζ(2)

(
3γ − 5

2
+ log 2− ζ ′(2)

ζ(2)

))
R2 log R+

+C̃R2 + O(R7/4 log7/4 R),

где C̃ — абсолютная константа, и C1 определено равенством (1.27).

Доказательство. Складывая результаты следствия 2.3 и леммы 2.14
получаем равенство

M(R) =
log2 2

2ζ(2)
R2 log2 R +

(
C1

2
+

log2 2

ζ(2)

(
3γ − 5

2
+ log 2− ζ ′(2)

ζ(2)

))
R2 log R+

+C̃R2 + O(RU log2 R) + O(R2U−1/3 log5/3 R),

в котором C̃ = C ′′
0 + log2 2

ζ(2)
C ′′′

3 . Выбирая U = R3/4 log−1/4 R, приходим к
утверждению следствия. ¤

2.5.4. Вычисление D(R).

Доказательство теоремы 4. Применим следствие 2.4 и воспользу-
емся формулой обращения Мёбиуса. Тогда

M∗(R) =
∑

d6R

µ(d)M

(
R

d

)
=

log2 2

2ζ2(2)
R2 log2 R + C ′R2+

+

(
C1

2ζ(2)
+

log2 2

ζ2(2)

(
3γ − 5

2
+ log 2− 2

ζ ′(2)

ζ(2)

))
R2 log R + O(R7/4 log7/4 R).

По формуле (2.15)

L2(R) =
2 log2 2

ζ2(2)
log2 R + 4

(
C1

2ζ(2)
+

log2 2

ζ2(2)

(
3γ − 5

2
+ log 2− 2

ζ ′(2)

ζ(2)

))
log R+

+C ′ + O(R−1/4 log7/4 R).

Подставляя последнее равенство в (2.9), приходим к утверждению теоре-
мы с константой

D1 =
8 log2 2

ζ2(2)

(
γ − ζ ′(2)

ζ(2)
− log 2

2
− 1

)
+

4

ζ(2)

(
C1 +

3 log 2

2

)
, (2.57)

где C1 определено равенством (1.27). ¤
Замечание 2.2. Сравнение формул (1.48) и (2.57) показывает, что

константы при главных членах в теоремах 2 и 4 совпадают: D1 = D̃1.



ГЛАВА 3

Задача Арнольда о статистиках Гаусса-Кузьмина

Для фиксированного x ∈ [0, 1] и рационального r = [t0; t1, . . . , ts] ста-
тистики Гаусса-Кузьмина задаются равенством

s(x)(r) = #{j : 1 6 j 6 s(r), [0; tj, . . . , ts] 6 x}.
В данной главе рассматривается вопрос об асимптотическом поведении

суммы

Nx(R) =
∑

(a,b)∈Ω(R)

s(x)(a/b),

где Ω(R) — область, полученная гомотетией с коэффициентом R (R →∞)
из некоторой фиксированной области Ω0:

Ω(R) = R · Ω0 = {(x, y) : x, y > 0, (x/R, y/R) ∈ Ω0} .

При этом предполагается, что Ω0 на плоскости Oxy лежит внутри угла
0 < x 6 y и задана в полярных координатах

Ω0 = {(ρ, ϕ) : 0 6 ϕ 6 π/4, 0 6 ρ 6 r(ϕ)} .

Задача об исследовании статистик Гаусса-Кузьмина для конечных цеп-
ных дробей, как и в главе 2 сводится к исследованию системы уравнений
и неравенств (см. лемму 3.1). В основе такого подхода лежат свойства
множества M введенного в разделе 1.1. Как и раньше, все решения си-
стемы разбиваются на два класса, каждый из которых рассматривается
отдельно. От границы области Ω(R) не требуется, чтобы она задавалась
дважды дифференцируемой функцией. Поэтому при подсчете решений
второго класса вместо теоремы 8 используется более слабый ее вариант —
лемма 5.13.

Отдельно рассматриваются случаи сектора (для которого первоначаль-
но была поставлена задача) и треугольника (для которого получается наи-
более простой и точный ответ).

В качестве приложения теоремы 8, доказывается уточнение результата
Портера [68], распространенное на случай статистик Гаусса-Кузьмина.

В заключение упрощенный вариант теоремы 5 (см. замечание 3.1) и
теорема 6 применяются для исследования алгоритма Евклида с выбором
минимального по модулю остатка.

Настоящая глава основана на работах [25, 26, 31].
79
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3.1. Переход к системе уравнений и неравенств

Обозначим через N∗
x(R) сумму

N∗
x(R) =

∑
(a,b)∈Ω(R)

(a,b)=1

s(x)(a/b).

Так как
Nx(R) =

∑

d6R

N∗
x(R/d),

то для решения задачи достаточно получить асимптотическую формулу
для N∗

x(R).
Пусть T ∗

x (R) — число решений системы



mP + nP ′ = a,
mQ + nQ′ = b,
a2 + b2 6 R2 · r2(arctg a/b),
1 6 m 6 xn,

(3.1)

где (
P P ′

Q Q′

)
∈M, (m, n) = 1. (3.2)

Лемма 3.1. Для любого R > 2 и x ∈ [0; 1] справедливо равенство

N∗
x(R) = T ∗

x (R) +
R2

ζ(2)
[x < 1] · V0(x) + O (R log R) , (3.3)

где

V0(x) =
1

2

∫ arctg x

0

r2(ϕ) dϕ.

Доказательство. Пусть (a, b) = 1 и a/b — некоторое фиксированное
рациональное число из интервала (0, 1). Разложим его в цепную дробь:

a/b = [0; t1, t2, . . . , ts−1, ts] (s > 1).

Нас интересует величина s(x)(a/b), равная числу номеров j ∈ {1, 2, . . . , s},
для которых [0; tj, . . . , ts] 6 x.

Если s > 2 и P/Q, P ′/Q′ — пара последовательных подходящих дробей
к числу a/b (P ′/Q′ — дробь с бо́льшим номером), отличных от этого числа,
то для некоторого номера j ∈ {1, 2, . . . , s− 1}

P = Kj−2(t2, . . . , tj−1), P ′ = Kj−1(t2, . . . , tj),

Q = Kj−1(t1, . . . , tj−1), Q′ = Kj(t1, . . . , tj)

(в частности, при j = 1 будем иметь P = 0, Q = P ′ = K() = 1, Q′ = t1).
Так как PQ′ − P ′Q = ±1, то, по паре чисел a и b однозначно находятся
целые m и n, для которых

mP + nP ′ = a,

mQ + nQ′ = b.
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Из свойств континуантов (см. равенство (1.1)) следует, что такими числа-
ми являются

m = Ks−j−1(tj+2, . . . , ts),

n = Ks−j(tj+1, . . . , ts),

и, кроме того,
m/n = [0; tj+1, . . . , ts].

По лемме 1.2
s(x)(a/b) = [a/b 6 x] + lx(a, b), (3.4)

где lx(a, b) — число решений системы




0 <
aQ′ − bP ′

−aQ + bP
< 1,

mP + nP ′ = a,
mQ + nQ′ = b,

m/n 6 x,

(3.5)

в которой
(

P P ′
Q Q′

) ∈M.
Далее, так как

aQ′ − bP ′

−aQ + bP
=

m

n
,

то систему (3.5) можно переписать в виде




mP + nP ′ = a,
mQ + nQ′ = b,
m/n 6 x,

где (
P P ′

Q Q′

)
∈M, 0 < m < n.

Суммирование формулы (3.4) по примитивным точкам (a, b), лежащим в
области Ω(R) приводит к равенству

N∗
x(R) = L∗x(R) +

R2

ζ(2)
· V0(x) + O (R log R) , (3.6)

где L∗x(R) — число решений системы (3.1), в которой
(

P P ′

Q Q′

)
∈M, 0 < m < n, (m,n) = 1.

Если x < 1 или n > 2, то условие m < n можно опустить. В этом случае
L∗x(R) = T ∗

x (R) и утверждение леммы доказано. Если же x = 1 и m =
n = 1, то при отбрасывании условия m < n число решений системы (3.1)
увеличивается. Таким образом

L∗x(R) = T ∗
x (R)− T0[x = 1], (3.7)
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где T0 — число решений системы



P + P ′ = a,
Q + Q′ = b,
a2 + b2 6 R2 · r2(arctg a/b),

(3.8)

в которой
(

P P ′
Q Q′

) ∈M.
Согласно замечанию 1.1, для каждой примитивной точки (a, b) такой,

что
1 6 a < b, a2 + b2 6 R2 · r2(arctg a/b),

система (3.8) будет иметь ровно одно решение. Следовательно, по лем-
ме 5.2,

T0 =
R2

ζ(2)
· V0(1) + O (R log R) . (3.9)

Объединяя формулы (3.6), (3.7) и (3.9), приходим к утверждению леммы.
¤

Для дальнейшего исследования величины T ∗
x (R) введем параметр U ,

лежащий в пределах 1 6 U 6 R. Через T1(R,U) обозначим число решений
системы (3.1) с ограничениями (3.2), которые удовлетворяют дополнитель-
ному условию Q′ 6 U . Число решений, для которых Q′ > U , обозначим
через T2(R, U). Таким образом

T ∗
x (R) = T1(R,U) + T2(R,U).

Каждую из величин T1(R,U) и T2(R, U) исследуем отдельно.

3.2. Анализ первого случая

Пусть q — натуральное и x ∈ [0, 1]. Для целых u и v, лежащих в пре-
делах 1 6 u, v 6 q через I

(±)
q (u, v) будем обозначать отрезки

I(+)
q (u, v) =

[
arctg

u

q
, arctg

(
u

q
+

x

q(q + vx)

)]
(q > 2),

I(−)
q (u, v) =

[
arctg

(
u

q
− x

q(q + vx)

)
, arctg

u

q

]
.

При q = 1, в соответствии со свойством 5◦ множества M (см. стр. 28),
будем считать, что I

(+)
q (u, v) = ∅.

Лемма 3.2. Пусть r(ϕ) ∈ C(1)([0, π/4]) — неотрицательная функция,
удовлетворяющая условию

r′(ϕ) 6 r(ϕ) tg ϕ

при ϕ ∈ [0, π/4]. Тогда для суммы

w1(q, x) =
1

2

q∑′

u,v=1

δq(uv ± 1)

∫

I
(±)
q (u,v)

r2(ϕ) dϕ
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справедлива асимптотическая формула

w1(q, x) = 2V0 · log(1 + x) · ϕ(q)

q2
+ O

(
ψ(q)

q3/2

)
,

где

V0 =
1

2

∫ π/4

0

r2(ϕ) dϕ,

и ψ(q) = σ0(q) log2(q + 1).

Доказательство. Будем предполагать, что q > 2, так как при q = 1
утверждение леммы очевидно.

Проверим, что функция

a(u, v) =

∫

I
(±)
q (u,v)

r2(ϕ) dϕ

удовлетворяет условиям (5.24) леммы 5.14. Рассмотрим случай, когда ин-
тегрирование ведется по отрезку I

(+)
q (u, v). Случай отрезка I

(−)
q (u, v) раз-

бирается аналогично.
Заметим сначала, что для ϕ(t) = arctg

(
u
q

+ t
)

∂

∂t

(
r2(ϕ(t)) · ϕ′(t)) =

2r(ϕ(t))(
u
q

+ t
)2

+ 1
(r′(ϕ(t))− r(ϕ(t)) tg ϕ(t)) 6 0, (3.10)

так как по предположению r(ϕ) > 0 и r′(ϕ) 6 r(ϕ) tg ϕ. Если f — непре-
рывная функция и

F (u) =

∫ β(u)

α(u)

f(ϕ) dϕ,

то
F ′(u) = β′(u)f(β(u))− α′(u)f(α(u)). (3.11)

Поэтому

∂a(u, v)

∂u
= r2

(
ϕ

(
x

q(q + vx)

))
ϕ′

(
x

q(q + vx)

)
− r2 (ϕ (0)) ϕ′ (0) .

Применяя к последнему тождеству теорему Лагранжа о конечном прира-
щении и пользуясь неравенством (3.10), находим, что

∂a(u, v)

∂u
6 0,

а, значит, и ∆1,0a(u, v) 6 0.
Далее

∂

∂v
arctg

(
u

q
+

x

q(q + vx)

)
= − xv

q(q + vx)2
· 1(

u
q

+ x
q(q+vx)

)2

+ 1
< 0. (3.12)
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Следовательно, из (3.11) получаем

∂a(u, v)

∂v
= r2

(
ϕ

(
x

q(q + vx)

))
∂

∂v
arctg

(
u

q
+

x

q(q + vx)

)
< 0. (3.13)

Таким образом и ∆0,1a(u, v) 6 0.
Для смешанной производной из (3.12) и (3.13) получаем представление

∂2a(u, v)

∂u ∂v
=

∂

∂u

(
∂a(u, v)

∂v

)
=

= − xv

q(q + vx)2
· ∂

∂u


 1(

u
q

+ x
q(q+vx)

)2

+ 1
· r2

(
arctg

(
u

q
+

x

q(q + vx)

))



Поэтому из (3.10) вытекает, что

∂2a(u, v)

∂u ∂v
> 0.

Значит, ∆1,1a(u, v) > 0, и все условия (5.24) действительно выполняются.
По лемме 5.14,

w1(q, x) =
ϕ(q)

2q2

q∑
u,v=1

( ∫

I
(+)
q (u,v)

r2(ϕ) dϕ+

∫

I
(−)
q (u,v)

r2(ϕ) dϕ

)
+O

(
ψ(q)

√
q

q2

)
.

По теореме Лагранжа о конечном приращении (с учетом того, что r(ϕ) =
O(1) и r′(ϕ) = O(1)), находим

∫

I
(±)
q (u,v)

r2(ϕ) dϕ =
x

q(q + vx)
· 1

1 + u2

q2

(
r2

(
arctg

u

q

)
+ O

(
1

q2

))
,

x

q + vx
= log(q + vx)− log(q + (v − 1)x) + O

(
1

q2

)
,

1

q
(
1 + u2

q2

) · r2

(
arctg

u

q

)
=

∫ u

u−1

r2

(
arctg

z

q

)
d arctg

z

q
+ O

(
1

q2

)
.

Таким образом

w1(q, x) =
ϕ(q)

q2

q∑
u=1

∫ u

u−1

r2

(
arctg

z

q

)
d arctg

z

q
×

×
q∑

v=1

[ log(q + vx)− log(q + (v − 1)x)] + O

(
ψ(q)

q3/2

)
=

= 2V0 · log(1 + x) · ϕ(q)

q2
+ O

(
ψ(q)

q3/2

)
,

и лемма 3.2 доказана. ¤
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Следствие 3.1. Пусть выполняются условия леммы 3.2. Тогда при
N > 1 для суммы

W1(N, x) =
∑
q6N

w1(q, x)

справедлива асимптотическая формула

W1(N, x) = 2V0 · log(1 + x)

ζ(2)

(
log N + γ − ζ ′(2)

ζ(2)

)
+ f(x) + O

(
log3(N + 1)

N1/2

)
,

(3.14)
где f(x) — функция, задаваемая рядом

f(x) =
∞∑

q=1

(
w1(q, x)− 2V0 · log(1 + x) · ϕ(q)

q2

)
. (3.15)

Доказательство. Пользуясь оценкой (1.28), находим
∑
q6N

(
w1(q, x)− 2V0 · log(1 + x) · ϕ(q)

q2

)
= f(x) + O

(
log3(N + 1)

N1/2

)
,

W1(N, x) = 2V0 · log(1 + x)
∑
q6N

ϕ(q)

q2
+ f(x) + O

(
log3(N + 1)

N1/2

)
. (3.16)

Подставляя в последнее равенство формулу (5.4), приходим к утвер-
ждению следствия. ¤

Равенство (3.14) позволяет доказать асимптотическую формулу для
величины T1(R, U).

Лемма 3.3. Пусть 1 6 U 6 R. Тогда для величины T1(R, U), равной
числу решений системы (3.1), (3.2) с дополнительным ограничением Q′ 6
U , справедлива асимптотическая формула

T1(R, U) =
2V0

ζ2(2)
R2 (log(x + 1) log U + C1(x)) +

+ O
(
R2U−1/2 log3 R

)
+ O (RU log R) ,

где

C1(x) = log(x + 1)

(
γ − ζ ′(2)

ζ(2)

)
+

ζ(2)

2V0

· f(x), (3.17)

а функция f(x) определена равенством (3.15).

Доказательство. При фиксированных значениях параметров P , P ′,
Q и Q′ число решений системы (3.1) относительно неизвестных m и n равно
числу примитивных точек (m, n) в области Ω = Ω(P, P ′, Q, Q′) задаваемой
условиями

(mP + nP ′)2 + (mQ + nQ′)2 6 R2 · r2

(
arctg

mP + nP ′

mQ + nQ′

)
,

1 6 m 6 nx.
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Эта область содержится внутри квадрата 0 < m, n 6 R/Q′ и имеет кусочно-
дифференцируемую границу, длина которой есть O(R/Q′). По лемме 5.2
число таких точек равно

1

ζ(2)
· V (Ω) + O

(
R

Q′ log R

)
.

Отсюда

T1(R, U) =
1

ζ(2)

∑

PQ′−P ′Q=±1

V (Ω) + O (RU log R) ,

где суммирование ведется по наборам (P, P ′, Q, Q′), удовлетворяющим огра-
ничениям (3.2) и условию Q′ 6 U . Заменяя переменные m и n на исходные
параметры a и b

m = ±(aQ′ − bP ′), n = ±(bP − aQ),

находим, что величина V (Ω) совпадает с площадью области

aQ′ − bP ′

bP − aQ
6 x, ±(aQ′ − bP ′) > 0, a2 + b2 6 R2 · r2(arctg a/b)

на плоскости Oab. Значит,

V (Ω) =
R2

2

∫

I
(±)
q (P ′,Q)

r2(ϕ) dϕ.

При фиксированном значении параметра Q′ = q переменные P ′ и Q долж-
ны удовлетворять сравнению P ′Q± 1 ≡ 0 (mod q). Если P ′ = u, Q = v —
решение такого сравнения, то значение параметра P находится однознач-
но: P = (uv± 1)/q. Оно будет попадать в нужные границы 0 6 P 6 Q = v
всегда за исключением случая, когда q = u = v = 1, P = 2 (что согласуется
с определением интервала I

(+)
q (u, v)). Следовательно,

T1(R, U) =
R2

2ζ(2)

∑
q6U

q∑
u,v=1

δq(uv ± 1)

∫

I
(±)
q (u,v)

r2(ϕ) dϕ + O (RU log R) =

=
R2

ζ(2)
·W1(U, x) + O (RU log R) .

Подставляя сюда асимптотическую формулу (3.14) для суммы W1(U, x),
получаем утверждение леммы. ¤

3.3. Анализ второго случая

Далее будем рассматривать функцию v(u), которая в области

1 6 u 6 q − 1, 0 6 v 6 q,

неявно задана уравнением

a2 + b2 = R2 · r2(arctg a/b), (3.18)
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где
a = m

uv ± 1

q
+ nu, b = mv + nq.

В следующем утверждении будем считать, что функция v(u) определена
хотя бы в одной точке.

Лемма 3.4. Пусть R > 1 — действительное, m, n, q — натураль-
ные и 1 6 m 6 n. Предположим также, что задана функция r(ϕ) ∈
C(1)([0, π/4]), которая на всем отрезке [0, π/4] удовлетворяет условиям

r(ϕ) > ε0 > 0, r′(ϕ) 6 r(ϕ) tg ϕ.

Тогда при

q2 > U0 =
13

ε0
2
· max

ϕ∈[0,π/4]
r(ϕ) |r′(ϕ)| (3.19)

функция v(u) имеет областью определения отрезок [u0, q − 1], где 1 6
u0 6 q − 1, и на этом отрезке является невозрастающей функцией.

Доказательство. Во-первых, заметим, что выполняются следующие
неравенства

∂(a2 + b2)

∂v
= 2a · mu

q
+ 2bm > 2m,

∣∣∣∣
R2 · ∂r2(arctg a/b)

∂v

∣∣∣∣ =
2R2 · r · |r′| ·m

(a2 + b2)q2
6 2R2 · r · |r′| ·m

n2 · q4
,

где r = r(arctg a/b), r′ = r′(arctg a/b).
Так как функция v(u) должна быть определена хотя бы в одной точке,

то параметр R удовлетворяет неравенству
(

m
q2 + 1

q
+ nq

)2

+ (mv + nq)2 > R2 · ε0
2.

Отсюда R2 6 13n2q2/ε0
2, и при q2 > U0∣∣∣∣

R2 · ∂r2(arctg a/b)

∂v

∣∣∣∣ 6 2 · 13

ε0
2
· r · |r′| ·m

q2
< 2m 6 ∂(a2 + b2)

∂v
.

Значит, при фиксированном u равенство (3.18) определяет не более
одного значения v.

Дифференцируя v(u) как неявную функцию, находим
dv

du
= −b2

m
· a/b− r′/r
au + bq ±mr′/r

.

По условию леммы r′/r 6 a/b, значит, числитель полученного выражения
неотрицателен. Далее, так как m/n 6 1 и q2 > r′/r, то

au + bq ±m
r′

r
> nq2 ±m

r′

r
= n

(
q2 ± m

n
· r′

r

)
> 0.

Следовательно, функция v(u) не возрастает и определена на некотором
отрезке [u0, q − 1], где 1 6 u0 6 q − 1. ¤
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Лемма 3.5. Пусть функция r(ϕ) удовлетворяет ограничениям из лем-
мы 3.4, U0 определено формулой (3.19), U

1/2
0 6 U < R и R1 = R/U . То-

гда для величины T2(R, U), равной числу решений системы (3.1), (3.2)
с дополнительным ограничением Q′ > U , справедлива асимптотическая
формула

T2(R, U) = 2
∑
n<R1

∑∗

m6nx

∑
U<q6R

ϕ(q)

q2
· V (m,n, q) + O

(
R2U−1/4 log2 R

)
,

где V (m, n, q) — площадь области Ω(m,n, q) на плоскости Ouv, задавае-
мой условиями

0 6 u, v 6 q,

(
u2

q2
+ 1

)
(mv + nq)2 6 R2 · r2

(
arctg

u

q

)
.

Доказательство. Согласно определению величины T2(R, U),

T2(R, U) =
∑

16n<R1

∑∗

m6nx

∑

U<q6R/n

q∑
u,v=1

δq(uv ± 1)
[
a2 + b2 6 R2 · r2(arctg a/b)

]
,

где

a = m
uv ± 1

q
+ nu, b = mv + nq.

Применяя леммы 3.4 и 5.13, находим:

T2(R, U) =
∑

16n<R1

∑∗

m6nx

∑

U<q6R/n

(
ϕ(q)

q2
· V±(m, n, q) + O

(
q3/4σ0(q) log q

))
,

где V±(m,n, q) — площадь области Ω±(m,n, q) на плоскости Ouv, задавае-
мой условиями

0 6 u, v 6 q, (3.20)
(

m
uv ± 1

q
+ nu

)2

+ (mv + nq)2 6 R2 · r2

(
arctg

u

q
± m

q(mv + nq)

)
. (3.21)

Для доказательства леммы достаточно проверить, что

V±(m,n, q) = V (m,n, q) + O(q). (3.22)

Действительно, из этого равенства будет следовать асимптотическая фор-
мула

T2(R,U) = 2
∑
n<R1

∑∗

m6nx

∑

U<q6R/n

ϕ(q)

q2
· V (m,n, q) + O

(
R2U−1/4 log2 R

)
,

которая равносильна утверждению леммы, поскольку условие q 6 R/n
можно заменить более простым q < R (при nq > R область Ω(m,n, q)
пуста и V (m,n, q) = 0).

Для доказательства формулы (3.22) рассмотрим, на сколько могут от-
личаться отрезки изменения переменной v, задаваемые неравенствами (3.20)–
(3.21) при фиксированном u в пределах 1 6 u 6 q − 1. Хотя бы один из
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этих отрезков не должен быть пустым, поэтому должно выполняться одно
из неравенств

(
m

uv ± 1

q
+ nu

)2

+ (mv + nq)2 > R2 · r2

(
arctg

u

q
± m

q(mv + nq)

)
,

а, значит, R ¿ nq. Пусть пара (u, v) лежит в области Ω(m,n, q), но не
лежит в одной из областей Ω±(m,n, q) (или наоборот). Так как

√(
m

uv ± 1

q
+ nu

)2

+ (mv + nq)2 = (mv + nq)

√
u2

q2
+ 1 + O

(
m

q

)
,

и

r

(
arctg

u

q
± m

q(mv + nq)

)
= r

(
arctg

u

q

)
+ O

(
m

nq2

)
,

то

R · r
(

arctg
u

q

)
− (mv + nq)

√
u2

q2
+ 1 ¿ Rm

nq2
+

m

q
¿ m

q
.

Поэтому при фиксированном значении u переменная v меняется внутри
интервала длины O(1/q).

Учитывая, что площади областей Ω(m,n, q) и Ω±(m,n, q), попавшие
внутрь полос 0 6 u 6 1 и q − 1 6 u 6 q, отличаются не больше, чем на q,
приходим к равенству (3.22). Лемма 3.5 доказана. ¤

Далее, для вычисления величины T2(R,U) понадобится вспомогатель-
ное утверждение, аналогичное лемме 2.9.

Лемма 3.6. Пусть ξ > 1, x ∈ [0, 1] и

F ∗(ξ, x) =
∑

n<ξ

∑∗

m6nx

1

m

(
1

n
− 1

m + n

)
−

∑

n<ξ

∑∗

m6nx
m+n>ξ

1

m

(
1

ξ
− 1

m + n

)
. (3.23)

Тогда равномерно по x

F ∗(ξ, x) =
log(x + 1)

ζ(2)
log ξ +

H(x)

ζ(2)
+ O

(
log2(ξ + 1)

ξ

)
,

где

H(x) = log(x + 1)

(
log x− ζ ′(2)

ζ(2)
− 1

2
log(x + 1) + γ − 1

)
+ h(x),

и

h(x) =
∞∑

m=1

1

m

( ∑
m
x

6n< m
x

+m

1

n
− log(x + 1)

)
. (3.24)

Доказательство. Рассмотрим сначала сумму

F (ξ, x) =
∑

n<ξ

∑
m6nx

1

m

(
1

n
− 1

m + n

)
−

∑

n<ξ

∑
m6nx

m+n>ξ

1

m

(
1

ξ
− 1

m + n

)
,
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в которой отсутствует условие взаимной простоты чисел m и n. Положим

F (ξ, x) = F1(ξ, x)− F2(ξ, x),

где

F1(ξ, x) =
∑

n<ξ

∑
m6nx

1

m

(
1

n
− 1

m + n

)
,

F2(ξ, x) =
∑

n<ξ

∑
m6nx

m+n>ξ

1

m

(
1

ξ
− 1

m + n

)
.

Используя введенную функцию h(x), находим

F1(ξ, x) =
∑

m<xξ

1

m

( ∑
m
x

6n< m
x

+m

1

n
−

∑

ξ6n<ξ+m

1

n

)
=

=h(x) + log(x + 1)
∑

m<xξ

1

m
−

∑

m<xξ

1

m

∑

ξ6n<ξ+m

1

n
+ O

(
1

ξ

)
=

=h(x) + (log(x + 1) + log ξ) (log xξ + γ)− σ + O

(
log(ξ + 1)

ξ

)
,

где

σ =
∑

m<xξ

log(ξ + m)

m
. (3.25)

Сумму F2(ξ, x) представим в виде F2(ξ, x) = F3(ξ, x)− F4(ξ, x), где

F3(ξ, x) =
1

ξ

∑

n<ξ

∑
m6nx

m+n>ξ

1

m
,

F4(ξ, x) =
∑

n<ξ

∑
m6nx

m+n>ξ

1

m
· 1

m + n
.

После перемены порядка суммирования в F3(ξ, x) находим

F3(ξ, x) =
1

ξ

∑

m6 xξ
x+1

1

m

∑

ξ−m<n<ξ

1 +
1

ξ

∑
xξ

x+1
<m<xξ

1

m

∑
m
x

6n<ξ

1 =

= log(x + 1) + O

(
log(ξ + 1)

ξ

)
.

Аналогично

F4(ξ, x) =
∑

m6 xξ
x+1

1

m

∑

ξ−m<n<ξ

1

m + n
+

∑
xξ

x+1
<m<xξ

1

m

∑
m
x

6n<ξ

1

m + n
=

= σ − log ξ(log xξ + γ)− 1

2
log2(x + 1) + O

(
log(ξ + 1)

ξ

)
,
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где величина σ определена равенством (3.25). Значит,

F2(ξ, x) = log ξ(log xξ + γ) +
log2(x + 1)

2
+ log(x + 1)− σ + O

(
log(ξ + 1)

ξ

)
,

F (ξ, x) = log(x + 1)

(
log ξx− log(x + 1)

2
+ γ − 1

)
+ h(x) + O

(
log(ξ + 1)

ξ

)
.

По формуле обращения Мёбиуса окончательно находим

F ∗(ξ, x) =
∑

d<ξ

µ(d)

d2
F (ξ/d, x) =

=
log(x + 1)

ζ(2)

(
log ξx− ζ ′(2)

ζ(2)
− log(x + 1)

2
+ γ − 1

)
+

h(x)

ζ(2)
+ O

(
log2(ξ + 1)

ξ

)
.

Лемма доказана. ¤
Лемма 3.7. Пусть 1 6 U 6 R, R1 = R/U . Тогда для суммы

T̃2(R,U) =
∑
n<R1

∑∗

m6nx

∑
U<q6R

ϕ(q)

q2
· V (m,n, q)

справедлива асимптотическая формула

T̃2(R, U) =
U2

ζ(2)

∫ 1

0

dt

∫ R1(t)

0

ξ · F ∗(ξ, x) dξ + O(R2U−1 log R),

где
R1(t) = R1 · r(arctg t)/

√
t2 + 1

и F ∗(ξ, x) определено равенством (3.23).

Доказательство. Найдем сначала приближенное значение для сум-
мы ∑

U<q6R

ϕ(q)

q2
· V (m,n, q).

Запишем V (m,n, q) в виде интеграла

V (m, n, q) =

∫ q

0

du

∫ q

0

[√
u2/q2 + 1(mv + nq) 6 R · r(arctg u/q)

]
dv.

Вводя переменные t = u/q, w = mv + nq и функцию

R(t) = R · r(arctg t)/
√

t2 + 1,

величину V (m,n, q) можно переписать в виде

V (m,n, q) =
q

m

∫ 1

0

dt

∫ R(t)

0

[
w

m + n
< q 6 w

n

]
dw.

Далее ∑
U<q6R

ϕ(q)

q2
· V (m,n, q) =

∑

δ

µ(δ)

δ2

∑
U
δ

<q6 R
δ

V (m,n, δq)

q
.
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Найдем внутреннюю сумму:

∑
U
δ

<q6 R
δ

V (m,n, δq)

q
=

δ

m

∫ 1

0

dt

∫ R(t)

0

∑
U
δ

<q6 R
δ

[
w

m + n
< q 6 w

n

]
dw =

=
δ

m

∫ 1

0

dt

∫ R(t)

0

(
w

nδ
−max

{
w

(m + n)δ
,
U

δ

}
+ O(1)

)
[w > nU ] dw =

=
1

m

∫ 1

0

dt

∫ R(t)

0

(
w

n
−max

{
w

m + n
, U

})
[w > nU ] dw + O

(
δR

m

)
.

Вводя переменную ξ = w/U , имеем

∑
U
δ

<q6 R
δ

ϕ(q)

q2
· V (m,n, q) =

=
U2

m

∫ 1

0

dt

∫ R1(t)

0

(
ξ

n
−max

{
ξ

m + n
, 1

})
[ξ > n] dξ + O

(
δR

m

)
.

Следовательно,
∑

U<q6R

ϕ(q)

q2
· V (m,n, q) =

=
U2

mζ(2)

∫ 1

0

dt

∫ R1(t)

0

(
ξ

n
−max

{
ξ

m + n
, 1

})
[ξ > n] dξ + O

(
R

m
log R

)
=

=
U2

mζ(2)

∫ 1

0

dt

∫ R1(t)

0

(
ξ

n
− ξ

m + n

)
[ξ > m + n] dξ+

+
U2

mζ(2)

∫ 1

0

dt

∫ R1(t)

0

(
ξ

n
− 1

)
[n 6 ξ 6 m + n] dξ + O

(
R

m
log R

)
.

Суммируя последнее равенство по n и m приходим к утверждению леммы.
¤

Следствие 3.2. Пусть 2 6 U 6 R, R1 = R/U и

R1(t) = R1 · r(arctg t)/
√

t2 + 1. (3.26)

Тогда для величины T2(R, U) справедлива асимптотическая формула

T2(R,U) = 2
U2

ζ(2)

∫ 1

0

dt

∫ R1(t)

0

ξ · F ∗(ξ, x) dξ + O(R2U−1/4 log2 R),

где F ∗(ξ, x) определено равенством (3.23).

Доказательство вытекает из лемм 3.5 и 3.7.
Непосредственным вычислением проверяется следующее утверждение.
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Лемма 3.8. Пусть R1 > 0 и при t ∈ [0, 1] функция R1(t) определена
равенством (3.26). Тогда

∫ 1

0

dt

∫ R1(t)

0

ξ dξ = V0 ·R2
1,

∫ 1

0

dt

∫ R1(t)

0

ξ log ξ dξ = V0 ·R2
1

(
log R1 − 1

2

)
+ V1 ·R2

1,

где

V1 =
1

2

∫ π/4

0

r2(ϕ) log(r(ϕ) cos ϕ) dϕ.

Следствие 3.3. Пусть 1 6 U 6 R, R1 = R/U . Тогда для величины
T2(R, U), равной числу решений системы (3.1) с дополнительным ограни-
чением Q′ > U , справедлива асимптотическая формула

T2(R, U) =
2V0

ζ2(2)
R2 (log(x + 1) log R1 + C2(x)) +

+ O(R2U−1/4 log2 R) + O(RU log2 R),

в которой

C2(x) = log(x+1)

(
log x− ζ ′(2)

ζ(2)
+ γ − log(x + 1)

2
− 3

2
+

V1

V0

)
+h(x), (3.27)

а функция h(x) определена равенством (3.24).

Доказательство получается подстановкой результатов лемм 3.6 и 3.8
в следствие 3.2.

3.4. Асимптотическая формула в задаче Арнольда

Доказательство теоремы 5. Из леммы 3.3 и следствия 3.3 выте-
кает равенство

T ∗
x (R) = T1(R, U) + T2(R, U) =

2V0

ζ2(2)
R2 (log(x + 1) log R + C1(x) + C2(x)) +

+O(R2U−1/2 log3 R) + O(R2U−1/4 log2 R) + O(RU log2 R).

Выбирая U = R4/5 и подставляя результат в формулу (3.3), получаем

N∗
x(R) =

2V0

ζ2(2)
R2 (log(x + 1) log R + C3(x)) + O(R9/5 log2 R),

где

C3(x) = C1(x) + C2(x) +
ζ(2)

2
· V0(x)

V0

· [x < 1].

Наконец, применяя равенство

Nx(R) =
∑

d6R

N∗
x(R/d),
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приходим к утверждению теоремы функцией

C(x) =
2V0 · log(x + 1)

ζ(2)

(
log x− ζ ′(2)

ζ(2)
+ 2γ − log(x + 1)

2
− 3

2
+

V1

V0

)
+

+
2V0

ζ(2)

(
h(x) +

ζ(2)

2V0

(f(x) + V0(x) · [x < 1])

)
,

где f(x) и h(x) определены равенствами (3.15) и (3.24) соответственно. ¤

3.5. Результаты для сектора и треугольной области

Первоначально задача о статистиках Гаусса-Кузьмина была поставле-
на В.И. Арнольдом для сектора a2 + b2 6 R2 (0 < a 6 b). В этом случае
r(ϕ) ≡ 1 и константы V0, V1 в теореме 5 можно вычислить явно.

Лемма 3.9. Для области

Ω0 = {(ρ, ϕ) : 0 6 ϕ 6 π/4, 0 6 ρ 6 1} (3.28)

справедливы равенства

V0 =
π

8
, V1 =

1

8
(2C − π · log 2),

где

C =
∞∑

k=0

(−1)k

(2k + 1)2
=

1

2i
[Li2(i)− Li2(−i)]

— константа Каталана.

Доказательство. Пусть X > 0, X(t) = X/
√

t2 + 1.

I1 =

∫ 1

0

dt

∫ X(t)

0

ξ dξ, I2 =

∫ 1

0

dt

∫ X(t)

0

ξ log ξ dξ,

Тогда для доказательства леммы достаточно проверить равенства

I1 =
π

8
X2, I2 =

π

8
X2

(
log

X

2
+ 2

C

π
− 1

2

)
.

В первом интеграле после замены переменной y = ξ2 получаем

I1 =
1

2

∫ 1

0

dt

∫ X2(t)

0

dy =
X2

2

∫ 1

0

dt

t2 + 1
=

X2

2
arctg t

∣∣∣∣
1

t=0

=
π

8
X2.

Для доказательства второго равенства найдём сначала значение инте-
грала

I0 =

∫ 1

0

log(t2 + 1)

t2 + 1
dt.

Рассмотрим главную ветвь логарифма log z, для которой |arg z| < π.
Формула

Li2(z) = −
∫ z

0

log(1− t)

t
dt
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задаёт главную ветвь дилогарифма, определённую на всей комплексной
плоскости за исключением луча [1; +∞). Для функции, стоящей в инте-
грале I0, первообразную можно указать явно:∫

log(t2 + 1)

t2 + 1
dt =

=
arctg t

2

[
log(t2 + 1) + 2 log 2

]
+

i

2

[
Li2

(
1 + it

2

)
− Li2

(
1− it

2

)]
.

Значит,

I0 =

∫ 1

0

log(t2 + 1)

t2 + 1
dt =

3π

8
log 2 +

i

2

[
Li2

(
1 + i

2

)
− Li2

(
1− i

2

)]
.

Применяя тождество (см. [59])

Li2

(
z

z − 1

)
= −Li2(z)− 1

2
log2(1− z), z /∈ [1; +∞),

при z = 1±i
2
, находим

i

2

[
Li2

(
1 + i

2

)
− Li2

(
1− i

2

)]
=

i

2
[Li2 (i)− Li2 (−i)] +

π

8
log 2 =

= −C +
π

8
log 2.

Следовательно,
I0 = −C +

π

2
log 2.

После замены y = ξ2 во втором интеграле, получим

I2 =
1

4

∫ 1

0

dt

∫ X2(t)

0

log y dy =
1

4

∫ 1

0

(y log y − y)

∣∣∣∣
X2(t)

y=0

dt =

=
X2

4

∫ 1

0

1

t2 + 1

(
log

X2

t2 + 1
− 1

)
dt =

π

16
X2(2 log X − 1)− X2

4
I0.

Подставляя в последнюю формулу значение интеграла I0, приходим к
нужному равенству. ¤

Следствие 3.4. Пусть R > 2. Тогда для сектора (3.28) равномерно
по x ∈ [0, 1]

Nx(R) =
3

2π
log(x + 1)R2 log R + C(x) + O(R2− 1

5 log3 R),

где

C(x) =
3 log(x + 1)

2π

(
log x− ζ ′(2)

ζ(2)
+ 2γ − log(x + 1)

2
− 3

2
+

2C

π
− log 2

)
+

+
3

2π

(
h(x) +

2ζ(2)

π

(
f(x) +

arctg x

2
· [x < 1]

))
,

а функции f(x) и h(x) определены равенствами (3.15) и (3.24).
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Замечание 3.1. Наиболее просто выглядит результат в случае тре-
угольной области

Ω0 = {(x, y) : 0 6 x 6 1, 0 6 y 6 x} .

Аналогично лемме 2.10 доказывается асимптотическая формула
2

[R]([R] + 1)

∑

d6R

∑

c6d

s(x)(c/d) =
2

ζ(2)
(log(1 + x) log R + C(x))+O(R−1 log4 R),

(3.29)
где

C(x) = log(1 + x)

(
2γ − ζ ′(2)

ζ(2)
− log(1 + x)

2
+ log x− 3

2

)
+

+h1(x) + h2(x)− xζ(2)

2(x + 1)
+

xζ(2)

2
[x < 1],

а h1(x) и h2(x) = h(x) — функции из теоремы 6 (см. стр. 17).

3.6. Уточнение теоремы Портера

Лемма 3.10. При любом натуральном b > 4 суммы

Dk =
∑

a|b

σk
0(a)

a
(k > 0)

удовлетворяют оценке
Dk ¿ (log log b)2k

. (3.30)

Доказательство. Из соотношений

σ1(n) = n · σ−1(n), σ1(n) ¿ n log log n

(см., например, [46, теорема 323]) следует, что утверждение леммы спра-
ведливо для суммы D0 = σ−1(b). Если предположить, что для некоторого
k > 0 оценка (3.30) выполняется, то для k + 1, соответственно, получаем

Dk+1 =
∑

a|b

σk
0(a)

a

∑

t|a
1 =

∑

t|b

∑

a1|b/t

σk
0(ta1)

ta1

6

6
∑

t|b

σk
0(t)

t

∑

a1|b/t

σk
0(a1)

a1

6 D2
k ¿ (log log b)2k+1

¤
Доказательство теоремы 6. Будем предполагать, что ε0 < 1/6.

Обозначим через Tx(b) число решений уравнения

m1m2 + n1n2 = b (3.31)

относительно неизвестных

1 6 m1 6 n1, 1 6 m2 6 n2x.
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Через T ∗
x (b) обозначим число решений уравнения (3.31), в котором

1 6 m1 6 n1, (m1, n1) = 1, 1 6 m2 6 n2x.

Для суммы

Ψx(b) =
b∑

a=1

s(x)(a/b)

справедливо равенство (см. доказательство леммы 3.1)

Ψx(b) = 2T ∗
x (b) + b

(
x · [x < 1]− x

x + 1

)
+ O(1).

Величины Ψx(b) и Tx(b) связаны с Ψ∗
x(b) и T ∗

x (b) формулой обращения Ме-
биуса

Ψ∗
x(b) =

∑

d|b
µ(d) Ψx(b/d), T ∗

x (b) =
∑

d|b
µ(d) Tx(b/d).

Поэтому

Ψ∗
x(b) = 2

∑

d1d2|b
µ(d1) µ(d2) Tx

(
b

d1d2

)
+ ϕ(b)

(
x · [x < 1]− x

x + 1

)
+ O(bε0).

(3.32)
Для вычисления Tx(b) введем параметр U = (b log b)1/2 и разобьем все ре-
шения уравнения (3.31) на две группы. К первой отнесем те, для которых
n1 < U , а ко второй — все остальные. Соответственно Tx(b) представится
в виде

Tx(b) = T1(b, U) + T2(b, U). (3.33)
Найдем сначала асимптотическую формулу для T1(b, U). Заметим, что

при фиксированном n1 переменные m1 и m2 удовлетворяют сравнению

m1m2 ≡ b (mod n1) (3.34)

Для известных n1, m1 и m2 значение n2 уже находится однозначно:

n2 =
b−m1m2

n1

.

Ограничение m2 6 n2x равносильно неравенству

m2 6 bx

n1 + m1x
= fn1(m1). (3.35)

Таким образом, задача сводится к подсчету числа решений сравнения (3.34),
в котором переменные удовлетворяют ограничениям

0 < m1 6 n1, m2 6 fn1(m1).

Применим теорему 8 с P1 = 0, P2 = n1, f = fn1 и упрощенной оценкой
остаточного члена из замечания 5.4. С учетом того, что

f ′′n1
(m1) ³ b

n3
1
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находим
T [fn1 ] = S[fn1 ]−

n1

2
· δn1(b) + R[fn1 ].

Отсюда

T1(b, U) =
∑
n1<U

T [fn1 ] = S1(b, U) + R1(b, U) + Oε0(b
1/2+ε0), (3.36)

где ε0 — любое положительное,

S1(b, U) =
∑
n1<U

S[fn1 ] =
∑
n1<U

1

n1

∑
m16n1

µn1,b(m1)fn1(m1), (3.37)

R1(b, U) =
∑
n1<U

R[fn1 ] ¿ε0 b1/3
∑
n1<U

σ
2/3
0 (n1)σ

2
0(a1)+ (3.38)

+ bε0

∑
n1<U

(
n

3/2
1 a

1/2
1 b−1/2 + n

1/2
1 + a1

)
,

и a1 = (n1, b). Применяя оценку σ0(xy) 6 σ0(x) σ0(y) и неравенство Гёль-
дера, находим∑

n1<U

σ
2/3
0 (n1) σ2

0(a1) 6
∑

a1|b
σ2

0(a1)
∑

n<U/a1

σ
2/3
0 (na1) 6

6
∑

a1|b
σ3

0(a1)

( ∑

n<U/a1

σ0(n)

)2/3

(U/a1)
1/3 ¿ U · log2/3 b

∑

a1|b

σ3
0(a1)

a1

Далее, применяя лемму 3.10, приходим к неравенству

b1/3
∑
n1<U

σ
2/3
0 (n1) · σ2

0(a1) ¿ε b5/6 · log7/6+ε/2 b

Остальные слагаемые, входящие в формулу для R1(b, U) при ε0 < 1/6
дают меньший вклад:

b−1/2+ε0

∑
n1<U

n
3/2
1 a

1/2
1 ¿ b−1/2+ε0

∑

a1|b
a

1/2
1

∑

n<U/a1

(a1n)3/2 ¿

¿ b−1/2+ε0 · U5/2
∑

a1|b
a
−1/2
1 ¿ b3/4+2ε0 ,

bε0

∑
n1<U

n
1/2
1 ¿ bε0 · U3/2 ¿ε0 b3/4+2ε0 ,

bε0

∑
n1<U

a1 ¿ bε0

∑

a1|b
a1

∑

n<U/a1

1 6 bε0 · U · σ−1(b) ¿ε0 b1/2+2ε0 .

Таким образом,

T1(b, U) = S1(b, U) + Oε(b
5/6 · log7/6+ε b) (3.39)

Для нахождения S1(b, U) рассмотрим сначала сумму, аналогичную (1.3)

Φx(U) =
∑
n<U

1

n

∑
m6n

x

n + mx
.
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Ее можно переписать в виде

Φx(U) = log(1 + x)
∑
n<U

1

n
+

∑
n<U

1

n

(∑
m6n

x

n + mx
− log(1 + x)

)
=

= log(1 + x)(log U + γ) + h1(x) + O(U−1),

где h1(x) определено равенством (0.17). Отсюда для суммы

Φ∗
x(U) =

∑
n6U

1

n

∑∗

m6n

x

n + mx

по формуле обращения Мёбиуса

Φ∗
x(U) =

∑

d6U

µ(d)

d2
· Φx

(
U

d

)

получаем следующую асимптотическую формулу

Φ∗
x(U) =

log(1 + x)

ζ(2)

(
log U + γ − ζ ′(2)

ζ(2)

)
+

h1(x)

ζ(2)
+O

(
log(U + 1)

U

)
. (3.40)

Подставляя
µn1,b(m1) = d1 · δd1(b),

где d1 = (m1, n1), в равенство (3.37), после замен m1 = d1m, n1 = d1n,
получаем

S1(b, U) =
∑
n1<U

1

n1

∑
m16n1

bx

n1 + m1x
d1 · δd1(b) =

=
∑

d1|b

b

d1

∑∗

n<U/d1

1

n

∑
m6n

x

n + mx
=

∑

d|b

b

d
Φ∗

x

(
U

d

)
.

Пользуясь (3.40), находим

S1(b, U) =
1

ζ(2)

∑

d|b

b

d

(
log(1 + x)

(
log

U

d
+ γ − ζ ′(2)

ζ(2)

)
+ h1(x)

)
+Oε0

(
b1/2+ε0

)

(3.41)
Подставляя (3.41) в (3.39), приходим к асимптотической формуле для
T1(b, U):

T1(b, U) =
1

ζ(2)

∑

d|b

b

d

(
log(1 + x)

(
log

U

d
+ γ − ζ ′(2)

ζ(2)

)
+ h1(x)

)
+ (3.42)

+Oε

(
b5/6 log7/6+ε b

)
.

Для нахождения T2(b, U) аналогично заметим, что при фиксированном
n2 переменные m1 и m2 удовлетворяют сравнению

m1m2 ≡ b (mod n2). (3.43)
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Для известных n2, m1 и m2 значение n1 определяется однозначно:

n1 =
b−m1m2

n2

.

Ограничение max{m1, U} 6 n1 равносильно неравенству

m1 6 min

{
b

m2 + n2

,
b− Un2

m2

}
= gn2(m2)

Разобьем интервал I = (0, n2], внутри которого меняется переменная m2,
на более короткие интервалы точками 1, 2, 22, . . . , 2k (k = [log2 n2]) и
добавим к разбиению точку m0 = b

U
− n2, в которой функция gn2 может

быть недифференцируема:

I =
k′⊔

j=1

Ij (k′ = k + 2).

Будем предполагать, что

gn2(m2) =





b

m2 + n2

, если m2 ∈
k′′⊔
j=1

Ij;

b− Un2

m2

, если m2 ∈
k′⊔

j=k′′+1

Ij,

где 0 6 k′′ 6 k′. На каждом из интервалов Ij к функции gn2 применим
теорему 8. Тогда для всего интервала I получим

T [gn2 ] = S[gn2 ] + R′′[gn2 ] + R′[gn2 ] + Oε0

(
b1+ε0U−1

)
,

где

S[gn2 ] =
1

n2

∑
16m26n2

µn2,b(m2) gn2(m2),

R′′[gn2 ] =
k′′∑
j=1

R(j)[gn2 ], R′[gn2 ] =
k′∑

j=k′′+1

R(j)[gn2 ],

и R(j)[gn2 ] — остаток, который получается в теореме 8 на интервале Ij.
Для j = 1, . . . , k′′ на интервале Ij

g′′n2
(m2) ³ b

n3
2

.

Поэтому сумма остатков R′′[gn2 ] оценивается аналогично сумме (3.38) (с
заменой U на b/U):

∑

n26b/U

R′′[gn2 ] ¿ε b5/6 · log7/6+ε b. (3.44)

Если же j = k′′ + 1, . . . , k′, то на промежутке Ij

g′′n2
(m2) ³ b− Un2

m3
2

³ b− Un2

23j
.
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Значит, согласно оценке (5.36),

R(j)[gn2 ] ¿ε0 σ
2/3
0 (n2) σ2

0(a2)b
1/3 + bε0/2

(
23j/2 a

1/2
2 b−1/2 + n

1/2
2 + a2

)
,

где a2 = (n2, b). Следовательно,

R′[gn2 ] =
k′∑

j=k′′+1

R(j)[gn2 ] ¿ε0 σ
2/3
0 (n2)σ

2
0(a2) log b · b1/3+

+bε0

(
n

3/2
2 a

1/2
2 (b− Un2)

−1/2 + n
1/2
2 + a2

)
.

Отсюда, как и в случае остатка R[fn1 ], приходим к оценке
∑

n26b/U−2

R′[gn2 ] ¿ε b5/6 log7/6+ε b. (3.45)

Если значение переменной n2 > b/U − 2 фиксировано, то n1 может прини-
мать не более b1/2+ε0/2 значений, а при фиксированных n1, n2 существует
не более σ0(b − n1n2) ¿ bε0/2 значений m1 и m2. Поэтому, с учетом оце-
нок (3.44), (3.45), получаем

T2(b, U) =
∑

n26b/U

T [gn2 ] =
∑

n26b/U−2

T [gn2 ] + Oε0(b
1/2+ε0) =

= S2(b, U) + Oε(b
5/6 log7/6+ε b),

где

S2(b, U) =
∑

n26b/U

1

n2

∑
m26n2

µn2,b(m2) gn2(m2).

Как и в случае суммы S1(b, U) после подстановки

µn2,b(m2) = d2 · δd2(b), d2 = (m2, n2),

сумма S2(b, U) перепишется в виде

S2(b, U) =
∑

d|b

b

d

∑

n6b/(dU)

1

n

∑∗

m6nx

min

{
1

m + n
,

1

m
− dUn

bm

}
=

∑

d|b

b

d
F ∗

x

(
b

dU

)
,

где

F ∗
x (ξ) =

∑

n6ξ

1

n

∑∗

m6nx

min

{
1

m + n
,

1

m
− n

mξ

}
.

Согласно лемме 3.6, для суммы F ∗
x (ξ) верна асимптотическая формула

F ∗
x (ξ) =

log(x + 1)

ζ(2)
log ξ +

H(x)

ζ(2)
+ O

(
log2(ξ + 1)

ξ

)
,

в которой

H(x) = log(1 + x)

(
log x− ζ ′(2)

ζ(2)
− log(x + 1)

2
+ γ − 1

)
+ h2(x),
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и h2(x) определено равенством (0.18). Поэтому

S2(b, U) =
1

ζ(2)

∑

d|b

b

d

(
log(x + 1) log

b

dU
+ H(x)

)
+ Oε0(b

1/2+ε0),

T2(b, U) =
1

ζ(2)

∑

d|b

b

d

(
log(x + 1) log

b

dU
+ H(x)

)
+ Oε(b

5/6 log7/6+ε b).

Подставляя последнее равенство и (3.42) в (3.33) приходим к асимптоти-
ческой формуле для Tx(b):

Tx(b) =
1

ζ(2)

∑

d|b

b

d

(
log(x + 1) log

b

d2
+ C1(x)

)
+ Oε(b

5/6 log7/6+ε b),

где

C1(x) = H(x) + log(1 + x)

(
γ − ζ ′(2)

ζ(2)

)
+ h1(x).

Подставим полученный результат в (3.32). Тогда, с учетом соотношений
(см. [49])

∑

dd1d2|b

µ(d1) µ(d2)

d d1d2

=
ϕ(b)

b
,

∑

dd1d2|b

µ(d1) µ(d2)

d d1d2

log(d1d2 d2) = 0,

находим
∑

d1d2|n
µ(d1) µ(d2) Tx

(
b

d1d2

)
=

ϕ(b)

ζ(2)
(log(x + 1) log b + C1(x)) + Oε(b

5/6 log7/6+ε b),

Ψ∗
x(b) =

2ϕ(b)

ζ(2)
(log(x + 1) log b + CP (x)) + Oε(b

5/6 log7/6+ε b),

где CP (x) определено равенством (0.16). Теорема доказана. ¤

3.7. О среднем числе шагов в алгоритме Евклида с выбором
минимального по модулю остатка

Как отмечалось во введении, алгоритм Евклида с выбором наимень-
шего по модулю остатка

a = bq + r, q =

[
a

b
+

1

2

]
, −q

2
6 r <

q

2
,

приводит к разложению в дробь

a

b
= t0 +

ε1

t1 +
ε2

t2 + ... +
εl

tl

, (3.46)
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длины l = l(a/b), где t0 — целое, t1, . . . , tl — натуральные,

εk = ±1, tk > 2 (k = 1, . . . , l), tk + εk+1 > 2 (k = 1, . . . , l − 1).

Существует простой алгоритм (см. [64, § 39]), который превращает
обычную цепную дробь в дробь вида (3.46). К первому неполному частно-
му tj (j > 1), равному единице, нужно применить тождество

tj−1 +
1

1 +
1

tj+1 + . . .

= tj−1 + 1− 1

tj+1 + 1 + . . .
.

То есть первая единица в разложении вычеркивается, соседние неполные
частные увеличиваются на единицу, и между ними ставится знак “минус”.
Затем находится следующая единица и процедура повторяется. Если в
разложении имеется цепочка из подряд идущих единиц, то преобразование
применяется к единицам, стоящим на нечетных местах в этой цепочке.
Например,

[0; 2, 1, 3, 1, 1, 6] =
1

3− 1

5− 1

2 + 1/6

.

Лемма 3.11. Для любого рационального числа a/b

l(a/b) = s(ϕ−1)(a/b),

где ϕ = (1 +
√

5)/2 — золотое сечение.

Доказательство. Пусть a/b = [t0; t1, . . . , ts]. Обозначим через s′(a/b)
количество остатков rj = [0; tj, . . . , ts] (1 6 j 6 s), разложение которых на-
чинается с нечетного числа единиц. Соответственно s′′(a/b) будет обозна-
чать количество остатков, начинающихся с четного (возможно нулевого)
числа единиц. Очевидно, выполняется равенство s(a/b) = s′(a/b)+s′′(a/b).

Согласно приведенному выше алгоритму, при переводе обычной цепной
дроби в дробь вида (3.46) каждый отрезок из k подряд идущих единиц за-
меняется на [k/2] неполных частных. Поэтому исчезает в точности s′(a/b)
неполных частных:

l(a/b) = s(a/b)− s′(a/b) = s′′(a/b).

Но цепная дробь для числа r ∈ (0, 1) начинается с четного числа еди-
ниц тогда и только тогда, когда r ∈ (0, ϕ − 1). Следовательно, s′′(a/b) =
s(ϕ−1)(a/b). ¤

Следствие 3.5. При любом R > 2

2

R(R + 1)

∑

b6R

∑

a6b

l(a/b) =
2 log ϕ

ζ(2)
· log R + Cl + O(R−1 log4 R),
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Доказательство. Подставляя равенство из леммы 3.11 в (3.29), по-
лучаем утверждение следствия с константой

Cl =
2C(ϕ)

ζ(2)
=

2 log ϕ

ζ(2)

(
−ζ ′(2)

ζ(2)
− 3

2
log ϕ− 3

2

)
+

2

ζ(2)
(h1(ϕ) + h2(ϕ)) +

1

ϕ3
,

где функции h1(x) и h2(x) заданы рядами (0.17)–(0.18) (см. формулировку
теоремы 6 во введении). ¤

Следствие 3.6. При любом b > 2

1

ϕ(b)

∑
16a6b
(a,b)=1

l(a/b) =
2 log ϕ

ζ(2)
· log b + C ′

l + Oε(b
5/6 log7/6+ε b).

Доказательство. Подставляя равенство из леммы 3.11 в теорему 6
получаем утверждение следствия с константой

C ′
l =

2CP (ϕ)

ζ(2)
= Cl +

2 log ϕ

ζ(2)

(
1

2
− ζ ′(2)

ζ(2)

)
.

¤



ГЛАВА 4

Статистики траекторий в задаче Синая

Исследование бильярда Синая, как и результаты других глав, факти-
чески базируется на свойствах цепных дробей. Хорошо известно, что под-
ходящие дроби Pn(α)/Qn(α) (n > 0) к числу α совпадают с наилучшими
приближениями второго рода числа α, то есть из условий

x

y
6= Pn(α)

Qn(α)
, 0 < y 6 Qn(α)

необходимо следует, что

|αy − x| > |αQn(α)− Pn(α)|
(тривиальными исключениями являются полуцелые α, см. [32, § 6]). С гео-
метрической точки зрения это означает, что если (p, q) ∈ Z2 \ {(0, 0)} —
центр первой h-окрестности целочисленной точки, которую пересекает луч

{(t cos ϕ, t sin ϕ) : t > 0} , (4.1)

то для некоторого n > 0 выполняется равенство (p, q) = (Pn(α), Qn(α)). В
этом случае теория цепных дробей позволяет решить однородную задачу
Синая о статистических свойствах траекторий, начинающихся в начале
координат (см.[12]).

Рассмотрим теперь луч
{
(−hv sin ϕ + t cos ϕ, hv cos ϕ + t sin ϕ) ∈ R2 : t ∈ [0,∞)

}
, (4.2)

стартующий из h-окрестности начала координат с выходным прицельным
параметром h · v (|v| < 1). Напомним, что через (m(ϕ), n(ϕ)) обозначался
центр первой h-окрестности (ненулевой) точки решетки Z2, которую пе-
ресекает луч (4.2). Оказывается, что (см. замечание 4.4) число n(ϕ)/m(ϕ)
будет либо подходящей, либо промежуточной дробью для α = tg ϕ. Такое
наблюдение лежит в основе решения задачи Синая в неоднородном (v 6= 0)
случае.

Настоящая глава основана на работе [12].

4.1. Свойства целочисленных пар (m(ϕ), n(ϕ))

Как уже отмечалось во введении, параметрически заданная прямая
{
(−hv sin ϕ + t cos ϕ, hv cos ϕ + t sin ϕ) ∈ R2 : t ∈ (−∞,∞)

}
(4.3)

на плоскости при t = 0 проходит через ближайшую к началу координат
O = (0, 0) точку O′ = (−hv sin ϕ, hv cos ϕ) (проекция O на прямую (4.3)).
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Еще одно параметрическое представление
{
(x− t′ sin ϕ, y + t′ cos ϕ) ∈ R2 : t′ ∈ (−∞,∞)

}
(4.4)

определяет перпендикулярную к (0.20) прямую, проходящую при t′ = 0
через точку (x, y). Они пересекаются в некоторой точке при

t = R(x, y) = x cos ϕ + y sin ϕ,

t′ = U(x, y) = x sin ϕ− y cos ϕ + hv.

Среди всех целочисленных точек (m,n) на плоскости с условиями

R(m,n) > 0 и |U(m,n)| < h

для точки (m(ϕ), n(ϕ)) величина R(m,n) принимает минимальное значе-
ние. Отсюда немедленно следует единственность пары (m(ϕ), n(ϕ)).

Нормированный свободный пробег r = r(ϕ) и нормированный входной
прицельный параметр задаются равенствами

r(ϕ) = h ·R (m(ϕ), n(ϕ)) , u(ϕ) = h−1 · U (m(ϕ), n(ϕ)) .

При этом

0 < r(ϕ) <
1

1− |v| и − 1 < u(ϕ) < 1.

Число v называется нормированным выходным прицельным параметром.
В соответствии с определениями

h−1 · r
(
ϕ +

π

2

)
= n

(
ϕ +

π

2

)
· cos ϕ−m

(
ϕ +

π

2

)
· sin ϕ,

h · u
(
ϕ +

π

2

)
= n

(
ϕ +

π

2

)
· sin ϕ + m

(
ϕ +

π

2

)
· cos ϕ + h · v.

Так как при повороте плоскости на угол π/2 вокруг начала координат
множество целых точек переходит в себя и ориентация сохраняется, то
выходной прицельный параметр v не меняется и

r
(
ϕ +

π

2

)
= r(ϕ), u

(
ϕ +

π

2

)
= u(ϕ).

Поэтому

m
(
ϕ +

π

2

)
= −n(ϕ), n

(
ϕ +

π

2

)
= m(ϕ).

Далее,

h−1 · r
(π

2
− ϕ

)
= n

(π

2
− ϕ

)
· cos ϕ + m

(π

2
− ϕ

)
· sin ϕ,

h · u
(π

2
− ϕ

)
= −n

(π

2
− ϕ

)
· sin ϕ + m

(π

2
− ϕ

)
· cos ϕ + h · v.

Речь идет о зеркальной симметрии относительно прямой y = x. И в этом
случае множество целых точек на плоскости переходит в себя. Однако,
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ориентация меняется на противоположную. Поэтому выходной прицель-
ный параметр v переходит в −v и

r
(π

2
− ϕ

)
= r(ϕ), u

(π

2
− ϕ

)
= −u(ϕ),

m
(π

2
− ϕ

)
= n(ϕ), n

(π

2
− ϕ

)
= m(ϕ).

Подытоживая вышесказанное и принимая во внимание равенство

ρ(r, u, v) = ρ(r,−u,−v),

мы можем заключить, что теорему 7 достаточно доказать для случая,
когда ϕ0 ∈ (0, π/4).

На самом деле удобнее работать с другой параметризацией угла на-
клона траектории: α = α(ϕ) = tg ϕ ∈ (0, 1). При этом

sin ϕ =
α√

1 + α2
, cos ϕ =

1√
1 + α2

,

R(x, y) =
x + αy√
1 + α2

, U(x, y) =
αx− y√
1 + α2

+ h · v,

r(ϕ) = h
m(ϕ) + αn(ϕ)√

1 + α2
, u(ϕ) =

αm(ϕ)− n(ϕ)

h
√

1 + α2
+ v.

Лемма 4.1. Числа m(ϕ) и n(ϕ) взаимно просты.

Доказательство. Предположим, что

(m(ϕ), n(ϕ)) = q > 1.

Положив m = m(ϕ)/q и n = n(ϕ)/q, получим

|U(m,n)| = αm− n√
1 + α2

+ hv =

=
1

q

αm(ϕ)− n(ϕ)√
1 + α2

+
1

q
hv +

q − 1

q
hv =

=
1

q
U(m(ϕ), n(ϕ)) +

q − 1

q
hv <

1

q
h +

q − 1

q
h = h.

При этом

R(m,n) =
1

q
·R(m(ϕ), n(ϕ)) < R(m(ϕ), n(ϕ)),

что противоречит определению пары (m(ϕ), n(ϕ)). Значит, наше предпо-
ложение неверно и q = 1. ¤

Заметим, что равенство

(m(ϕ), n(ϕ)) = (0, 1) или (1, 1)

выполняется только для α ∈ (0, θ0) в первом случае и α ∈ (θ1, 1) во втором,
где θ0 и θ1 — корни уравнений (относительно переменной α)

α√
1 + α2

+ hv = h и
α− 1√
1 + α2

+ hv = −h
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из интервала (0, 1). При этом

0 < θ0 <
√

8h < 1−
√

8h < θ1 < 1 (4.5)

Кроме того, так как

m(ϕ) sin ϕ− n(ϕ) cos ϕ + hv > −h,

то
n(ϕ) 6 m(ϕ)α + (1 + v)h

√
1 + α2 6 m(ϕ) +

1

2
.

Поэтому n(ϕ) 6 m(ϕ).
Положим

N = {(m,n) ∈ N2 : 0 < n < m, (m,n) = 1}.
Подытожим вышесказанное в следующем виде.

Замечание 4.1. Для любого числа α ∈ [θ0, θ1] пара (m(ϕ), n(ϕ)) лежит
в множестве N .

Пусть (m,n) ∈ N . Определим натуральные m+ и m− из условий:

nm± ≡ ±1 (mod m), 0 < m± < m. (4.6)

Так как n и m взаимно простые и m > 2, то натуральные m+ и m− опреде-
ляются единственным способом из сравнений с +1 и −1. Положим также

n− =
nm− + 1

m
, n+ =

nm+ − 1

m
. (4.7)

Из определения немедленно вытекает следующее утверждение.

Замечание 4.2. Если задана пара (m,m+), то n, для которого (m,n) ∈
N , однозначно определяется из условий: 0 < n < m и nm+ ≡ 1(modm).
А по (m,n) однозначно восстанавливается и n−. То же самое верно и в
отношении пары (m,m−).

Лемма 4.2. Для целых чисел m+, m−, n+, n−, однозначно определяе-
мых парой (m,n) ∈ N , выполняются следующие свойства:

1) 0 6 n+ < m+ < m, 1 6 n− 6 m− < m;
2) (m+, n+) + (m−, n−) = (m,n);
3) nm+ − n+m = n−m− nm− = n−m+ − n+m− = 1.

Доказательство. Пункт 1) непосредственно следует из равенств (4.7).
Складывая сравнения из (4.6), получим еще одно

(m+ + m−) n ≡ 0 (mod m).

Поскольку n взаимно просто с m, то m+ + m− = km при некотором на-
туральном k. Но m+ + m− < 2m, и поэтому k = 1. Складывая равенства
из (4.7), получим и второе соотношение: n+ +n− = n. Тем самым пункт 2)
доказан. И, наконец, в соответствии с (4.7),

1 = det

(
n n+

m m+

)
= det

(
n− n
m− m

)
= det

(
n− n+ + n−
m− m+ + m−

)
= det

(
n− n+

m− m+

)
.
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А это и утверждается в пункте 3). Лемма 4.2 полностью доказана. ¤
Лемма 4.3. Пусть α = α(ϕ) ∈ [θ0, θ1]. Пара (m,n) ∈ N совпадает с

(m(ϕ), n(ϕ)) тогда и только тогда, когда

U(m+, n+) > h, U(m−, n−) 6 −h, |U(m,n)| < h.

Доказательство. Предположим, что числа

U(m+(ϕ), n+(ϕ)) и U(m−(ϕ), n−(ϕ)) (4.8)

имеют одинаковые знаки. Тогда в соответствии с пунктом 2) леммы 4.2

|U(m(ϕ), n(ϕ))| =
= |U(m+(ϕ), n+(ϕ)) + U(m−(ϕ), n−(ϕ))− vh| > 2h− h = h,

что противоречит определению пары (m(ϕ), n(ϕ)). Следовательно, наше
предположение неверно, и интересующие нас числа имеют разные знаки.

Теперь предположим, что

U(m+(ϕ), n+(ϕ)) =
αm+(ϕ)− n+(ϕ)√

1 + α2
+ vh 6 −h.

Тогда
αm+(ϕ)− n+(ϕ) 6 −

√
1 + α2(1 + v)h < 0.

Поскольку у числа U(m−(ϕ), n−(ϕ)) противоположный знак, то

αm−(ϕ)− n−(ϕ) >
√

1 + α2(1− v)h > 0.

В таком случае
n−(ϕ)

m−(ϕ)
< α <

n+(ϕ)

m+(ϕ)
.

Но это противоречит равенству

n−(ϕ)m+(ϕ)− n+(ϕ)m−(ϕ) = 1

из леммы 4.2, и наше предположение неверно. Кроме того,

U(m±(ϕ), n±(ϕ))| > h

по определению пары (m(ϕ), n(ϕ)). То есть, первое число из (4.8) поло-
жительное, а второе отрицательное. Необходимость условий в лемме 4.3
доказана.

Теперь докажем их достаточность. Предположим, что найдется цело-
численная пара (m1, n1) с 0 < m1 < m, для которой |U(m1, n1)| < h.
Принимая во внимание те же соображения, что и при доказательстве лем-
мы 4.1, мы можем считать, что m1 и n1 взаимно просты. Тогда найдутся
два взаимно простых целых a и b, для которых (в соответствии с пунктом
3) леммы 4.2 определитель системы, из которой находятся a и b, равен 1)

am+ + bm− = m1, an+ + bn− = n1.

Если одно из чисел a и b равно нулю, то второе есть единица, и для полу-
чающихся при этом пар (m+, n+) и (m−, n−) предполагаемое неравенство
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неверно по условию. Поэтому a и b отличны от нуля. Предположим, что
ab < 0. В таком случае

|U(m,n)| = |aU(m+, n+) + bU(m−, n−) + (1− a− b)vh| >
> |a|h + |b|h− |a + b− 1|h > h.

Мы пришли к противоречию, а поэтому у a и b одинаковые (положитель-
ные) знаки. Но тогда

m1 = am+ + bm− > m+ + m− = m,

чего опять не может быть. Следовательно, для всех натуральных m1 < m
и любого целого n1 выполняется неравенство |U(m1, n1)| > h. Лемма 4.3
полностью доказана. ¤

Замечание 4.3. В терминах раздела 1.1 свойства пар (m,n), (m+, n+),
(m−, n−). означают, что

(
n+ m+

n m

)
∈M−,

(
n− m−
n m

)
∈M+.

При этом (m+, n+), (m−, n−) — в точности те две строки, которые допол-
няют вторую строку (m,n) до матрицы из множества M (см. свойство 5◦
множества M).

Замечание 4.4. Отметим, хотя это не будет использоваться в даль-
нейшем, что числа m(ϕ) и n(ϕ) непосредственно связаны с разложением
числа α = tg ϕ в цепную дробь.

Пусть (m0, n0) ∈ Z2 \ {(0, 0)} — центр первой 2h-окрестности, которую
пересекает луч (4.1). Как известно (см. [32, § 6]), n0/m0 будет подходящей
дробью к числу α. Из леммы 4.3 вытекает, что точка (m0, n0) совпадает с
одной из точек (m,n), (m+, n+) или (m−, n−). Из свойств промежуточных
дробей (см. [32, § 4, 6]) следует, что каждое из трех чисел n/m, n+/m+,
n−/m− будет либо подходящей либо промежуточной дробью для числа α.
При этом для некоторого k > 0 и натуральных t1, t2, . . . либо

n

m
= [0; t1, . . . , t2k, 1],

n+

m+

= [0; t1, . . . , t2k],

n−
m−

= [0; t1, . . . , t2k−1];

либо
n

m
= [0; t1, . . . , t2k+1, 1],

n+

m+

= [0; t1, . . . , t2k],

n−
m−

= [0; t1, . . . , t2k+1].
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4.2. Вспомогательные преобразования

Так как для −v < u− < u+

χ(u−,u+](u) = χ(−v,u+](u)− χ(−v,u−](u),

а для u− < u+ < −v

χ[u−,u+)(u) = χ[u−,−v)(u)− χ[u+,−v)(u),

то утверждение теоремы достаточно доказать только в случае

−1 < u− 6 −v 6 u+ < 1,

что и будет предполагаться в дальнейшем.
Пусть (m,n) ∈ N . В соответствии с леммой 4.3, обозначим через

I(m,n) = I(h, v, u−, u+; m,n)

подмножество отрезка [θ0, θ1], состоящее из всех чисел α, удовлетворяю-
щих условиям:

(1− v)h
√

1 + α2 6 αm+ − n+, αm− − n− 6 −(1 + v)h
√

1 + α2; (4.9)

(u− − v)h
√

1 + α2 6 αm− n 6 (u+ − v)h
√

1 + α2. (4.10)

Из (4.10) немедленно следует, что для α из I(m,n)
∣∣∣α− n

m

∣∣∣ 6 2
√

2 · h

m
. (4.11)

Как отмечалось во введении, по заданному углу ϕ пара (m(ϕ), n(ϕ))
определяется однозначно. Поэтому область интегрирования по α (после
замены ϕ на arctg α) в интеграле, определяющем Φv(h), в соответствии с
леммой 4.3 разбивается на непересекающиеся отрезки I(m,n) с (m,n) ∈ N
и еще два: [0, θ0] и [θ1, 1]. Оценив интегралы по последним двум отрезкам
с помощью неравенств из (4.5) и положив α0 = tg ϕ0 получаем

Φv(h) =
∑

(m,n)∈N

∫

I(m,n)

χ[0,α0](α) · χ[0,r0]

(
h

m + αn√
1 + α2

)
dα

1 + α2
+ O(h).

Пусть для R ∈ [1,∞) и t ∈ (0, 1)

N (R) ={(m,n) ∈ N :
√

m2 + n2 6 R},
Nt(R) ={(m,n) ∈ N (R) : n/m 6 t}.

Лемма 4.4. Для r0 < (1− |v|)−1 и |v| 6 c < 1

Φv(h) =
∑

(m,n)∈Nα0 (r0h−1)

|I(m,n)| ·
(

1 +
( n

m

)2
)−1

+ Oc

(
h · log(h−1)

)
.

Доказательство. Поскольку
(

m + αn√
1 + α2

)2

+

(
αm− n√

1 + α2

)2

= m2 + n2,
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то для α ∈ I(m,n) (см. (4.10))

m2 + n2 − (2h)2 <

(
m + αn√

1 + α2

)2

6 m2 + n2.

Отсюда, ввиду (4.11), следует, что

Φv(h)−
∑

(m,n)∈N (r0h−1)

∫

I(m,n)

χ[0,α0](α)
dα

1 + α2
¿

¿ h +
∑

(m,n)∈N
[0 6 m2 + n2 − (r0h

−1)2 6 (2h)2]

∫

I(m,n)

dα ¿

¿
∑

16m6r0h−1

∑
n>1

[0 6 n2 + m2 − (r0h
−1)2 6 1/2]

h

m
¿

¿ h
∑

16m6r0h−1

1

m
¿c h · log(h−1).

Если для некоторого α ∈ I(m,n)

χ[0,α0](α) 6= χ[0,α0]

( n

m

)
,

то из неравенства (4.11) следует, что
∣∣∣α0 − n

m

∣∣∣ 6 2
√

2
h

m
, |α0m− n| 6 2

√
2h <

1

2
.

Поэтому

Φv(h)−
∑

(m,n)∈Nα0 (r0h−1)

∫

I(m,n)

dα√
1 + α2

¿c

¿c h · log(h−1) +
∑

(m,n)∈Nα0 (r0h−1)

|α0m−n|<1/2

|I(m,n)| ¿

¿ h · log(h−1) +
∑

m61+r0h−1

h

m
¿c h · log(h−1).

В соответствии с (4.11), для всех α ∈ I(m,n)

(1 + α2)−1 −
(

1 +
( n

m

)2
)−1

¿ h

m
и мы окончательно находим

Φv(h)−
∑

(m,n)∈Nα0 (r0h−1)

|I(m,n)| ·
(

1 +
( n

m

)2
)−1

¿c

¿c h · log(h−1) +
∑

16m<n6r0h−1

h

m
· h

m
¿c h · log(h−1).

Лемма 4.4 полностью доказана. ¤
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Упростим условия, которые определяют интервал I(m, n). Для этого
положим α = n

m
+ β и с помощью соотношений пункта 3) из леммы 4.2

преобразуем неравенства (4.9) и (4.10) к виду

− 1

mm+

+ (1− v)
h

m+

√
1 +

( n

m
+ β

)2

6 β 6

6 1

mm−
− (1 + v)

h

m−

√
1 +

( n

m
+ β

)2

,

(u− − v)
h

m

√
1 +

( n

m
+ β

)2

6 β 6 (u+ − v)
h

m

√
1 +

( n

m
+ β

)2

.

Пусть

f1(β) = β +
1

mm+

− (1− v)
h

m+

√
1 +

( n

m
+ β

)2

.

Тогда

f ′1(β) = 1− (1− v)h
(

n
m

+ β
)

m+

√
1 +

(
n
m

+ β
)2

> 1− (1− v)
h

m+

> 1− 2h >
1

2
.

Поэтому f1(β) — возрастающая функция и уравнение f1(β) = 0 имеет
единственный корень, который мы обозначим через λ−(m,n). Точно так
же показывается, что функции

f2(β) =β − 1

mm−
+ (1 + v)

h

m−

√
1 +

( n

m
+ β

)2

,

f3(β) =β − (u− − v)
h

m

√
1 +

( n

m
+ β

)2

,

f4(β) =β − (u+ − v)
h

m

√
1 +

( n

m
+ β

)2

возрастают и меняют знак на интересующем нас промежутке. По этой при-
чине они принимают нулевое значение в единственных точках λ+(m,n),
γ−(m,n), γ+(m,n), соответственно. Следовательно, ограничения на β мож-
но переписать в виде

λ−(m,n) 6 β 6 λ+(m,n) и γ−(m,n) 6 β 6 γ+(m,n).
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Положим

λ̃−(m,n) =− 1

mm+

+ (1− v)
h

m+

√
1 +

( n

m

)2

,

λ̃+(m,n) =
1

mm−
− (1 + v)

h

m−

√
1 +

( n

m

)2

,

γ̃−(m,n) =(u− − v)
h

m

√
1 +

( n

m

)2

,

γ̃+(m,n) =(u+ − v)
h

m

√
1 +

( n

m

)2

.

Так как

0 = f1(λ−(m,n)) = λ−(m,n)− λ̃−(m,n)+

+(1− v)
h

m+

(√
1 +

( n

m

)2

−
√

1 +
( n

m
+ λ−(m,n)

)2
)

,

то по теореме Лагранжа о конечном приращении с помощью неравен-
ства (4.11) для n

m
+ β ∈ I(m,n) находим, что

λ−(m,n)− λ̃−(m, n) ¿ h

m+

λ−(m,n) ¿ h2

mm+

.

Точно так же получаются еще три оценки:

λ+(m, n)− λ̃+(m,n) ¿ h2

mm−
, γ±(m,n)− γ̃±(m,n) ¿ h2

m2
.

Поэтому

|I(m,n)| = |J(m,n)|+ O

(
h2

mm−
+

h2

mm+

)
, (4.12)

где J(m,n) — множество, состоящее из всех β, удовлетворяющих условию

max{λ̃−(m,n), γ̃−(m,n)} 6 β 6 min{λ̃+(m,n), γ̃+(m,n)}.
Лемма 4.5. Пусть

w(m,n) = ((1 + v)m+ + (1− v)m−) h

√
1 +

( n

m

)2

.

Тогда отрезок J(m,n) с (m, n) ∈ N является непустым в том и только
том случае, когда w(m,n) 6 1.

Доказательство. Так как u− − v 6 u+ − v, то γ̃−(m,n) 6 γ̃+(m,n).
Следовательно, J(m,n) — непустое множество только для пар (m,n) ∈ N ,
для которых одновременно выполняются неравенства

λ̃−(m,n) 6 λ̃+(m,n), λ̃−(m,n) 6 γ̃+(m,n), γ̃−(m,n) 6 λ̃+(m,n).
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С помощью соотношения m+ + m− = m перепишем их в виде

w(m,n) = ((1 + v)m+ + (1− v)m−) h

√
1 +

( n

m

)2

6 1, (4.13)

((1− u+)m+ + (1− v)m−) h

√
1 +

( n

m

)2

6 1,

((1 + v)m+ + (1 + u−)m−) h

√
1 +

( n

m

)2

6 1.

Поскольку по условию 1− u+ 6 1 + v и 1 + u− 6 1− v, то второе и третье
неравенства следуют из первого. ¤

Легко проверить, что неравенство (4.13) эквивалентно неравенству

λ̃−(m,n) 6 γ̃−(m,n) при u− = −v

и неравенству
λ̃+(m,n) > γ̃+(m, n) при u+ = −v.

Поэтому J(m,n) разбивается точкой

β0 = −2v
h

m

√
1 +

( n

m

)2

на два отрезка J+(m,n) и J−(m,n), которые получаются из J(m,n) при
заменах пары (u−, u+) на (−v, u+) и (u−,−v) соответственно. При этом

J+(m,n) = {β ∈ R : β0 6 β 6 min{λ+(m,n), γ+(m,n)}},
J−(m,n) = {β ∈ R : max{λ−(m,n), γ−(m,n)} 6 β 6 β0},

|J(m,n)| = |J+(m,n)|+ |J−(m,n)|.
Лемма 4.6. В условиях леммы 4.4

Φv(h) = Ψ+
v (h) + Ψ−

v (h) + Oc

(
h · log(h−1)

)
,

где

Ψ±
v (h) =

∑

(m,n)∈Nα0 (r0h−1)

|J±(m,n)| · [w(m,n) 6 1]

(
1 +

( n

m

)2
)−1

.

Доказательство. Применяя леммы 4.4, 4.5 и принимая во внимание
асимптотическое равенство (4.12), получим (см. также замечание 4.2)

Φv(h)−Ψ+
v (h)−Ψ−

v (h) ¿c

¿c

∑

(m,n)∈N (r0h−1)

(
h2

mm+

+
h2

mm−

)
+ h · log(h−1) ¿

¿
∑

0<m′<m6r0h−1

h2

m′m
+ h log(h−1) ¿ h · log(h−1),

что равносильно утверждению леммы. ¤
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4.3. Применение оценок сумм Клостермана

В соответствии с определениями

|J+(m, n)|
1 +

(
n
m

)2 =
2v h

m

√
1 +

(
n
m

)2
+ min{λ+(m,n), γ+(m,n)}
1 +

(
n
m

)2 =

=
h

m
g+

( n

m
,
m−
m

)
,

где

g+(x, y) =
2v + min{u+ − v, s+(x, y)}√

1 + x2

с

s+(x, y) =
1

y

(
1

mh
√

1 + x2
− (1 + v)

)
.

При этом
w(m, n) > 1 ⇐⇒ s+

( n

m
,
m−
m

)
> −2v.

Аналогично,

|J−(m,n)|
1 +

(
n
m

)2 =
−2v h

m

√
1 +

(
n
m

)2 −max{λ−(m,n), γ−(m,n)}
1 +

(
n
m

)2 =

=
h

m
g−

( n

m
,
m+

m

)
,

где

g−(x, y) =
−2v + min{v − u−, s−(x, y)}√

1 + x2

с

s−(x, y) =
1

y

(
1

mh
√

1 + x2
− (1− v)

)
.

При этом
w(m,n) > 1 ⇐⇒ s−

( n

m
,
m+

m

)
> 2v.

Заметим также, что условие
√

m2 + n2 6 r0h
−1 можно переписать в

виде √
1 +

( n

m

)2

6 r0

mh
.

Пусть

α1 = min
{

α0,
√

r2
0(mh)−2 − 1

}
.

Определим на прямоугольнике [0, α1]× [0, 1] функции f±, положив

f±(x, y) =

{
g±(x, y), если ∓ 2v 6 s±(x, y);

0, если ∓ 2v > s±(x, y).
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Тогда

Ψ±
v (h) = h ·

∑

1<m6r0h−1

W±(m)

m
,

где

W±(m) =
∑

16n6m′
16n′6m

δm(nn′ ± 1) · f±
(

n

m
,
n′

m

)

с m′ = [α1m].
Применяя по второй переменной преобразование Абеля∑

0<l6N

a(l) b(l) = a(N) ·
∑

0<k6N

b(k)−
∑

0<l<N

(a(l + 1)− a(l)) ·
∑

0<k6l

b(k),

получим
W±(m) = W

(0)
± (m)−W

(1)
± (m),

где

W
(0)
± (m) =

∑

16n6m′
f±

( n

m
,
m

m

)
·
( ∑

16n′6m

δm(nn′ ± 1)

)
,

W
(1)
± (m) =

∑
16n6m′
16k′<m

∆0,1f±

(
n

m
,
k′

m

)
·
( ∑

16n′6k′
δm(nn′ ± 1)

)
.

Выполнив еще раз преобразование Абеля в обеих суммах по первой пере-
менной, находим

W
(0)
± (m) = W

(0,0)
± (m)−W

(0,1)
± (m), W

(1)
± (m) = W

(1,0)
± (m)−W

(1,1)
± (m),

где

W
(0,0)
± (m) =f±

(
m′

m
,
m

m

)
·

∑
16n6m′
16n′6m

δm(nn′ ± 1),

W
(0,1)
± (m) =

∑

16k<m′
∆1,0f±

(
k

m
,
m

m

)
·

∑
16n6k

16n′6m

δm(nn′ ± 1),

W
(1,0)
± (m) =

∑

16k′<m

∆0,1f±

(
m′

m
,
k′

m

)
·

∑
16n6m′
16n′6k′

δm(nn′ ± 1),

W
(1,1)
± (m) =

∑
16k<m′
16k′<m

∆1,1f±

(
k

m
,
k′

m

)
·

∑
16n6k

16n′6k′

δm(nn′ ± 1).

Согласно следствию 5.4 для 1 6 k, k′ < m и любого ε > 0 выполняется
равенство ∑

16n6k
16n′6k′

δm(nn′ ± 1) =
ϕ(m)

m2
kk′ + Oε

(
m

1
2
+ε

)
.
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Подставляя его в формулы для вычисления W
(i,j)
± (m) (0 6 i, j 6 1) полу-

чим 8 равенств

W
(i,j)
± (m) =

ϕ(m)

m2
D

(i,j)
± (m) + Oε

(
G

(i,j)
± (m) ·m 1

2
+ε

)
,

где

D
(0,0)
± (m) = f±

(
m′

m
,
m

m

)
·m′m,

D
(0,1)
± (m) =

∑

16k<m′
∆1,0 f±

(
k

m
,
m

m

)
· km,

D
(1,0)
± (m) =

∑

16k′<m

∆0,1 f±

(
m′

m
,
k′

m

)
·m′k′,

D
(1,1)
± (m) =

∑
16k<m′
16k′<m

∆1,1f±

(
k

m
,
k′

m

)
· kk′,

и

G
(0,0)
± (m) = 1,

G
(0,1)
± (m) =

∑

16k<m′
∆1,0 f±

(
k

m
,
m

m

)
,

G
(1,0)
± (m) =

∑

16k′<m

∆0,1 f±

(
m′

m
,
k′

m

)
,

G
(1,1)
± (m) =

∑
16k<m′
16k′<m

∆1,1 f±

(
k

m
,
k′

m

)
.

Легко проверить,что преобразование Абеля по двум переменным, при-
мененное к сумме ∑

16n6m′
16n′6m

f±

(
n

m
,
n′

m

)
· b(n, n′)

с b(n, n′) = 1, приводит к равенству

S±(m) =
∑

16n6m′
16n′6m

f±

(
n

m
,
n′

m

)
=

= D
(0,0)
± (m)−D

(0,1)
± (m)−D

(1,0)
± (m) + D

(1,1)
± (m).

Поэтому для любого ε > 0

W±(m) =
ϕ(m)

m2
S±(m) + Oε

(
G±(m) ·m 1

2
+ε

)
, (4.14)

где
G±(m) = G

(0,0)
± (m) + G

(0,1)
± (m) + G

(1,0)
± (m) + G

(1,1)
± (m).
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Нам понадобятся два следующих очевидных утверждения.

Замечание 4.5. При фиксированном x обе функции f±(x, . . . ) моно-
тонны по второй переменной y.

Замечание 4.6. Для фиксированного y обе функции f±(. . . , y) непре-
рывны по первой переменной на отрезке [0, α1]. Кроме того, они непрерыв-
но дифференцируемы, за возможным исключением одной точки, и равно-
мерно по (x, y)

∆1,0 f±

(
k

m
,
k′

m

)
¿ 1

m
.

Лемма 4.7. Для любого натурального m > 2, G±(m) ¿ 1.

Доказательство. Нам достаточно показать, что при 0 6 i, j 6 1

G
(i,j)
± (m) ¿ 1.

При i = j = 0, G
(0,0)
± (m) = 1 и нужное неравенство выполнено. Принимая

во внимание замечание 4.5, при i = 1 и j = 0 находим

G
(1,0)
± (m) = −

∑

16k′<m

∆0,1 f±

(
m′

m
,
k′

m

)
= f±

(
m′

m
,

1

m

)
− f±

(
m′

m
,
m

m

)
¿ 1.

Опираясь на замечание 4.6, при i = 0 и j = 1 получаем

G
(0,1)
± (m) ¿

∑

16k<m′

1

m
¿ 1.

Осталось разобрать самый сложный случай с i = j = 1.
Заметим, что на прямоугольнике [0,m′/m]× [0, 1]

∂2g±
∂x ∂y

(x, y) =

{
g′′±(x, y), если s±(x, y) < ±(u± − v);

0, если s±(x, y) > ±(u± − v),

где
g′′±(x, y) =

x

mhy2(1 + x2)2

(
2− (1± v)mh

√
1 + x2

)
.

Пусть α± — положительные корни уравнений

2− (1± v)mh
√

1 + x2 = 0

относительно x.
Предположим, сначала, что mα± > m′. Для этого случая в рассматри-

ваемом прямоугольнике, за исключением точек кривых

s±(x, y) = ±(u± − v), (4.15)

смешанная производная функции g± неотрицательна. Следовательно,

∆1,1 f±

(
k

m
,
k′

m

)
> 0
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во всех точках(
k

m
,
k′

m

)
с 1 6 k < m′ и 1 6 k′ < m,

за исключением, быть может, тех, для которых кривые из (4.15) пересека-
ют квадрат [

k

m
,
k + 1

m

]
×

[
k′

m
,
k′ + 1

m

]
.

Количество последних есть O(m) и для них, в соответствии с замечани-
ем 4.6,∣∣∣∣∆1,1 f±

(
k

m
,
k′

m

)∣∣∣∣ 6
∣∣∣∣∆1,0 f±

(
k

m
,
k′

m

)∣∣∣∣ +

∣∣∣∣∆1,0 f±

(
k

m
,
k′ + 1

m

)∣∣∣∣ ¿
1

m
.

Поэтому

G
(1,1)
± (m) =

∑
16k<m′
16k′<m

∆1,1 f±

(
k

m
,
k′

m

)
=

=
m′−1∑

k=1

(
∆1,0 f±

(
k

m
,
m

m

)
−∆1,0 f±

(
k

m
,

1

m

))
=

= f±

(
m′

m
,
m

m

)
− f±

(
1

m
,
m

m

)
− f±

(
m′

m
,

1

m

)
+ f±

(
1

m
,

1

m

)
¿ 1.

Предположим теперь, что mα± < m′. Обозначим через l± наибольшие
целые, не превосходящие mα±, и разобьем сумму G

(1,1)
± (m) на три:

G′
±, G′′

±, G′′′
±.

К первой отнесем слагаемые с 0 < k′ < l±, ко второй с k′ = l±, к третьей с
l± < k′ < m′. Суммы G′

± и G′′′
± оцениваются точно по такой же схеме, как и

в предыдущем варианте с mα± > m′, поскольку в первом случае смешан-
ная производная неотрицательна везде, а во втором неположительна (за
исключением точек на кривой (4.15)). Кроме того, с учетом замечания 4.6,

G′′
± =

∑

16k′<m

∣∣∣∣∆1,1 f±

(
l±
m

,
k′

m

)∣∣∣∣ 6

6
∑

16k′<m

(∣∣∣∣∆0,1 f±

(
l±
m

,
k′

m

)∣∣∣∣ +

∣∣∣∣∆0,1 f±

(
1 + l±

m
,
k′

m

)∣∣∣∣
)

=

= f±

(
l±
m

,
1

m

)
− f±

(
l±
m

,
m

m

)
+

+ f±

(
1 + l±

m
,

1

m

)
− f±

(
1 + l±

m
,
m

m

)
¿ 1.

Лемма 4.7 полностью доказана. ¤
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4.4. Выделение главного члена

Доказательство теоремы 7 . Пусть F (x) произвольная фиксиро-
ванная кусочно дифференцируемая на отрезке [x0, x1] функция с ограни-
ченной производной. Хорошо известно, что для x0 6 y0 < y1 6 x1

∑

y06 k
N

6y2

F

(
k

N

)
= N ·

∫ y1

y0

F (x) dx + O(1). (4.16)

Дважды применяя это асимптотическое равенство и принимая во внима-
ние замечания 4.5 и 4.6, получим

S±(m) =
∑

16n′6m

(
m

∫ α1

0

f±

(
x,

n′

m

)
dx + O(1)

)
=

= m2

∫ α1

0

∫ 1

0

f±(x, y) dx dy + O(m).

Применяя леммы 4.6 и 4.7, а также асимптотическое равенство (4.14), на-
ходим, что для любого ε > 0

Φv(h) = h ·
∫ α0

0

∫ 1

0

(Q+(x, y) + Q−(x, y))
dx dy√
1 + x2

+ Oc,ε

(
h

1
2
−ε

)
,

где

Q±(x, y) =
∑

mh
√

1+x26r0

ϕ(m)

m
Θ±

(
y, mh

√
1 + x2

)

с

Θ+(y, r) = χ[r,∞)

(
1

1 + v(1− 2y)

) (
2v + min

{
u+ − v,

1

y

(
1

r
− (1 + v)

)})

и

Θ−(y, r) = χ[r,∞)]

(
1

1− v(1− 2y)

)(
−2v + min

{
v − u−,

1

y

(
1

r
− (1− v)

)})
.

Первые множители в формулах для Θ+(y, r) и Θ−(y, r) обеспечивают вы-
полнение условий

s+(x, y) > −2v, s−(x, y) > 2v.

Так как
ϕ(m)

m
=

∑

d|m

µ(d)

d
=

∑

dn=m

µ(d)

d
,

то

Q±(x, y) =
∑

dh
√

1+x26r0

µ(d)

d

∑

ndh
√

1+x26r0

Θ±
(
y, ndh

√
1 + x2

)
.

Поскольку

ndh
√

1 + x2 6 r0 6 1

1− c
,
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а функция Θ±(y, r) ограничена и монотонна по r, то заменяя внутреннюю
сумму по n интегралом, получим

Q±(x, y) =
∑

dh
√

1+x26r0

µ(d)

d

(
1

dh
√

1 + x2

∫ r0

0

Θ±(y, r) dr + Oc(1)

)
=

=
1

h
√

1 + x2
·

 ∑

dh
√

1+x26r0

µ(d)

d2




(∫ r0

0

Θ±(y, r) dr

)
+ Oc

(
log(h−1)

)
.

Так как ∑

dh
√

1+x26r0

µ(d)

d2
=

1

ζ(2)
+ Oc(h

−1) =
6

π2
+ Oc(h

−1),

то
Q±(x, y) =

6

π2h
√

1 + x2

∫ r0

0

Θ±(y, r) dr + Oc

(
log(h−1)

)
.

Принимая во внимание равенство∫ α0

0

dx

1 + x2
=

∫ ϕ0

0

dϕ,

в итоге находим

Φv(h) =
6

π2
(K+(u+) + K−(u−))

∫ ϕ0

0

dϕ + Oc,ε

(
h

1
2
−ε

)
,

где

K±(u±) =

∫ 1

0

∫ r0

0

Θ±(y, r) dy dr.

Положим
τ =

1

r
− (1 + v).

Так как
χ[r,∞)

(
1

1 + v(1− 2y)

)
= χ[−2v,∞)

(
τ

y

)
,

то
K+(u+) =

∫ r0

0

k+(u+, r) dr,

где

k+(u+, r) =

∫ 1

0

χ[−2v,∞)

(
τ

y

)(
2v + min

{
u+ − v,

τ

y

})
dy.

По условию u+ − v > −2v. Поэтому

∂k+(u+, r)

∂u+

=

∫ 1

0

χ[u+−v,∞)

(
τ

y

)
dy.

Отсюда в случае u+ − v > 0 находим, что

∂k+(u+, r)

∂u+

=





1, если τ > u+ − v;
τ

u+−v
, если 0 6 τ < u+ − v;

0, если τ < 0.
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А для случая u+ − v < 0

∂k+(u+, r)

∂u+

=





1, если τ > 0;

1− τ
u+−v

, если u+ − v 6 τ < 0;

0, если τ < u+ − v.

Поскольку k+(−v, r) = 0, то
6

π2
K+(u+) =

∫ r0

0

∫ u+

−v

ρ(r, u, v) dr du.

Напомним, что функция ρ определена в формулировке теоремы 7.
Точно так же доказывается еще одно равенство

6

π2
·K−(u−) =

∫ r0

0

∫ −v

u−
ρ(r, u, v) dr du.

Таким образом,

Φv(h) =

∫ ϕ0

0

∫ r0

0

∫ u+

u−
ρ(r, u, v) dϕ dr du + Oc,ε(h

1/2−ε).

Теорема 7 полностью доказана. ¤



Приложение

5.1. Асимптотические формулы

Пусть Ω — плоская односвязная область со спрямляемой границей.
Обозначим через S площадь Ω, P — ее периметр и N — число точек решет-
ки Z2, лежащих внутри Ω. Для выпуклой области известно неравенство
Ярника (см. [76])

|S −N | < P + 1.

Следующее утверждение показывает, что для справедливости оценки

S −N = O(P + 1)

требование выпуклости является лишним.

Лемма 5.1. Для произвольной плоской односвязной области со спрям-
ляемой границей

|S −N | < 4(P + 1).

Доказательство. Пусть N1 — число квадратов вида [a, a+1)× [b, b+
1) (a, b ∈ Z), лежащих внутри Ω, и N2 — число квадратов, имеющих с Ω
хотя бы одну общую точку. Тогда

N1 6 S, N 6 N2,

и, значит, |S−N | 6 M = N2−N1, где M — число квадратов, через которые
проходит граница Ω. В каждом из таких квадратов выберем точку Ak

(0 6 k < M) на границе Ω (нумерация точек — в порядке их следования по
границе). Среди любых пяти квадратов, через которые проходит граница
Ω, всегда можно выбрать два, замыкания которых не имеют общих точек.
Поэтому при любом k длина отрезка границы между точками Ak и Ak+4

удовлетворяет неравенству l(Ak, Ak+4) > 1. Отсюда

P > l(A0, A4) + l(A4, A8) + . . . + l(A4[M/4]−4, A4[M/4]) > [M/4] > M/4− 1.

Значит, M < 4(P + 1) и |S −N | < 4(P + 1). ¤

Лемма 5.2. Пусть R > 1 и на плоскости Omn задана область Ω(R),
содержащаяся внутри квадрата 0 < m, n 6 R. Предположим также,
что Ω(R) имеет кусочно-дифференцируемую границу, длина которой есть
O(R). Обозначим через M(R) число целых точек в области Ω(R), а через
M∗(R) — число примитивных точек (то есть таких, что (m,n) = 1).

124
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Тогда справедливо равенство

M∗(R) =
M(R)

ζ(2)
+ O(R log R).

Доказательство. Пусть Ω(R/d) — область, полученная из Ω(R) го-
мотетией с центром в начале координат и коэффициентом 1/d. Будем обо-
значать через M(R/d) и M∗(R/d) соответственно число целых и прими-
тивных точек в области Ω(R/d), а через V (R/d) — площадь этой области.
Из равенства

M(R) =
∑

d6R

M∗(R/d)

по формуле обращения Мёбиуса (см., например, [46], теорема 268)

M∗(R) =
∑

d6R

µ(d)M(R/d).

Далее, так как V (R/d) = V (R)/d2, и по лемме 5.1

M(R/d) = V (R/d) + O(R/d + 1),

то

M∗(R) =
∑

d6R

µ(d)

(
V (R)

d2
+ O

(
R

d

))
=

1

ζ(2)
M(R) + O(R log R).

¤

Лемма 5.3. Пусть α = p(α)/q(α) — рациональное число, β, a, b —
действительные, a 6 b и f(x) = αx + β. Тогда

∑

a<x6b

{f(x)} =
b− a

2
+ O

((b− a

q(α)
+ 1

)
s1(α)

)
.

Доказательство см. в [53, § 2, теорема 2].

Лемма 5.4. Для любого натурального b

b∑
a=1

s1(a/b) ¿ b · log2(b + 1).

Доказательство см. в [55].

Лемма 5.5. Пусть f(x) дважды непрерывно дифференцируема на от-
резке [a, b] и функции ρ(x), σ(x) определены равенствами

ρ(x) =
1

2
− {x} , σ(x) =

∫ x

0

ρ(u)du.
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Тогда
∑

a<x6b

f(x) =

∫ b

a

f(x)dx + ρ(b)f(b)− ρ(a)f(a)+

+σ(a)f ′(a)− σ(b)f ′(b) +

∫ b

a

σ(x)f ′′(x)dx.

Доказательство см. в [19, теорема I,1].

Лемма 5.6 (Преобразование Абеля в интегральной форме). Пусть
P — натуральное, a1, . . . , aP , λ1 6 . . . 6 λP — действительные, g(t) —
непрерывно дифференцируемая функция на отрезке [λ1, λP ], и

A(t) =
∑

λj6t

aj.

Тогда
P∑

j=1

aj · g(λj) = A(λP ) · g(λP )−
∫ λP

λ1

A(t)g′(t)dt. (5.1)

Доказательство. Пользуясь определением A(t), находим
∫ λP

λ1

A(t)g′(t)dt =
P∑

j=1

aj

∫ λP

λ1

[t > λj] · g′(t)dt =

=
P∑

j=1

aj · (g(λP )− g(λj)) = A(λP ) · g(λP )−
P∑

j=1

aj · g(λj),

что равносильно утверждению леммы. ¤
Лемма 5.7. Пусть q — натуральное число и функция a(n) задана для

целых n, лежащих в пределах 1 6 n 6 q. Предположим также, что эта
функция удовлетворяет неравенствам

a(n) > 0 (1 6 n 6 q), ∆a(n) 6 0 (1 6 n 6 q − 1).

Тогда
q∑

n=1
(n,q)=1

a(n) =
ϕ(q)

q

q∑
n=1

a(n) + O (A · σ0(q)) ,

где A = a(1) — наибольшее значение функции a(n).

Доказательство. Применим к данной сумме преобразование Абеля:
q∑

n=1
(n,q)=1

a(n) =

q∑
n=1

a(n)[(n, q) = 1] =

= ϕ(q)a(q)−
q−1∑

k=1

(a(k + 1)− a(k))
k∑

n=1

[(n, q) = 1].
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Далее, пользуясь равенством
k∑

n=1

[(n, q) = 1] =
ϕ(q)

q
k + O(σ0(q)) (5.2)

(см. [13, гл. II, зад. 19]), находим
q∑

n=1
(n,q)=1

a(n) = ϕ(q)a(q)− ϕ(q)

q

q−1∑

k=1

(a(k + 1)− a(k))k + O(A · σ0(q)) =

=
ϕ(q)

q

q∑
n=1

a(n) + O (A · σ0(q)) .

¤
Известно, что дзета-функция Римана в окрестности точки z = 1 рас-

кладывается в ряд Лорана

ζ(z) =
1

z − 1
+

∞∑
n=0

(−1)n

n!
· γn(z − 1)n.

Коэффициенты γn, называемые константами Стильтьеса, возникают так-
же в следующих формулах суммирования (см. [41, раздел 2.21])

∑

k6T

logn k

k
=

logn+1 T

n + 1
+ γn + O

(
logn T

T

)
(T > 2). (5.3)

В частности, γ0 = γ — константа Эйлера.

Лемма 5.8. Пусть R > 2. Тогда
∑
n6R

ϕ(n)

n2
=

1

ζ(2)

(
log R + γ − ζ ′(2)

ζ(2)

)
+ O

(
log R

R

)
, (5.4)

∑
n6R

ϕ(n)

n2
log n =

1

2ζ(2)
log2 R + C0 + O

(
log2 R

R

)
,

где

C0 = γ
ζ ′(2)

ζ2(2)
+ γ1

1

ζ(2)
− 2(ζ ′(2))2 − ζ ′′(2)ζ(2)

2ζ3(2)

и γ1 — первая константа Стильтьеса.

Доказательство. Для доказательства первого равенства запишем
ϕ(q) используя функцию Мёбиуса:

∑
n6R

ϕ(n)

n2
=

∑
n6R

1

n

∑

d|n

µ(d)

d
=

∑

d6R

µ(d)

d2

∑

n6R/d

1

n
=

=
∑

d6R

µ(d)

d2

(
log R− log d + γ + O

(
d

R

))
.
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Дифференцируя равенство

1

ζ(z)
=

∞∑
n=1

µ(n)

nz
(Re z > 1),

находим

ζ ′(z)

ζ2(z)
=

∞∑
n=1

µ(n)

nz
log n (Re z > 1).

Значит,

∑

d6R

µ(d)

d2
=

1

ζ(2)
+ O

(
1

R

)
, (5.5)

∑

d6R

µ(d)

d2
log d =

ζ ′(2)

ζ2(2)
+ O

(
log R

R

)
, (5.6)

и
∑
n6R

ϕ(n)

n2
=

1

ζ(2)

(
log R + γ − ζ ′(2)

ζ(2)

)
+ O

(
log R

R

)
.

Вторую сумму преобразуем тем же способом:

∑
n6R

ϕ(n)

n2
log n =

∑
n6R

log n

n

∑

d|n

µ(d)

d
=

∑

d6R

µ(d)

d2

∑

n6R/d

1

n
(log n + log d).

Пользуясь равенством (5.3) при n = 1, находим

∑
n6R

ϕ(n)

n2
log n =

∑

d6R

µ(d)

d2

(
log2 R

2
− log2 d

2
+ γ1 + γ log d

)
+ O

(
log2 R

R

)
.

(5.7)
Далее,

1

2

(
1

ζ(z)

)′′
=

2(ζ ′(z))2 − ζ ′′(z)ζ(z)

ζ3(z)
=

∞∑

d=1

µ(d)

dz
· log2 d,

и поэтому

∑

d6R

µ(d)

d2
· log2 d =

2(ζ ′(2))2 − ζ ′′(2)ζ(2)

ζ3(2)
+ O

(
log2 R

R

)

Подставляя последнее равенство и соотношения (5.5), (5.6) в (5.7), полу-
чаем второе утверждение леммы. ¤
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Лемма 5.9. Пусть ξ > 2 — действительное число. Тогда для сумм

Z1(ξ) =
∑

n6ξ

log(n + ξ)

n
,

Z2(ξ) =
∑

n6ξ

log n · log(n + ξ)

n + ξ
,

Z3(ξ) =
∑

n6ξ

log2(n + ξ)

n
,

справедливы асимптотические формулы

Z1(ξ) = log2 ξ + γ · log ξ +
ζ(2)

2
+ O

(
log ξ

ξ

)
,

Z2(ξ) = log 2 · log2 ξ +
1

2
(log2 2− ζ(2)) log ξ − ζ(3)

8
+ O

(
log2 ξ

ξ

)
,

Z3(ξ) = log3 ξ + γ · log2 ξ + ζ(2) · log ξ +
ζ(3)

4
+ O

(
log2 ξ

ξ

)
.

Доказательство. Применяя к сумме Z1(ξ) преобразование Абеля,
находим

Z1(ξ) = log(2ξ)
∑

n6ξ

1

n
−

∑

n<ξ

(log(n + ξ + 1)− log(n + ξ))
n∑

m=1

1

m
+ O

(
log ξ

ξ

)
=

= log(2ξ) · (log ξ + γ)−
∑

n<ξ

log n + γ

n + ξ
+ O

(
log ξ

ξ

)
.

После перехода от суммы к интегралу и замены n = ξt получаем

Z1(ξ) = log ξ · (log ξ + γ)−
∫ 1

0

log t

t + 1
dt + O

(
log ξ

ξ

)
.

По определению дилогарифма

Li′2(t) = −1

t
log(t + 1), Li2(−1) = −ζ(2)

2
.

Поэтому
∫

log t

t + 1
dt = log t · log(t + 1) + Li2(−t),

∫ 1

0

log t

t + 1
dt = Li2(−1) = −ζ(2)

2
. (5.8)

Подставляя найденный интеграл в равенство для Z1(ξ), приходим к пер-
вому утверждению леммы.
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В Z2(ξ) также заменим сумму на интеграл:

Z2(ξ) =

∫ ξ

0

log x · log(x + ξ)

x + ξ
dx + O

(
log2 ξ

ξ

)
=

= log2 ξ

∫ 1

0

dt

t + 1
+ log ξ

∫ 1

0

log t + log(t + 1)

t + 1
dt+

+

∫ 1

0

log t · log(t + 1)

t + 1
dt + O

(
log2 ξ

ξ

)
.

Последний интеграл с помощью интегрирования по частям сводится к из-
вестному (см. [35, стр. 291–292])

∫ 1

0

log t · log(t + 1)

t + 1
dt = −1

2

∫ 1

0

log2(t + 1)

t
dt = −ζ(3)

8
.

Подставляя его в равенство для Z2(ξ) и пользуясь (5.8), приходим к нуж-
ной формуле для Z2(ξ).

Для вычисления Z3(ξ) снова воспользуемся преобразованием Абеля:

Z3(ξ) = log2(2ξ)
∑

n6ξ

1

n
−

∑

n<ξ

(log2(n + ξ + 1)− log2(n + ξ))
n∑

m=1

1

m
+ O

(
log2 ξ

ξ

)
=

= log2(2ξ) · (log ξ + γ)− 2
∑

n6ξ

log(n + ξ)

n + ξ
(log n + γ) + O

(
log2 ξ

ξ

)
.

Пользуясь определением Z2(ξ) перепишем сумму Z3(ξ) в виде

Z3(ξ) = log2(2ξ) log ξ + log2 ξ · γ − 2Z2(ξ) + O

(
log2 ξ

ξ

)
.

Подставляя сюда асимптотическую формулу для Z2(ξ), получаем послед-
нее утверждение леммы. ¤

5.2. Оценки сумм Клостермана

Пусть q — натуральное число, l, m, n — целые. Определим суммы

Kq(l,m, n) =

q∑
x,y=1

δq(xy − l)e2πi mx+ny
q , (5.9)

которые в частном случае совпадают с классическими суммами Клостер-
мана

Kq(m,n) = Kq(1, m, n) =

q∑
x,y=1

δq(xy − 1)e2πi mx+ny
q .

Отметим простейшие свойства сумм Kq(l,m, n).
1◦. Если (l, q) = 1, то Kq(l, m, n) = Kq(lm, n).
2◦. Если q = q1q2 и (q1, q2) = 1, то

Kq(l, m, n) = Kq1(q̄
2
2l,m, n)Kq2(q̄

2
1l,m, n),
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где q̄1, q̄2 — решения сравнений q1q̄1 ≡ 1 (mod q2), q2q̄2 ≡ 1 (mod q1).
3◦. Для любой перестановки σ ∈ S3

Kq(n1, n2, n3) = Kq(nσ(1), nσ(2), nσ(3)).

4◦. Kq(l, m, n) = Kq(l,−m,−n).
Первое свойство получается, если в определении (5.9) положить x =

lx1. Для доказательства второго достаточно сделать замены

x = x1q2 + x2q1, y = y1q2 + y2q1, (1 6 x1, y1 6 q1, 1 6 x2, y2 6 q2).

Третье свойство следует из равенства

Kq(l,m, n) =
1

q

q∑
x,y,z=1

e2πi mx+ny+lz−xyz
q .

Четвертое получается с помощью замен x → −x, y → −y.
Для классических сумм Клостермана в работе [40] Эстерманом дока-

зана оценка

|Kq(m,n)| 6 σ0(q) · (m,n, q)1/2 · q1/2. (5.10)

Аналогичное неравенство справедливо и для сумм Kq(l, m, n).

Лемма 5.10. Пусть q — натуральное, l, m, n — целые, a = (l, q).
Тогда

|Kq(l, m, n)| 6 fq(l, m, n) · q1/2, (5.11)

где

fq(l, m, n) = σ0(q) · σ0((l, m, n, q)) · (lm, ln, mn, q)1/2.

Доказательство. Из свойства 2◦ сумм Kq(l, m, n) и мультиплика-
тивности fq(l, m, n) как функции q следует, что оценку (5.11) достаточно
доказать для случая, когда q есть степень простого числа.

Пусть p — простое, α > 1, q = pα и (l,m, n, pα) = pλ. Если λ = α, то

Kq(l, m, n) =

pα∑
x,y=1

δpα(xy) = (α + 1)pα − αpα−1 6 σ0(q) · q

и оценка (5.11) выполняется. Предположим теперь, что λ 6 α−1, l = pλl1,
m = pλm1, n = pλn1. Согласно свойству симметричности 3◦ сумм Клостер-
мана можно считать, что (l1, p) = 1. Каждому решению (x, y) сравнения

xy ≡ l1p
λ (mod pα)

однозначно ставится в соответствие число β (0 6 β 6 λ), для которого

(x, pα) = pβ, (y, pα) = pλ−β.
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Поэтому после замен x = pβx1, y = pλ−βy1 (0 6 β 6 λ) получаем

Kpα(l,m, n) =
λ∑

β=0

pα−β∑
x1=1

pα−λ+β∑
y1=1

δpα−λ(x1y1 − l1)e
2πi

m1pβx1+n1pλ−βy1
pα−λ =

=pλ

λ∑

β=0

pα−λ∑
x1=1

pα−λ∑
y1=1

δpα−λ(x1y1 − l1)e
2πi

m1pβx1+n1pλ−βy1
pα−λ =

=pλ

λ∑

β=0

Kpα−λ(m1p
β, n1p

λ−β, l1).

Пользуясь свойством 1◦ сумм Kq(l, m, n) и оценкой Эстермана (5.10), на-
ходим

∣∣Kpα−λ(m1p
β, n1p

λ−β, l1)
∣∣ =

∣∣Kpα−λ(l1m1p
β, n1p

λ−β, 1)
∣∣ =

=
∣∣Kpα−λ(l1m1p

β, n1p
λ−β)

∣∣ 6 σ0(p
α)(m1p

β, n1p
λ−β, pα−λ)1/2p(α−λ)/2

Учитывая, что λ + 1 = σ0((l,m, n, pα)), получаем неравенство

|Kpα(l,m, n)| 6 σ0(p
α)σ0((l, m, n, pα))pα/2 max

06β6λ
(mpβ, npλ−β, pα)1/2.

Замечая, что
(mpβ, npλ−β, pα) 6 (lm, ln, mn, pα),

приходим к утверждению леммы. ¤

Замечание 5.1. Более точная оценка

(mpβ, npλ−β, pα)2 = (m2p2β, n2p2α−2β, p2α) 6 (l2m2, l2n2,m2n2, lmn, p2α),

показывает, что неравенство леммы 5.10 справедливо с коэффициентом

fq(l,m, n) = σ0(q)σ0((l, m, n, q))(l2m2, l2n2,m2n2, lmn, q2)1/4.

Следствие 5.1. Пусть q — натуральное, l — целое и a = (l, q). Тогда
q∑

m,n=1

|Kq(l, m, n)|
m · n ¿ σ0(q)σ

2
0(a)σ2

−1/2(a) log2(q + 1)q1/2.

Доказательство. По лемме 5.10

|Kq(l, m, n)| 6 σ0(q) · σ0(a) · (lm, ln, mn, q)1/2 · q1/2.

Поэтому для доказательства следствия достаточно проверить, что сумма

S =

q∑
m,n=1

(lm, ln, mn, q)1/2

mn

удовлетворяет оценке

S ¿ σ0(a)σ2
−1/2(a) log2(q + 1). (5.12)
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Преобразуем сумму S:

S =
∑

δ|q
δ1/2

q∑
m,n=1

[(lm, ln, mn) = δ]

mn
6

6
∑

δ|q
δ1/2

q∑
m,n=1

1

mn

[
δ

(l, δ)
| m,

δ

(l, δ)
| n, δ | mn

]
6

6
∑

δ|q
δ1/2

q∑
m1,n1=1

1

m1n1

· (l, δ)2

δ2
[(l, δ)2 | m1n1δ].

Вводя параметры δ1 = (δ, l) и δ2 = (δ, δ2
1), находим

S 6
∑

δ1|(l,q)
δ2
1

∑
δ|q

(δ,l)=δ1

1

δ3/2

q∑
m1,n1=1

[δ2
1 | m1n1δ]

m1n1

6

6
∑

δ1|(l,q)
δ2
1

∑
δ|q

(δ,l)=δ1

1

δ3/2

q∑
m1,n1=1

1

m1n1

[
δ2
1

δ2

| m1n1

]
.

Заметим, что δ1 | δ2, и δ2
1/δ2 | δ1. Поэтому из оценки

q∑
m1,n1=1

1

m1n1

[d | m1n1] 6
q2∑

k=1

σ0(dk)

dk
¿ σ0(d)

d
· log2(q + 1),

следует, что

S ¿ σ0(a) log2(q + 1)
∑

δ1|(l,q)

∑
δ|q

(δ,l)=δ1

δ2

δ3/2
= σ0(a) log2(q + 1)

∑

δ|q

δ2

δ3/2

После замен δ = δ1 · δ0, (δ1, δ0) = δ′ находим

∑

δ|q

δ2

δ3/2
=

∑

δ1|(l,q)

∑
δ|q

(δ,l)=δ1

(δ2
1, δ)

δ3/2
6

∑

δ1|(l,q)
δ
−1/2
1

∑

δ0|q

(δ1, δ0)

δ
3/2
0

=

=
∑

δ1|(l,q)
δ
−1/2
1

∑

δ′|δ1
δ′

∑
δ0|q

(δ0,δ1)=δ′

1

δ
3/2
0

¿
∑

δ1|a
δ
−1/2
1

∑

δ′|a
(δ′)−1/2.

Таким образом,
∑

δ|q

δ2

δ3/2
¿ σ2

−1/2(a). (5.13)

Значит, оценка (5.12) действительно верна, и следствие доказано. ¤
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Отдельно оценим суммы Kq(l, m, n), когда один из аргументов равен
нулю. Пусть

cq(m,n) = Kq(0,m, n) =

q∑
x,y=1

δq(xy)e2πi mx+ny
q

Такие суммы являются обобщениями сумм Рамануджана

cq(n) =

q∑∗

x=1

e2πi nx
q

(здесь и далее знак звездочки означает, что суммирование проходит по
приведенной системе вычетов), поскольку

cq(n) = Kq(0, 1, n) = cq(1, n).

Для суммы cq(n) известно точное значение:

cq(n) = µ(q/d) · ϕ(q)

ϕ(q/d)
, где d = (n, q) (5.14)

(см. [46, теорема 272]). В частности,

cq(0) = Kq(0, 0) = ϕ(q). (5.15)

Покажем, что для сумм cq(m,n) также можно найти явное представление.
Согласно свойству мультипликативности сумм Клостермана Kq(l, m, n)

(свойство 2◦) при q = q1q2 и (q1, q2) = 1

cq(m,n) = cq1(m,n) · cq2(m,n).

Поэтому для вычисления суммы cq(m,n) достаточно ограничиться случа-
ем, когда q есть степень простого числа.

Лемма 5.11. Пусть p — простое, α > 1 и q = pα. Тогда

cq(m,n) = gpα(m,n)− gpα−1(m,n),

где
gq(m,n) = q · δq((m, q)(n, q)) · σ0((m, q)(n, q)q−1). (5.16)

Доказательство. Если xy ≡ 0 (mod pα), то для некоторого β (0 6
β 6 α), будут выполнятся равенства

x = pβx1, (x1, p) = 1, y = pα−βy1.

Поэтому

cq(m,n) =
α∑

β=0

pα−β∑∗

x1=1

pβ∑
y1=1

e2πi
mpβx1+npα−βy1

pα =

=
α∑

β=0

pα−β∑
x1=1

pβ∑
y1=1

e
2πi
�

mx1
pα−β +

ny1
pβ

�
−

α−1∑

β=0

pα−β−1∑
x1=1

pβ∑
y1=1

e
2πi
�

mx1
pα−β−1 +

ny1
pβ

�
=

=gpα(m,n)− gpα−1(m,n),
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где

gpα(m,n) = pα

α∑

β=0

δpα−β(m)δpβ(n).

Для проверки равенства (5.16) заметим, что если pα - (m, pα)(n, pα), то
gpα(m,n) = 0. Если же (m, pα) = pν1 , (n, pα) = pν2 и ν1 + ν2 > α, то

gpα(m, n) = pα

α∑

β=0

[α− ν1 6 β 6 ν2] = pα(ν1 + ν2 − α + 1) =

= pα · σ0((m, pα)(n, pα)p−α).

¤
Следствие 5.2. Для любого натурального q и целых m, n

|cq(m,n)| 6 σ0((m, q))(q, mn), (5.17)
и, в частности,

Kq(m, 0, 0) = |cq(m, 0)| 6 σ0((m, q)) · q. (5.18)

Доказательство. Поскольку величина, стоящая в правой части нера-
венства (5.17) (как и cq(m, n)), является мультипликативной функцией па-
раметра q, то оценку (5.17) достаточно доказать для степеней простых
чисел. Предположим, что p — простое, α > 1, и q = pα. Рассмотрим три
случая:

1) pα | (m, pα)(n, pα), а, следовательно, и pα−1 | (m, pα−1)(n, pα−1);
2) pα - (m, pα)(n, pα), но pα−1 | (m, pα−1)(n, pα−1);
3) pα−1 - (m, pα−1)(n, pα−1).
В первом случае gpα(m,n) > 0, gpα−1(m,n) > 0 и для (m, pα) = pν1 ,

(n, pα) = pν2

gpα−1(m,n) = pα−1(min{ν1, α− 1}+ min{ν2, α− 1} − α + 2) 6
6 pα−1(ν1 + ν2 − α + 2) 6 pα(ν1 + ν2 − α + 1) = gpα(m,n).

Значит, по лемме 5.11,
0 6 cpα(m,n) = gpα(m,n)− gpα−1(m,n) 6 gpα(m,n),

|cpα(m,n)| 6 gpα(m,n) 6 pασ0((m, pα))δpα((m, pα)(n, pα)) = σ0((m, q))(q, mn).

Во втором случае аналогично находим
|cq(m,n)| = gpα−1(m,n) 6 pα−1σ0((m, pα))δpα−1((m, pα−1)(n, pα−1)) =

= σ0((m, q))(q, mn).

В третьем случае |cq(m, n)| = 0. ¤
Следствие 5.3. Пусть q — натуральное, l — целое и a = (l, q). Тогда

справедлива оценка
q∑

n=1

|cq(l, n)|
n

¿ σ0(q) σ0(a) log(q + 1) · a.
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Доказательство. Пользуясь следствием 5.2, находим
q∑

n=1

|cq(l, n)|
n

6σ0(a)

q∑
n=1

1

n
(q, ln) = a · σ0(a)

q∑
n=1

1

n
(q/a, n) 6

6a · σ0(a)
∑

δ|q/a

δ

q∑
n=1
δ|n

1

n
¿ a · σ0(a)σ0(q) log(q + 1).

¤

5.3. Следствия оценок сумм Клостермана

Следующее утверждение доказывается путем стандартного перехода
от суммирования по неполной системе вычетов к полной (см. [13, гл. V,
зад. 12]), и применения оценок сумм Kq(l, m, n).

Лемма 5.12. Пусть q > 1 — натуральное, l — целое, Q1, Q2, P1, P2 —
вещественные 0 6 P1, P2 6 q и a = (l, q). Тогда для суммы

Φq(Q1, Q2; P1, P2) =
∑

Q1<u6Q1+P1
Q2<v6Q2+P2

δq(uv − l)

справедлива асимптотическая формула

Φq(Q1, Q2; P1, P2) =
Kq(l, 0, 0)

q2
· P1P2 + O (ψl(q)) ,

где

ψl(q) = σ0(q) σ2
0(a) σ2

−1/2(a) log2(q +1) · q1/2 +σ0(q) σ0(a) log(q +1) ·a. (5.19)

Доказательство. Определим целые

M1 = [Q1], M2 = [Q2],

N1 = [Q1 + P1]− [Q1], N2 = [Q2 + P2]− [Q2].

При этом
Φq(Q1, Q2; P1, P2) = Φq(M1,M2; N1, N2) (5.20)

и
0 6 N1, N2 6 q, (5.21)

поскольку

0 6 Nj = [Qj + Pj]− [Qj] = Pj + {Qj} − {Qj + Pj} 6 q (j = 1, 2).

Докажем сначала лемму с M1, M2, N1, N2 вместо Q1, Q2, P1, P2. Если
одно из чисел N1, N2 равно нулю, то утверждение леммы тривиально.
Поэтому в дальнейшем будем считать, что N1 и N2 — натуральные числа.
Определим две функции

F1 : {M1 + 1, . . . , M1 + q} → {0, 1}, F2 : {M2 + 1, . . . , M2 + q} → {0, 1},
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положив

Fj(x) =

{
1, если Mj < x 6 Mj + Nj

0, если Mj + Nj < x 6 Mj + q.

Для них справедливы следующие разложения в конечные ряды Фурье

Fj(x) =
∑

−q/2<k6q/2

F̂j(k)e2πi kx
q ,

с коэффициентами

F̂j(k) =
1

q

Mj+Nj∑
y=Mj+1

e−2πi ky
q .

Для k = 0

F̂j(0) =
1

q
Nj,

а для остальных k ∈ (−q/2, q/2], cуммируя геометрическую прогрессию,
находим

F̂j(k) =
1

q
· 1− e−2πikNj/q

1− e−2πik/q
· e−2πik(Mj+1)/q.

Поэтому

∣∣F̂j(k)
∣∣ =

| sin(πkNj/q)|
q| sin(πk/q)| 6 1

q| sin(πk/q)| 6 1

2|k| (−q/2 < k 6 q/2; k 6= 0).

(5.22)
В соответствии с вышесказанным,

Φq(M1,M2; N1, N2) =

M1+q∑
u=M1+1

M2+q∑
v=M2+1

δq(uv − l) F1(u) F2(v) =

=

M1+q∑
u=M1+1

M2+q∑
v=M2+1

δq(uv − l)
∑

−q/2<m,n6q/2

F̂1(m) F̂2(n) e2πi mu+nv
q =

=
∑

−q/2<m,n6q/2

F̂1(m) F̂2(n) Kq(l,m, n).

Выделяя слагаемое с m = n = 0, получаем равенство

Φq(M1,M2; N1, N2) =
N1N2

q2
·Kq(l, 0, 0) + R1 + R2 + R3,
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где

R1 = F̂1(0)
∑′

−q/2<n6q/2

F̂2(n) Kq(l, 0, n),

R2 = F̂2(0)
∑′

−q/2<m6q/2

F̂1(m) Kq(l, m, 0),

R3 =
∑′

−q/2<m6q/2

F̂1(m)
∑′

−q/2<n6q/2

F̂2(n) Kq(l, m, n).

Здесь и далее штрих в суммах означает, что переменная суммирования не
принимает нулевое значение. Пользуясь неравенствами на коэффициенты
Фурье (5.22) и свойствами 3◦–4◦ сумм Kq(l, m, n), приходим к оценкам

R1,2 ¿
q∑

n=1

|Kq(l, 0, n)|
n

,

R3 ¿
q∑

m,n=1

|Kq(l, m, n)|+ |Kq(−l, m, n)|
mn

.

Применяя следствия 5.1 и 5.3, получаем асимптотическую формулу

Φq(M1,M2; N1, N2) =
N1N2

q2
·Kq(l, 0, 0) + O(ψl(q)),

где функция ψl(q) определена равенством (5.19).
Из определения M1, M2, N1, N2 и (5.21) следует, что

|P1P2 −N1N2| = |P1(P2 −N2) + N2(P1 −N1)| 6 2q.

Отсюда, с учетом (5.18) и (5.20), окончательно находим
∣∣∣∣Φq(Q1, Q2; P1, P2)− P1P2

q2
Kq(l, 0, 0)

∣∣∣∣ ¿

¿ ψl(q) +

∣∣∣∣
N1N2

q2
Kq(l, 0, 0)− P1P2

q2
Kq(l, 0, 0)

∣∣∣∣ ¿

¿ ψl(q) +
Kq(l, 0, 0)

q2
q ¿ ψl(q).

Лемма доказана. ¤

Следствие 5.4. При l = 1

Φq(Q1, Q2; P1, P2) =
ϕ(q)

q2
· P1P2 + O (ψ(q)) ,

где
ψ(q) = ψ1(q) = σ0(q) log2(q + 1) q1/2.
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Замечание 5.2. При любом P1 и P2 = q рассуждения, проведенные в
лемме 5.12, приводят к формуле

Φq(Q1, Q2; P1, P2) =
P1

q
Kq(l, 0, 0) + O(σ0(q) σ0(a) a).

Лемма 5.13. Пусть q > 1 и f(u) — неотрицательная, невозрастаю-
щая функция на отрезке [0; q], причем f(0) 6 q. Тогда

q∑
u=1

∑

16v6f(u)

δq(uv ± 1) =
ϕ(q)

q2
· V (Ω) + O

(
q3/4σ

1/2
0 (q) log(q + 1)

)
,

где Ω — область на плоскости Ouv, задаваемая условиями

0 6 u 6 q, 0 6 v 6 f(u).

Доказательство. Разобьём отрезок суммирования по переменной u
на k частей (1 6 k 6 q):

0 = u0 < u 6 u1, . . . , uk−1 < u 6 uk = q,

где uj = jq/k. Положим

S =
k∑

j=1

Sj, Sj =
∑

uj−1<u6uj

∑

16v6f(u)

δq(uv ± 1).

Тогда, в силу монотонности функции f(u),
∑

uj−1<u6uj

∑

16v6f(uj)

δq(uv ± 1) 6 Sj 6
∑

uj−1<u6uj

∑

16v6f(uj−1)

δq(uv ± 1).

Применяя к суммам, стоящим в последней формуле следствие 5.4, полу-
чаем неравенства
ϕ(q)

q2
· q
k
f(uj)+O (

√
q · ψ1(q)) 6 Sj 6 ϕ(q)

q2
· q
k
f(uj−1)+O (

√
q · ψ1(q)) . (5.23)

Так как

q

k

k∑
j=1

f(uj) =

∫ q

0

f(u) du + O
( q

k
f(0)

)
,

q

k

k−1∑
j=0

f(uj) =

∫ q

0

f(u) du + O
( q

k
f(0)

)
,

и f(0) 6 q, то после суммирования по j оценок (5.23), получим асимпто-
тическую формулу

S =
ϕ(q)

q2

∫ q

0

f(u) du + O
( q

k

)
+ O (k

√
q · ψ1(q)) .

Полагая
k = [q1/4(σ

1/2
0 (q) log(q + 1))−1] + 1,

приходим к утверждению леммы. ¤
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Лемма 5.14. Пусть q > 1 — целое и функция a(u, v) задана в целых
точках (u, v), где 1 6 u, v 6 q. Предположим также, что эта функция
удовлетворяет неравенствам

a(u, v) > 0, ∆1,0a(u, v) 6 0, ∆0,1a(u, v) 6 0, ∆1,1a(u, v) > 0 (5.24)

во всех точках, где эти условия определены. Тогда для суммы

W =

q∑
u,v=1

δq(uv − 1) · a(u, v)

справедлива асимптотическая формула

W =
ϕ(q)

q2

q∑
u,v=1

a(u, v) + O (A · ψ(q)
√

q) ,

где
ψ(q) = ψ1(q) = σ0(q) log2(q + 1),

и A = a(1, 1) — наибольшее значение функции a(u, v).

Доказательство. Доопределим функцию a(u, v) с помощью условий

a(u, q + 1) = a(q + 1, v) = 0 (1 6 u, v 6 q + 1).

Тогда из неравенств (5.24) следует, что ∆1,1a(u, v) > 0 для всех целых u и
v в пределах 1 6 u, v 6 q.

Применим к сумме W преобразование Абеля
q∑

n=1

f(n)g(n) = g(q + 1)

q∑
n=1

f(n)−
q∑

k=1

(
k∑

n=1

f(n)

)
(g(k + 1)− g(k))

последовательно по переменным u и v. Полагая сначала

f(u) = δq(uv − 1), g(u) = a(u, v),

а затем

f(v) =
k∑

u=1

δq(uv − 1), g(v) = ∆1,0a(u, v),

находим

W =

q∑

k,l=1

∆1,1a(k, l)
k∑

u=1

l∑
v=1

δq(uv − 1).

Согласно следствию 5.4, для внутренней двойной суммы справедлива асимп-
тотическая формула

k∑
u=1

l∑
v=1

δq(uv − 1) =
ϕ(q)

q2
kl + O (ψ1(q)

√
q) .

Следовательно,

W =
ϕ(q)

q2

q∑

k,l=1

∆1,1a(k, l) kl + O

(
ψ1(q)

√
q

q∑

k,l=1

|∆1,1a(k, l)|
)

.
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Так как всегда |∆1,1a(k, l)| = ∆1,1a(k, l), то

W =
ϕ(q)

q2

q∑

k,l=1

∆1,1a(k, l)
k∑

u=1

l∑
v=1

1 + O (A · ψ1(q)
√

q) .

Делая суммирование по u и v внешним и суммируя по k и l, приходим
к утверждению леммы. ¤

5.4. Применение метода ван дер Корпута

Основным результатом этого раздела является лемма 5.17. Ее доказа-
тельство основано на следующих двух оценках тригонометрических сумм,
полученных методом ван дер Корпута.

Лемма 5.15. Пусть P1, P2 — действительные числа, P = P2−P1 > 1,
и на всем отрезке [P1, P2] вещественная функция f(x) непрерывно диф-
ференцируема, f ′(x) монотонна и ‖f ′(x)‖ > λ > 0. Тогда

∑
P1<x6P2

e2πif(x) ¿ λ−1.

Доказательство см. в [45, теорема 2.1].

Лемма 5.16. Пусть P1, P2 — действительные числа, P = P2−P1 > 1,
на всем отрезке [P1, P2] вещественная функция f(x) дважды непрерывно
дифференцируема, и для некоторых A > 0, w > 1

1

A
6 |f ′′(x)| 6 w

A
.

Тогда ∑
P1<x6P2

e2πif(x) ¿w
P√
A

+
√

A.

Доказательство см. в [45, теорема 2.2].

Лемма 5.17. Пусть P1, P2 — действительные числа, P = P2−P1 > 2,
и на всем отрезке [P1, P2] вещественная функция f(x) дважды непрерыв-
но дифференцируема, и для некоторых A > P , w > 1

1

A
6 |f ′′(x)| 6 w

A
.

Тогда при любом натуральном q
q∑

m=1

∣∣∣∣∣
∑

P1<x6P2

e2πi(mx
q

+f(x))

∣∣∣∣∣ ¿w q

(
P√
A

+ log A

)
+
√

A.

Доказательство. Заметим, что утверждение леммы достаточно до-
казать для суммы

S =
∑

16m6q/8

∣∣∣∣∣
∑

P1<x6P2

e2πi(mx
q

+f(x))

∣∣∣∣∣ .
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Не ограничивая общности можно считать, что f ′′ > 0 и при x ∈ [P1, P2]
значения производной функции f(x) лежат внутри отрезка, длина кото-
рого не превосходит 1/8. В противном случае отрезок [P1, P2] можно раз-
бить на O(P

A
+ 1) = O(1) более коротких отрезков, на каждом из которых

это условие выполняется. Таким образом, значения производной функции
mx
q

+f(x) изменяются внутри отрезка, длина которого не превосходит 1/4.
Если этот отрезок содержит полуцелое число, то

∥∥∥∥
m

q
+ f ′(x)

∥∥∥∥ > 1

4

и, по лемме 5.15,

S ¿ q ¿ q

(
P√
A

+ log A

)
+
√

A.

Рассмотрим теперь случай, когда некоторого целого k при 1 6 m 6 q/2
и x ∈ [P1, P2] значения производной функции mx

q
+ f(x) лежат внутри

отрезка [k − 1
2
, k + 1

2
], то есть

k − 1

2
6 m

q
+ f ′(x) 6 k +

1

2
(1 6 m 6 q/8, P1 < x 6 P2).

Определим целые числа m1 и m2 с помощью условий

m1

q
+ f ′(P2) 6 k − 1√

A
,

m1 + 1

q
+ f ′(P2) > k − 1√

A
;

m2

q
+ f ′(P1) > k +

1√
A

,
m2 − 1

q
+ f ′(P1) < k +

1√
A

.

Сумму S запишем в виде

S = S1 + S2 + S3,

где

S1 =
∑

16m<m1

∣∣∣∣∣
∑

P1<x6P2

e2πi(mx
q

+f(x))

∣∣∣∣∣ ,

S2 =
∑

m1<m<m2

∣∣∣∣∣
∑

P1<x6P2

e2πi(mx
q

+f(x))

∣∣∣∣∣ ,

S3 =
∑

m26m6q/8

∣∣∣∣∣
∑

P1<x6P2

e2πi(mx
q

+f(x))

∣∣∣∣∣ .

По лемме 5.15

S1 ¿
∑

16m<m1

1

k −
(

m
q

+ f ′(P2)
) <

∫ m1

0

dm

k −
(

m
q

+ f ′(P2)
) ¿ q · log A.
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Аналогично

S3 ¿
∑

m2<m6q/8

1
m
q

+ f ′(P1)− k
<

∫ q/8

m2

dx
x
q

+ f ′(P1)− k
¿ q · log A.

К сумме S2 применим лемму 5.16:

S2 ¿ (m2 −m1 + 1)

(
P√
A

+
√

A

)
¿ (m2 −m1 + 1)

√
A ¿

¿
(

q

(
1√
A

+
P

A

)
+ 1

)√
A = q

(
1 +

P√
A

)
+
√

A.

Складывая оценки для сумм S1, S2 и S3, приходим к требуемой оценке
суммы S. ¤

5.5. О числе решений сравнения xy ≡ l (mod q) под графиком
дважды непрерывно дифференцируемой функции

Лемма 5.18 (Формула суммирования Пуассона). Пусть h — веще-
ственная неотрицательная функция такая, что интеграл∫ ∞

−∞
h(x)dx

существует как несобственный интеграл Римана. Предположим так-
же, что h не убывает на интервале (−∞, 0] и не возрастает на [0,∞)
Тогда ∞∑

m=−∞

h(m + 0) + h(m− 0)

2
=

∞∑
n=−∞

ĥ(n),

где оба ряда сходятся абсолютно и

ĥ(n) =

∫ ∞

−∞
h(t)e−2πintdt

— преобразование Фурье функции h.

Доказательство см. в [33, 11.24].

Доказательство теоремы 8 . Будем считать, что выполняются ус-
ловия A À 1, max {A, q} 6 P 2 и log(Aq) ¿ log P , поскольку иначе дока-
зываемая оценка хуже тривиальной.

Заметим, что утверждение теоремы достаточно доказать в предполо-
жении, что график функции f(x) при x ∈ [P1, P2] не проходит через точ-
ки целочисленной решетки. Действительно, если это условие не выполне-
но, то можно выбрать ε в пределах 0 < ε 6 A−1/3, так что для целых
x ∈ [P1, P2] числа f(x)± ε не будут целыми. Если считать, что для функ-
ций f ± ε равенство (0.23) выполняется с остаточным членом (0.24), то,
учитывая соотношения

T [f − ε] < T [f ] 6 T [f + ε], S[f ± ε] = S[f ] + O(PA−1/3),

получаем нужную оценку остаточного члена и для функции f .
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Можно также предполагать, что f > 2q, поскольку в противном случае
от функции f можно перейти к f + 2q.

Для ∆ < 1/4 и действительных α, β (β − α > ∆) определим функции

ψ(α, β; x) =[α < x 6 β],

ψ∓(α, β; x) =
1

∆

∫ ∆/2

−∆/2

ψ

(
α± ∆

2
, β ∓ ∆

2
; x + t

)
dt,

которые, очевидно, связаны неравенствами

ψ−(α, β; x) 6 ψ(α, β; x) 6 ψ+(α, β; x).

Обозначим через N(x) число решений сравнения xy ≡ l (mod q) относи-
тельно неизвестной y, лежащей в пределах 1 6 y 6 f(x). Тогда

N−(x) 6 N(x) =
∞∑

y=−∞
δq(xy − l) · ψ

(
1

2
, f(x); y

)
6 N+(x),

где

N∓(x) =
∞∑

y=−∞
δq(xy − l) · ψ∓

(
1

2
, f(x); y

)
=

=

q∑

k=1

δq(xk − l)
∞∑

m=−∞
ψ∓

(
1

2
, f(x); mq + k

)
.

При любом значении k функции

h∓(m) = ψ∓

(
1

2
, f(x); mq + k

)

удовлетворяют условиям леммы 5.18 (напомним, что по предположению,
f > 2q). Поэтому к ним применима формула суммирования Пуассона и

N∓(x) =

q∑

k=1

δq(xk − l)
∞∑

n=−∞

(∫ ∞

−∞
ψ∓

(
1

2
, f(x); qv + k

)
e−2πinvdv

)
=

=
1

q

q∑

k=1

δq(xk − l)
∞∑

n=−∞

(∫ ∞

−∞
ψ∓

(
1

2
, f(x); u

)
e−2πin u−k

q du

)
=

=
1

q

q∑

k=1

δq(xk − l)
∞∑

n=−∞
e2πi nk

q · ψ̂∓
(

1

2
, f(x);

n

q

)
.

При n = 0

ψ̂∓

(
1

2
, f(x);

n

q

)
= f(x)− 1

2
∓∆.

Если же n 6= 0, то

ψ̂∓

(
1

2
, f(x);

n

q

)
= q · t∆(N)

e−2πi n
q
( 1
2
±∆

2
) − e−2πi n

q
(f(x)∓∆

2
)

2πin
,
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где

t∆(n) =
sin πn∆

q

πn∆
q

, |t∆(n)| 6 T∆(n) = min

{
1,

q

|n|∆
}

.

Следовательно,

N∓(x) =
µq,l(x)

q

(
f(x)− 1

2
∓∆

)
+ N

(1)
∓ (x) + N

(2)
∓ (x), (5.25)

где

N
(1)
∓ (x) =

q∑

k=1

δq(xk − l)

∞∑′

n=−∞
t∆(n)

e2πi n
q
(k− 1

2
∓∆

2
)

2πin
,

N
(2)
∓ (x) =

q∑

k=1

δq(xk − l)

∞∑′

n=−∞
t∆(n)

e−2πi n
q
(f(x)∓∆

2
−k)

2πin
.

Далее,
T−[f ] 6 T [f ] =

∑
P1<x6P2

N(x) 6 T+[f ],

где
T∓[f ] =

∑
P1<x6P2

N∓(x).

Согласно замечанию 5.2
∑

P1<x6P2

µq,l(x) =
P

q
Kq(l, 0, 0) + O(σ0(q) σ0(a) a).

Поэтому суммирование равенства (5.25) дает

T∓[f ] = S[f ]− P

2q2
Kq(l, 0, 0) + T

(1)
∓ [f ] + T

(2)
∓ [f ]+ (5.26)

+O

(
∆P

q2
Kq(l, 0, 0)

)
+ O (σ0(q) σ0(a) a) ,

где
T

(1,2)
∓ [f ] =

∑
P1<x6P2

N
(1,2)
∓ (x).

Хорошо известно, что функция

r(x) =

{
1
2
− {x}, если x /∈ Z;

0, если x ∈ Z.

имеет следующее разложение в ряд Фурье

r(x) =
1

2πi

∞∑′

n=−∞

e2πinx

n
.

Отсюда вытекает, что сглаженная функция

g(x) =
q

∆

∫ ∆/(2q)

−∆/(2q)

(
1

2
− {x + t}

)
dt
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представима в виде

g(x) =
1

2πi

∞∑′

n=−∞

t∆(n)

n
· e2πinx.

Для x ∈
(

∆
2q

, 1− ∆
2q

)

g(x) =
1

2
− x + O

(
∆

q

)
.

Следовательно,

N
(1)
∓ (x) =

q∑

k=1

δq(xk − l) · g
(

k

q
− 1

2q
∓ ∆

2q

)
=

=

q∑

k=1

δq(xk − l)

(
1

2
− k

q
+

1

2q

)
+ O

(
∆ · µq,l(x)

q

)
.

Для нахождения T
(1)
∓ [f ] разобьем сумму по переменной x на отрезки, дли-

на которых не превосходит q. Суммы

S ′ =
q∑

x,k=1

δq(xk − l)
k

q
и S ′′ =

q∑

x,k=1

δq(xk − l)
q − k

q

связаны соотношениями

S ′ + S ′′ = Kq(l, 0, 0), S ′′ = S ′ − qδq(l).

Значит,

S ′ =
1

2
(Kq(l, 0, 0) + q δq(l)) ,

q∑
x=1

N
(1)
∓ (x) =

1

2

(
Kq(l, 0, 0)

q
− qδq(l)

)
+ O

(
∆ ·Kq(l, 0, 0)

q

)
. (5.27)

Кроме того, применяя к двойным суммам в тождестве
P ′∑

x=1

q∑

k=1

δq(xk − l)
k

q
=

P ′∑
x=1

q∑

k=1

δq(xk − l)− 1

q

q∑

b=1

P ′∑
x=1

b−1∑

k=1

δq(xk − l)

лемму 5.12, при 1 6 P ′ 6 q получаем
P ′∑

x=1

q∑

k=1

δq(xk − l)
k

q
=

P ′

2q
Kq(l, 0, 0) + O(ψl(q)).

Отсюда
P ′∑

x=1

N
(1)
∓ (x) =

1

2

(
P ′

q2
Kq(l, 0, 0)− P ′ δq(l)

)
+O(ψl(q))+O

(
∆ · P ′ ·Kq(l, 0, 0)

q2

)
.

(5.28)
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Таким образом из (5.27) и (5.28) получаем, что

T
(1)
∓ [f ] =

∑
P1<x6P2

N
(1)
∓ (x) =

1

2

(
P

q2
Kq(l, 0, 0)− P δq(l)

)
+

+ O(ψl(q)) + O

(
∆ · P ·Kq(l, 0, 0)

q2

)
.

Подставляя последнюю формулу в (5.26), приходим к равенству

T∓[f ] = S[f ]− P

2
δq(l) + T

(2)
∓ [f ] + O(ψl(q)) + O

(
∆ · P ·Kq(l, 0, 0)

q2

)
. (5.29)

Оценим теперь слагаемое T
(2)
∓ [f ]. Пользуясь соотношением

q−1∑

k=0

δq(xk − l) e−2πi nk
q =

1

q

q∑
m=1

Kq(l,m, n) e2πi mx
q ,

запишем величину N
(2)
∓ (x) в виде

N
(2)
∓ (x) =

1

q

∞∑′

n=−∞
t∆(n)

q∑
m=1

Kq(l,m, n)
e2πi(n

q
(f(x)∓∆

2
)−mx

q
)

2πin
.

Отсюда

|T (2)
∓ [f ]| ¿ 1

q

∞∑
n=1

T∆(n)

n

q∑
m=1

|Kq(l, m, n)| ·
∣∣∣∣∣

∑
P1<x6P2

e2πi
mx−nf(x)

q

∣∣∣∣∣ .

По лемме 5.10

|T (2)
∓ [f ]| ¿ σ0(q) σ0(a)

q1/2
· S,

где a = (l, q),

S =
∞∑

n=1

T∆(n)

n

q∑
m=1

(lm, ln, mn, q)1/2 · |Sq(m,n)| ,

Sq(m,n) =
∑

P1<x6P2

e2πi
mx−nf(x)

q .

Положим δ = (lm, ln, mn, q), δ1 = (l, δ) и преобразуем сумму S:

S =
∑

δ|q
δ1/2

∞∑
n=1

T∆(n)

n

q∑
m=1

[(lm, ln, mn) = δ] · |Sq(m,n)| 6

6
∑

δ|q
δ1/2

∞∑
n=1

T∆(n)

n

[
δ

δ1

| n
] q∑

m=1

[
δ

δ1

| m, δ | mn

]
· |Sq(m,n)| .
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После замены переменных суммирования m = δm1/δ1, n = δn1/δ1 прихо-
дим к следующей оценке на сумму S :

S 6
∑

δ|q

δ1

δ1/2

∞∑
n1=1

T∆(δn1/δ1)

n1

δ1q/δ∑
m1=1

[
δ2
1 | δm1n1

] · |Sq(δm1/δ1, δn1/δ1)| =

=
∑

δ|q

δ1

δ1/2

∞∑
n1=1

T∆(δn1/δ1)

n1

δ1q/δ∑
m1=1

[
δ2
1

δ2

| m1n1

]
·
∣∣Sδ1q/δ(m1, n1)

∣∣ ,

где δ2 = (δ2
1, δ). Далее положим δ3 = (n1, δ

2
1/δ2). Тогда

S 6
∑

δ|q

δ1

δ1/2

∑

δ3|δ2
1/δ2

∞∑
n1=1

T∆(δn1/δ1)

n1

[(n1, δ
2
1/δ2) = δ3]×

×
δ1q/δ∑
m1=1

[
δ2
1

δ2δ3

| m1

]
·
∣∣Sδ1q/δ(m1, n1)

∣∣ 6

6
∑

δ|q

δ1

δ1/2

∑

δ3|δ2
1/δ2

∞∑
n2=1

T∆(δδ3n2/δ1)

δ3n2

δ2δ3q
δδ1∑

m2=1

∣∣∣∣Sδ1q/δ

(
δ2
1

δ2δ3

m2, δ3n2

)∣∣∣∣ ,

где n1 = δ3n2, m1 =
δ2
1

δ2δ3
m2. Оценим сумму Sδ1q/δ

(
δ2
1

δ2δ3
m2, δ3n2

)
. Она зави-

сит от функции

F (x) =

(
δ2
1

δ2δ3

m2x− δ3n2f(x)

)
δ

δ1q
,

для которой

F ′′(x) =
δδ3n2

δ1q
f ′′(x) ³ δδ3n2

δ1qA
=

1

A1

, A1 =
δ1qA

δδ3n2

.

При A1 > P применим лемму 5.17, а при A1 < P — лемму 5.16. Тогда
получим, что

S ¿ S1 + S2,

где

S1 =
∑

δ|q

δ1

δ1/2

∑

δ3|δ2
1/δ2

∞∑
n=1

T∆(δδ3n/δ1)

δ3n

(
δ2δ3q

δδ1

(
P

A
1/2
1

+ log P

)
+ A

1/2
1

)
[A1 > P ],

S2 =
∑

δ|q

δ1

δ1/2

∑

δ3|δ2
1/δ2

∞∑
n=1

T∆(δδ3n/δ1)

δ3n
· δ2δ3q

δδ1

(
P

A
1/2
1

+ A
1/2
1

)
[A1 < P ].

Объединяя вместе слагаемые одного вида в суммах S1, S2 и пользуясь мо-
нотонностью T∆(n), приходим к оценке

S ¿ S3 + S4 + S5 + S6, (5.30)



О ЧИСЛЕ РЕШЕНИЙ СРАВНЕНИЯ xy ≡ l (mod q) 149

где

S3 =PA−1/2q1/2
∑

δ|q

∑

δ3|δ2
1/δ2

δ2δ
1/2
3

δδ
1/2
1

∞∑
n=1

T∆(δδ3n/δ1)

n1/2
,

S4 =q log P
∑

δ|q

∑

δ3|δ2
1/δ2

δ2

δ3/2

∞∑
n=1

T∆(n)

n
,

S5 =A1/2q1/2
∑

δ|q

∑

δ3|δ2
1/δ2

δ
3/2
1

δδ
3/2
3

∞∑
n=1

T∆(n)

n3/2
,

S6 =A1/2q3/2
∑

δ|q

∑

δ3|δ2
1/δ2

δ2δ
1/2
1

δ2δ
1/2
3

∞∑
n=1

T∆(δδ3n/δ1)

n3/2

[
n >

δ1qA

δδ3P

]
.

Пользуясь неравенством T∆(n) 6 min{1, q(∆|n|)−1} и рассматривая случаи
b∆ > q, b∆ 6 q получаем оценку

∞∑
n=1

T∆(bn)

n1/2
¿

( q

b∆

)1/2

.

Отсюда

S3 ¿ PA−1/2∆−1/2q
∑

δ|q

δ2

δ3/2

∑

δ3|δ2
1/δ2

1.

Так как δ1 = (l, δ) | δ, то δ1 | δ2 = (δ2
1, δ), δ2

1/δ2 | δ1 и
∑

δ3|δ2
1/δ2

1 6
∑

δ3|δ1
1 6 σ0(a).

Значит, согласно неравенству (5.13),
∑

δ|q

δ2

δ3/2

∑

δ3|δ2
1/δ2

1 ¿ σ0(a) σ2
−1/2(a). (5.31)

и
S3 ¿ σ0(a) σ2

−1/2(a) PA−1/2∆−1/2q. (5.32)
Далее, так как

∞∑
n=1

T∆(n)

n
¿ log P,

то согласно (5.31)

S4 ¿ q log2 P
∑

δ|q

∑

δ3|δ2
1/δ2

δ2

δ3/2
¿ q σ0(a) σ2

−1/2(a) log2 P. (5.33)

Для оценки суммы S5 заметим, что
∞∑

n=1

T∆(n)

n3/2
¿ 1.
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Поэтому

S5 ¿ A1/2q1/2
∑

δ|q

∑

δ3|δ2
1/δ2

δ
3/2
1

δδ
3/2
3

¿ A1/2q1/2
∑

δ|q

δ
3/2
1

δ
¿

¿ A1/2q1/2
∑

δ1|(q,l)

δ
3/2
1

∑
δ|q

(δ,l)=δ1

1

δ
¿ A1/2q1/2σ−1(q) σ1/2(a).

Следовательно,
S5 ¿ A1/2q1/2a1/2σ−1(q) σ−1/2(a). (5.34)

При любых N, k > 0
∑
n>N

T∆(kn)

n3/2
6

∑
n>N

T∆(kN)

n3/2
¿ T∆(kN)

N1/2
.

Значит,

S6 ¿ P 1/2q · T∆

(
Aq

P

) ∑

δ|q

∑

δ3|δ2
1/δ2

δ2

δ3/2
,

и, согласно (5.31),

S6 ¿ σ0(a) σ2
−1/2(a) P 1/2q · T∆

(
Aq

P

)
.

Теперь, применяя неравенство

T∆

(
Aq

P

)
= min

{
1,

P

∆A

}
6

(
P

∆A

)1/2

,

для суммы S6 получаем оценку аналогичную (5.32)

S6 ¿ σ0(a) σ2
−1/2(a) PA−1/2∆−1/2q. (5.35)

Подставляя оценки (5.32)–(5.35) в (5.30), приходим к оценке суммы S и
остатка T

(2)
∓ [f ]:

S ¿ σ0(a)σ2
−1/2(a)(PA−1/2∆−1/2q + q log2 P ) + σ−1(q)σ−1/2(a)A1/2q1/2a1/2,

T
(2)
∓ [f ] ¿ σ0(q)σ

2
−1/2(a)σ2

0(a)(PA−1/2q1/2∆−1/2 + q1/2 log2 P )+

+σ0(q)σ−1(q)σ0(a)σ−1/2(a)A1/2a1/2.

Подставляя последнюю оценку в (5.29) и пользуясь (5.18), приходим к
утверждению теоремы с остаточным членом

R[f ] ¿ ∆ · P · q−1σ0(a) + a · σ0(q)σ0(a) log(q + 1)+

+ σ0(q)σ
2
−1/2(a)σ2

0(a)(PA−1/2q1/2∆−1/2 + q1/2 log2 P )+

+ σ0(q)σ−1(q)σ0(a)σ−1/2(a)A1/2a1/2.

Выбор
∆ = qA−1/3σ

2/3
0 (q)σ

2/3
0 (a)σ

4/3
−1/2(a)
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завершает доказательство теоремы. ¤
Замечание 5.3. В работе [10] теорема 8 доказана с остаточным чле-

ном
R[f ] ¿ a1/2qε((PA−1/3 + A2/3) log4/3 P + q1/2 log2 P ).

Замечание 5.4. При использовании доказанной теоремы, как прави-
ло, наибольший вклад дает первое слагаемое из остаточного члена. Поэто-
му обычно можно использовать упрощенную оценку остаточного члена

R[f ] ¿ σ
2/3
0 (q) σ2

0(a) PA−1/3 +
(
A1/2a1/2 + q1/2 + a

)
P ε. (5.36)

Замечание 5.5. При q = 1 доказанная теорема 8 превращается в из-
вестный результат о числе точек под графиком дважды непрерывно диф-
ференцируемой функции, см. [14, лемма 4], а также [70, задача I.6.4].

Следствие 5.5. В условиях теоремы 8 при l = 1

T [f ] = S[f ]− P

2
· δq(1) + R[f ],

где при любом ε > 0

R[f ] ¿ σ
2/3
0 (q)

(
PA−1/3 + A1/2σ−1(q) + q1/2 log2 P

) ¿ε

¿ε σ
2/3
0 (q) · PA−1/3 + P ε · (A1/2 + q1/2

)
.
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