
Çàäà÷íèê ¿ÊâàíòàÀ

Çàäà÷à 1. Ïóñòü m � íàòóðàëüíîå ÷èñëî è M � ìíîæåñòâî
öåëûõ ÷èñåë îò 0 äî 2m − 1. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ íàòóðàëüíîãî
n M ìîæíî ðàçáèòü íà äâà íåïåðåñåêàþùèõñÿ m-ýëåìåíòíûõ
ïîäìíîæåñòâà M1 è M2, ãäå M2 ñîñòîèò èç ÷èñåë âèäà a + n ñ
a ∈ M1, òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà m äåëèòñÿ íà n.

Ðåøåíèå. Ïóñòü M1 = a1, . . . , am. Òîãäà, â ñîîòâåòñòâèè ñ óñëî-
âèÿìè íà M1 è M − 2,

(2a1 + · · ·+ 2am)(2n + 1) = 20 + 21 + · · ·+ 2i + · · ·+ 22m−1 = 22m − 1.

Ðàçäåëèâ 2m íà n ñ îñòàòêîì, ïîëó÷èì 2m = nt + r, ãäå r è
t � öåëûå, à òàêæå 0 6 r < n. Òàê êàê

2r2n(i+1) − (−1)t−(i+1) = 2r2ni(2n + 1)− (
2r2ni − (−1)t−1),

òî ÷èñëà 2r · 2ni − (−1)t−1 äåëÿòñÿ íà 2n + 1 äëÿ i = t, . . . , 0.
Â ÷àñòíîñòè, 2r − (−1)t (< 2n + 1) äåëèòñÿ íà 2n + 1. Ïîýòîìó
r = 0 è t � ÷åòíîå. Îòñþäà íàõîäèì, ÷òî m äåëèòñÿ íà n. Ïðè
ýòîì M1 ñîñòîèò èç ïîêàçàòåëåé â äâîè÷íîì ðàçëîæåíèè
22m − 1

2n + 1
= (20 + 21 + · · ·+ 2n−1)

(
(22n)0 + (22n)1 + · · ·+ (22n)

m
n−1) =

= 2a1 + 2a2 + · · ·+ 2am.

Çàäà÷à 2. Ïóñòü k � íàòóðàëüíîå ÷èñëî è A{a1, . . . , ak−1}
� íåêîòîðîå ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Ñîïîñòàâèì êàæäîìó
ïîäìíîæåñòâó M = {b0, · · · , bl−1} ⊂ A öåëîå Fk(M), ñîâïàäàþùåå
ñ îñòàòêîì îò äåëåíèÿ ñóììû b1+ · · ·+bl−1 íà 2k. Çíà÷åíèå Fk íà
ïóñòîì ìíîæåñòâå ðàâíî íóëþ. Äîêàçàòü,÷òî Fk ðåàëèçóåò âçàèìíî
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îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ìíîæåñòâîì âñåõ ïîäìíîæåñòâ A

è öåëûìè ÷èñëàìè îò 0 äî 2k − 1 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
íàèáîëüøèå ïîêàçàòåëè ñòåïåíåé � äâîéêè, íà êîòîðûå äåëÿòñÿ ai,

ðàçëè÷íûå öåëûå îò 0 äî k − 1.
Ðåøåíèå. Ïóñòü äëÿ öåëîãî a 6= 0 ord2(a)� íàèáîëüøèé ïî-

êàçàòåëü ñòåïåíè äâîéêè, íà êîòîðóþ äåëèòñÿ a. Óäîáíî ïîëîæèòü
ord2(0) = k. Äëÿ öåëîãî a îñòàòîê îò äåëåíèÿ a íà 2k îáîçíà-
÷èì ÷åðåç a(mod2k) ∈ [0, 2k − 1]. Êàæäîå ïîäìíîæåñòâî M ⊂ A

îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ íàáîðîì (ε0, . . . , εi, . . . , εk−1) ñ ε1 = 1
äëÿ ai ∈ M è εi = 0 â ñëó÷àå ai /∈ M. Òîãäà

Fk(M) = (ε0a0 + · · ·+ εk−1ak−1)(mod2k).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ord2(ai) � ðàçëè÷íûå öåëûå ÷èñëà îò 0 äî
k − 1. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ord2(ai) = i
äëÿ i = 0, . . . , k − 1. Äëÿ M 6= M ′ íàéäåòñÿ èíäåêñ i ñ εi 6= ε′i.
Âûáåðåì íàèìåíüøåå òàêîå i. Òîãäà

(
Fk(M)− Fk(M

′)
)
(mod2k) =

=
(
(εi − ε′i)ai + · · ·+ (εk−1 − ε′k−1)ak−1

)
( mod 2k).

Òàê êàê
ord2

(
(εi − ε′i)ai

)
= ord2(ai) = i,

à äëÿ i < j < k

i < j = ord2(aj) 6 ord2
(
(εj − ε′j)aj

)
,

òî (
Fk(M)− Fk(M

′)
)
(mod2k) > 2i.

Ñëåäîâàòåëüíî, Fk(M) 6= Fk(M
′). Ïîñêîëüêó 0 6 Fk(M) <

2k è îáùåå ÷èñëî âñåõ ïîäìíîæåñòâ M (÷èñëî âñåõ íàáîðîâ
(ε0, . . . εk−1) èç íóëåé è åäèíèö) ðàâíî 2k, òî âñå öåëûå îò 0
äî 2k − 1 âñòðå÷àþòñÿ ñðåäè çíà÷åíèé Fk(M).

Òåïåðü èíäóêöèåé ïî k äîêàæåì îáðàòíîå óòâåðæäåíèå, êîòîðîå
ïðè k = 1 î÷åâèäíî. Ðàññìîòðèì èíäóêòèâíûé ïåðåõîä îò k ê
(k + 1). Ïóñòü A = {a0, . . . , ak} � ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë,
äëÿ êîòîðîãî îòîáðàæåíèå Fk+1 ðåàëèçóåò âçàèìíî îäíîçíà÷íîå
ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ìíîæåñòâîì âñåõ ïîäìíîæåñòâ A è öåëûìè îò
0 äî 2k+1 − 1. Íàéäåòñÿ èíäåêñ i, äëÿ êîòîðîãî ord2(ai) = 0.
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Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî i = k. Òî åñòü:
ak � íå÷åòíîå. Îáîçíà÷èì ÷åðåç B ìíîæåñòâî èç k öåëûõ âèäà
Fk+1(M) ïî âñåì M ⊂ {a0, . . . , ak−1}, à ÷åðåç C � ìíîæåñòâî èç
âñåõ îñòàëüíûõ öåëûõ îò 0 äî 2k+1−1, îòëè÷íûõ îò B. Ñîãëàñíî
âûáîðó A ôóíêöèÿ

f(a) = (a + an)(mod2k+1)

óñòàíàâëèâàåò âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó B è C,

à ôóíêöèÿ
f
(
f(a)

)
= (a + 2ak)(mod2k+1)

îòîáðàæàåò B íà ñåáÿ. Ïîýòîìó, åñëè a � ýëåìåíò B? òî è

(a + 2ak)(mod2k+1)

�òàêæå ýëåìåíò B. Ïîñêîëüêó 0 âõîäèò â B (çíà÷åíèå Fk+1

íà ïóñòîì ìíîæåñòâå), òî 2k ðàçëè÷íûõ ÷åòíûõ ÷èñåë îò 0 äî
2k+1 − 2

(2iak)(mod2k+1), i = 0, 1, . . . , 2k − 1,

ñîñòàâëÿþò B. Ïîýòîìó ÷èñëà l; a0, . . . , ak−1 � ÷åòíûå è ôóíêöèÿ
Fk íà ïîäìíîæåñòâàõ èç

{
1

2
a0, . . . ,

1

2
ak−1

}

âçàèìíî îäíîçíà÷íàÿ. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè

ord2

(
1

2
ai

)
, i = 0, 1, . . . , k − 1,

ðàçëè÷íûå öåëûå îò 0 äî k − 1. Ïîýòîìó

ord2(ai), i = 0, 1, . . . , k,

� ðàçëè÷íûå öåëûå îò 0 äî k.

Óòâåðæäåíèå ïîëíîñòüþ äîêàçàíî.

Çàäà÷à 3. Ïóñòü S(n) � ìèíèìàëüíîå ÷èñëî îïåðàöèé óìíî-
æåíèÿ, íåîáõîäèìûõ äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñòåïåíè xn ñ íàòóðàëüíâì
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ïîêàçàòåëåì, ãäå x � ëþáîå ÷èñëî. Òîãäà äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî
t > 2

2t +
1

4
t < S

(
22t)

< 2t + t.

Ðåøåíèå. Ëþáóþ ïðîöåäóðó âû÷èñëåíèÿ xn ìîæíî ïðåäñòà-
âèòü â âèäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñòåïåíåé

xa0, xa1, . . . , xak,

ãäå
I a0 = 1, ak = n;
II êàæäûé ïîêàçàòåëü ai ðàâåí ñóììå äâóõ ïðåäøåñòâóþùèõ.

Íàïðèìåð, äëÿ n = 15 ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

x1, x2, x3, x5, x10, x15

ðåàëèçóåò ðàâåíñòâî S(15) = 5. Ïîýòîìó çàäà÷à âû÷èñëåíèÿ S(n)
ñâîäèòñÿ ê ïîñòðîåíèþ ñàìûõ êîðîòêèõ ïîðîæäàþùèõ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòåé (ÏÏ) äëÿ n, ñîñòîÿùèõ èç íàòóðàëüíûõ a0, . . . , ak,

êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì I è II. Çäåñü k � äëèíà ÏÏ äëÿ
n. Ïðè ýòîì âñåãäà S(n) 6 k. Èç îïðåäåëåíèÿ íåïîñðåäñòâåííî
ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ÏÏ äëèíû k âñåãäà ak < 2k, çà èñêëþ÷åíèåì ÏÏ
èç ïîñëåäîâàòåëüíûõ ñòåïåíåé äâîéêè

1 = 20, 21, 22, . . . , 2k.

Ïîýòîìó S(2k) = k è äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n èç èíòåðâàëà
2k, 2k+1 k + 1 6 S(n).

Ïóñòü
a0, . . . , ak = nb0, . . . , bl = m

ÏÏ äëÿ íàòóðàëüíûõ n è m. Òîãäà

a0, . . . , ak, b1n, b2n, . . . , bln = nm

ÏÏ äëÿ nm. Ïîýòîìó S(nm) 6 S(n) + S(m). Î÷åâèäíî, ÷òî
S(22t

) = 2t + 1. Ñ ïîìîùüþ òîæäåñòâà x2 − 1 = (x − 1)(x + 1)
ïîëó÷àåì ðàçëîæåíèå

22t − 1 =
(
220

+ 1
)
. . .

(
22i

+ 1
)
. . .

(
22t−1

+ 1
)
.
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Ïîýòîìó
S
(
22t − 1

)
6 S

(
220

+ 1
)

+ · · ·+ S
(
22i

+ 1
)

+ · · ·+ S
(
22t−1

+ 1
)

=

= (20 + 1) + · · ·+ (2i + 1) + · · ·+ (2t−1 + 1) = 2t + t− 1.

Âåðõíÿÿ îöåíêà äîêàçàíà.
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íèæíåé îöåíêè íàì ïîíàäîáèòñÿ ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü Ôèáîíà÷÷è Fr(r = 0, 1, 2, . . . ), îïðåäåëÿåìàÿ ðåêóððåíò-
íûì ñîîòíîðøåíèåì Fr+2 = Fr + Fr+1 è íà÷àëüíûìè çíà÷åíèÿìè
F0 = F1 = 1. Èíäóêöèåé ïî r ëåãêî äîêàçûâàþòñÿ íåðàâåíñòâà
(1 6 r)

3

2
Fr−1 6 F2, F2 6 1 +

√
5

4

(
1 +

√
5

2

)r

.

Â ÏÏ
a0, . . . , ai, ai+1, . . . , ak

íàçîâåì ïàðó ai, ai+1 ðåãóëÿðíîé, åñëè ai+1 = 2ai, à â ,îñòàëüíûõ
ñëó÷àÿõ íåðåãóëÿðíîé. Äîêàæåì èíäóêöèåé ïî r, ÷òî åñëè â ÏÏ
âñòðå÷àþòñÿ > r íåðåãóëÿðíûõ ïàð, òî ak 6 2k−2Fr+1. Äëÿ r = 0
óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî. Ïóñòü (ai, ai+1) � ïîñëåäíÿÿ èç ðåãóëÿðíûõ
ïàð. Ïðè èíäóêòèâíîì ïåðåõîäå îèò r ê r + 1 íàõîäèì

à) åñëè ïàðà (ai−1, ai) íåðåãóëÿðíàÿ, òî
ak = 2k−(i+1)ai+1 6 2k−(i+1)(ai−1 + ai) 6

6 2k−(i+1)(2i−1−(r−1)F2 + 2i−rF2+1
)

= 2k−(i+1)Fr+2;

á) åñëè ïàðà (ai−1, ai) ðåãóëÿðíàÿ, òî
ak 6 2k−(i+1)(ai−1 + ai) = 2k−(i+1)3ai−1 6

6 2k−(i+1)3 · 2i−1−rFr+1 = 2k−(r+1)3

2
Fr+1 6 2k−(r+1)Fr+2.

Åñëè â ÏÏ ðîâíî r íåðåãóëÿðíûõ ïàð, òî ÷èñëî ðàçëè÷íûõ
ñòåðåíåé äâîåê â äâîè÷íîì ðàçëîæåíèè ak íå ïðåâîñõîäèò 2r

(èíäóêöèÿ ïî r ). Ñëåäîâàòåëüíî,â ëþáîé ÏÏ äëÿ ÷èñëà
22t − 1 = 20 + 21 + 22 + · · ·+ 2i + · · ·+ 22t−1,

ñîñòîÿùóþ èç 2t ðàçëè÷íûõ ñòåïåíåé äâîéêè, ñîäåðæèòñÿ íå ìåíåå
t íåðåãóëÿðíûõ ïàðþ Ïîýòîìó â ñîîòâåòñòâèè ñ ðàíåå äîêàçàííîé
îöåíêîé äëÿ äëèíû k ÏÏ ÷èñëà 22t − 1 ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

22t − 1 6 2k−tFt+1.
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Ïîýòîìó, â ñîîòâåòñòâèè ñ âåðõíåé îöåíêîé äëÿ Ft+1,

3

1 +
√

5
· 22t

(
4

1 +
√

5

)t

6
(
22t − 1

) (
4

1 +
√

5

)t+1

6 2k.

Îòñþäà íàõîäèì äëÿ t > 3

k > 2t + t · log2
4

1 +
√

5
+ log2

3

1 +
√

5
> 2t +

t

4
.

Äëÿ t = 2

S(222 − 1) = S(15) = 22 + 1 > 22 +
2

4
.

Íèæíÿÿ îöåíêà äîêàçàíà.

Çàäà÷à 3. Ïóñòü α è β � èððàöèîíàëüíûå äåéñòâèòåëüíûå ÷èñ-
ëà. Ïîñòðîèì äâå áåñêîíå÷íûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè αn è βn (n =
1, 2, . . . ) ïî ïðàâèëó: α1 = α è β1 = β;

αn+1 =

{
1

αn

}
è βn+1 =

([
1

αn

]
+ βn

)−1

.

Çäåñü {x} è [x] � äðîáíàÿ è öåëàÿ ÷àñòè x. Äîêàçàòü, ÷òî ÷èñëà
βn îòðèöàòåëüíû ïðè âñåõ n = 1, 2, . . . òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
α > 0 è 1 + αβ = 0.

Ðåøåíèå. Ïóñòü α > 0 è 1 + αβ = 0. Òàê êàê

1 + αn+1βn+1 = 1 +

{
α−1

n

}

βn + [α−1
n ]

=

= βn+1

(
1

αn
+ βn

)
=

βn+1

αn
(1 + αnβn) ,

òî ïî ïðè÷èíå ïîëîæèòåëüíîñòè αn (α � èððàöèîíàëüíî!) è ââèäó
óñëîâèÿ 0 = 1+αβ = 1+α1β1, ïðè âñåõ íàòóðàëüíûõ n âûïîëíÿåòñÿ
ðàâåíñòâî 1 + αnβn = 0. Ïîýòîìó ÷èñëà βn = −α−1

n îòðèöàòåëüíû
ïðè âñåõ n = 1, 2, . . . . Óòâåðæäåíèå â îäíó ñòîðîíó äîêàçàíî.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî âñå ÷èñëà βn îòðèöàòåëüíû. Ïîñòðîèì
åùå äâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïî ïðàâèëàì:

x1 = 1 è xn+1 = xnαn; y1 = −β è yn+1 = −yn/βn.
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Ïðè ýòîì x2 = α è y2 = 1. Èç îïðåäåëåíèé íåìåäëåííî ñëåäóåò, ÷òî
äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n âûïîëíÿþòñÿ ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøå-
íèÿ

xn+2 = xn −
[

1

αn

]
xn+1, yn+2 = yn −

[
1

αn

]
yn+1.

Ââèäó ïîëîæèòåëüíîñòè αn è îòðèöàòåëüíîñòè βn ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè xn è yn ñîñòîÿò èç ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë è óáûâàþò. Áîëåå òîãî,

xn+2 =
1

2
(xn+2 + xn+2) 6 1

2

(
xn+2 +

[
1

αn

]
xn+1

)
=

1

2
xn.

Ïîýòîìó xn → 0 ïðè n →∞. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî

xn+1yn+2 − xn+2yn+1 =

= xn+1

(
yn −

[
1

αn

]
yn+1

)
−

(
xn −

[
1

αn

]
xn+1

)
yn+1 =

= xn+1yn − xnyn+1 = −(xnyn+1 − xn+1yn) = · · · =
= (−1)n(x1y2 − x2y1) = (−1)n(1 + αβ).

Òàê êàê 0 < yn 6 y1 = −β, òî

1 + αβ = lim
n→∞

(−1)n(xn+1yn+2 − xn+2yn+1) = 0.

À ýòî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Çàäà÷à 4. Ïóñòü a0, a1, . . . , as � óáûâàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
öåëûõ ÷èñåë ñ as = 0, êîòîðàÿ íà÷èíàåòñÿ ñ âçàèìíî ïðîñòûõ íàòó-
ðàëüíûõ a0 è a1, à äëÿ îñòàëüíûõ íîìåðîâ ai+1 åñòü îñòàòîê îò äå-
ëåíèÿ ai−1 íà ai ñ íåïîëíûìè ÷àñòíûìè ti = [ai−1/ai] (öåëàÿ ÷àñòü).
Ïîñòðîèì åùå îäíó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü b0, b1, . . . , bs ñ ïîìîùüþ ðå-
êóððåíòíîãî ñîîòíîøåíèÿ bi+1 = bi−1 + tibi, ïîëîæèâ â íà÷àëå b0 = 0
è b1 = 1. Äîêàçàòü, ÷òî bs = a0.

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî

1 = ÍÎÄ(a0, a1) = ÍÎÄ(a1, a2) = · · · = ÍÎÄ(as−1, as) = 1.

Ïîñêîëüêó as = 0, òî as−1 = ÍÎÄ(as−1, as) = 1. Èç ðåêóððåíòíûõ
ñîîòíîøåíèé

ai+1 = ai−1 − tiai è bi+1 = bi−1 + tibi
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ñëåäóåò, ÷òî

di+1 = aibi+1 + ai+1bi = ai(bi−1 + tibi) + (ai−1 − tiai)bi =

= ai−1bi + aibi−1 = di.

Ïîýòîìó

a0 = a0 · b1 + a1 · b0 = d1 = d2 = · · · = ds = as−1bs + asbs−1 = bs.

À ýòî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Çàäà÷à 5. Ïóñòü a1, a2, . . . , an, . . . � ëþáàÿ âîçðàñòàþùàÿ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Îáîçíà÷èì ÷åðåç T (N) êîëè÷å-
ñòâî âñåõ ïàð (an, am), äëÿ êîòîðûõ an + am = N . Äîêàçàòü, ÷òî ïðè
âñåõ íàòóðàëüíûõ M

∑

ak<M

(M − 3ak)T (M − ak) = 0.

Ðåøåíèå. Ïî îïðåäåëåíèþ,

T (N) =
∑

an+am=N

1.

Ïîýòîìó

S1 = 3
∑

ak<M

akT (M − ak) = 3
∑

ak<M

ak

∑

an+am=M−ak

1 =

= 3
∑

an+am+ak=M

ak = 3
∑

an+am+ak=M

am = 3
∑

an+am+ak=M

an.

Äåéñòâóÿ ïîäîáíûì îáðàçîì, íàõîäèì

S2 =
∑

ak<M

M · T (M − ak) =
∑

an+am+ak=M

M =

∑

an+am+ak=M

(an + am + ak) = 3
∑

an+am+ak=M

ak.

Ñëåäîâàòåëüíî, S1 − S2 = 0. À ýòî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Çàäà÷à 6. Ïóñòü ‖y‖ � ðàññòîÿíèå îò âåùåñòâåííîãî y äî áëè-
æàéøåãî öåëîãî. Äëÿ ôèêñèðîâàííîãî èððàöèîíàëüíîãî x ïîñòðîèì
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âîçðàñòàþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë q1, q2, . . . , qi, . . .

ïî ïðàâèëó: q1 = 1; qi+1 åñòü íàèìåíüøåå èç âñåõ íàòóðàëüíûõ q,
äëÿ êîòîðûõ ‖xq‖ < ‖xqi‖. Äîêàçàòü, ÷òî qi+2 > qi + qi+1 ïðè âñåõ
i = 1, 2, · · · .

Ðåøåíèå.Îïðåäåëèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü öåëûõ a1, a2, . . . , ai, . . .

èç óñëîâèÿ ‖xqi‖ = |ai − xqi| è ïîëîæèì xi = ai − xqi. Ïðåäïîëî-
æèì, ÷òî xixi+1 > 0 (÷èñëà xi è xi+1 îäèíàêîâîãî çíàêà). Òîãäà ïðè
q′ = qi+1 − qi < qi+1

‖xq′‖ 6 |(ai+1 − ai)− x(qi+1 − qi)| = |xi − xi+1| < |xi| = ‖xqi‖.
À ýòî ïðîòèâîðå÷èò âûáîðó qi+1. Çíà÷èò, íàøå ïðåäïîëîæåíèå íåâåð-
íî è xixi+1 < 0 ïðè âñåõ i. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî xi è xi+2 èìåþò
îäèíàêîâûé çíàê ïðè âñåõ i. Íî òîãäà

‖x(qi+2− qi)‖ 6 |(ai+2−ai)−x(qi+2− qi)| = |xi−xi+2| < |xi| = ‖xqi‖.
Ïîñêîëüêó, ïî îïðåäåëåíèþ, qi+1 åñòü íàèìåíüøåå èç âñåõ íàòóðàëü-
íûõ q ñ ‖xq‖ < ‖xqi‖, òî qi+2 − qi > qi+1. À ýòî è òðåáîâàëîñü
äîêàçàòü.

Çàäà÷à 7. Ïóñòü α è β � èððàöèîíàëüíûå äåéñòâèòåëüíûå ÷èñ-
ëà. Ïîñòðîèì äâå áåñêîíå÷íûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè αn è βn (n =
1, 2, . . . ) ïî ïðàâèëó: α1 = α è β1 = β;

αn+1 =

{
1

αn

}
è βn+1 =

([
1

αn

]
+ βn

)−1

.

Çäåñü {x} è [x] � äðîáíàÿ è öåëàÿ ÷àñòè x. Äîêàçàòü, ÷òî ÷èñëà
βn îòðèöàòåëüíû ïðè âñåõ n = 1, 2, . . . òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
α > 0 è 1 + αβ = 0.

Ðåøåíèå. Ïóñòü α > 0 è 1 + αβ = 0. Òàê êàê

1 + αn+1βn+1 = 1 +

{
α−1

n

}

βn + [α−1
n ]

=

= βn+1

(
1

αn
+ βn

)
=

βn+1

αn
(1 + αnβn) ,

òî ïî ïðè÷èíå ïîëîæèòåëüíîñòè αn (α � èððàöèîíàëüíî!) è ââèäó
óñëîâèÿ 0 = 1+αβ = 1+α1β1, ïðè âñåõ íàòóðàëüíûõ n âûïîëíÿåòñÿ
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ðàâåíñòâî 1 + αnβn = 0. Ïîýòîìó ÷èñëà βn = −α−1
n îòðèöàòåëüíû

ïðè âñåõ n = 1, 2, . . . . Óòâåðæäåíèå â îäíó ñòîðîíó äîêàçàíî.
Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî âñå ÷èñëà βn îòðèöàòåëüíû. Ïîñòðîèì

åùå äâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïî ïðàâèëàì:

x1 = 1 è xn+1 = xnαn; y1 = −β è yn+1 = −yn/βn.

Ïðè ýòîì x2 = α è y2 = 1. Èç îïðåäåëåíèé íåìåäëåííî ñëåäóåò, ÷òî
äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n âûïîëíÿþòñÿ ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøå-
íèÿ

xn+2 = xn −
[

1

αn

]
xn+1, yn+2 = yn −

[
1

αn

]
yn+1.

Ââèäó ïîëîæèòåëüíîñòè αn è îòðèöàòåëüíîñòè βn ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè xn è yn ñîñòîÿò èç ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë è óáûâàþò. Áîëåå òîãî,

xn+2 =
1

2
(xn+2 + xn+2) 6 1

2

(
xn+2 +

[
1

αn

]
xn+1

)
=

1

2
xn.

Ïîýòîìó xn → 0 ïðè n →∞. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî

xn+1yn+2 − xn+2yn+1 =

= xn+1

(
yn −

[
1

αn

]
yn+1

)
−

(
xn −

[
1

αn

]
xn+1

)
yn+1 =

= xn+1yn − xnyn+1 = −(xnyn+1 − xn+1yn) = · · · =
= (−1)n(x1y2 − x2y1) = (−1)n(1 + αβ).

Òàê êàê 0 < yn 6 y1 = −β, òî

1 + αβ = lim
n→∞

(−1)n(xn+1yn+2 − xn+2yn+1) = 0.

À ýòî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Çàäà÷à 8. Ïóñòü a0, a1, . . . , as � óáûâàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
öåëûõ ÷èñåë ñ as = 0, êîòîðàÿ íà÷èíàåòñÿ ñ âçàèìíî ïðîñòûõ íàòó-
ðàëüíûõ a0 è a1, à äëÿ îñòàëüíûõ íîìåðîâ ai+1 åñòü îñòàòîê îò äå-
ëåíèÿ ai−1 íà ai ñ íåïîëíûìè ÷àñòíûìè ti = [ai−1/ai] (öåëàÿ ÷àñòü).
Ïîñòðîèì åùå îäíó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü b0, b1, . . . , bs ñ ïîìîùüþ ðå-
êóððåíòíîãî ñîîòíîøåíèÿ bi+1 = bi−1 + tibi, ïîëîæèâ â íà÷àëå b0 = 0
è b1 = 1. Äîêàçàòü, ÷òî bs = a0.
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Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî
1 = ÍÎÄ(a0, a1) = ÍÎÄ(a1, a2) = · · · = ÍÎÄ(as−1, as) = 1.

Ïîñêîëüêó as = 0, òî as−1 = ÍÎÄ(as−1, as) = 1. Èç ðåêóððåíòíûõ
ñîîòíîøåíèé

ai+1 = ai−1 − tiai è bi+1 = bi−1 + tibi

ñëåäóåò, ÷òî
di+1 = aibi+1 + ai+1bi = ai(bi−1 + tibi) + (ai−1 − tiai)bi =

= ai−1bi + aibi−1 = di.

Ïîýòîìó
a0 = a0 · b1 + a1 · b0 = d1 = d2 = · · · = ds = as−1bs + asbs−1 = bs.

À ýòî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Çàäà÷à 9. Ïóñòü a1, a2, . . . , an, . . . � ëþáàÿ âîçðàñòàþùàÿ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Îáîçíà÷èì ÷åðåç T (N) êîëè÷å-
ñòâî âñåõ ïàð (an, am), äëÿ êîòîðûõ an + am = N . Äîêàçàòü, ÷òî ïðè
âñåõ íàòóðàëüíûõ M∑

ak<M

(M − 3ak)T (M − ak) = 0.

Ðåøåíèå. Ïî îïðåäåëåíèþ,
T (N) =

∑

an+am=N

1.

Ïîýòîìó

S1 = 3
∑

ak<M

akT (M − ak) = 3
∑

ak<M

ak

∑

an+am=M−ak

1 =

= 3
∑

an+am+ak=M

ak = 3
∑

an+am+ak=M

am = 3
∑

an+am+ak=M

an.

Äåéñòâóÿ ïîäîáíûì îáðàçîì, íàõîäèì

S2 =
∑

ak<M

M · T (M − ak) =
∑

an+am+ak=M

M =

∑

an+am+ak=M

(an + am + ak) = 3
∑

an+am+ak=M

ak.
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Ñëåäîâàòåëüíî, S1 − S2 = 0. À ýòî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Çàäà÷à 10. Ïóñòü ‖y‖ � ðàññòîÿíèå îò âåùåñòâåííîãî y äî áëè-
æàéøåãî öåëîãî. Äëÿ ôèêñèðîâàííîãî èððàöèîíàëüíîãî x ïîñòðîèì
âîçðàñòàþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë q1, q2, . . . , qi, . . .

ïî ïðàâèëó: q1 = 1; qi+1 åñòü íàèìåíüøåå èç âñåõ íàòóðàëüíûõ q,
äëÿ êîòîðûõ ‖xq‖ < ‖xqi‖. Äîêàçàòü, ÷òî qi+2 > qi + qi+1 ïðè âñåõ
i = 1, 2, · · · .

Ðåøåíèå.Îïðåäåëèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü öåëûõ a1, a2, . . . , ai, . . .

èç óñëîâèÿ ‖xqi‖ = |ai − xqi| è ïîëîæèì xi = ai − xqi. Ïðåäïîëî-
æèì, ÷òî xixi+1 > 0 (÷èñëà xi è xi+1 îäèíàêîâîãî çíàêà). Òîãäà ïðè
q′ = qi+1 − qi < qi+1

‖xq′‖ 6 |(ai+1 − ai)− x(qi+1 − qi)| = |xi − xi+1| < |xi| = ‖xqi‖.
À ýòî ïðîòèâîðå÷èò âûáîðó qi+1. Çíà÷èò, íàøå ïðåäïîëîæåíèå íåâåð-
íî è xixi+1 < 0 ïðè âñåõ i. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî xi è xi+2 èìåþò
îäèíàêîâûé çíàê ïðè âñåõ i. Íî òîãäà

‖x(qi+2− qi)‖ 6 |(ai+2−ai)−x(qi+2− qi)| = |xi−xi+2| < |xi| = ‖xqi‖.
Ïîñêîëüêó, ïî îïðåäåëåíèþ, qi+1 åñòü íàèìåíüøåå èç âñåõ íàòóðàëü-
íûõ q ñ ‖xq‖ < ‖xqi‖, òî qi+2 − qi > qi+1. À ýòî è òðåáîâàëîñü
äîêàçàòü.
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