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Õàáàðîâñê, 2007

8 êëàññ
Çàäà÷à 1. Êàêîå ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî âîñêðåñåíèé ìîæåò

áûòü:
à) â îäíîì ìåñÿöå?
á) â îäíîì ãîäó?

Ðåøåíèå. Ëþáûå ñåìü äíåé ïîäðÿä ñîäåðæàò ðîâíî îäíî âîñêðå-
ñåíüå. Ìåñÿö ñîäåðæèò ìåíüøå 35 äíåé, à, çíà÷èò, íå áîëåå 5 âîñêðå-
ñåíèé. Ãîä ñîäåðæèò ìåíüøå 371 = 7 · 53 äíåé, à, ñëåäîâàòåëüíî, íå
áîëåå 53 âîñêðåñåíèé. Îöåíêè òî÷íûå, ò. ê. ñóùåñòâóþò ìåñÿöû è
ãîäû, êîòîðûå íà÷èíàþòñÿ ñ âîñêðåñåíèé.

Çàäà÷à 2. Èìååòñÿ íåñêîëüêî êóâøèíîâ, ñðåäè êîòîðûõ åñòü äâà
êóâøèíà ðàçíîé ôîðìû, à òàêæå äâà êóâøèíà ðàçíîãî öâåòà. Äîêà-
æèòå, ÷òî ñðåäè íèõ íàéäóòñÿ äâà êóâøèíà îäíîâðåìåííî è ðàçíîé
ôîðìû è ðàçíîãî öâåòà.

Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî Φ êóâøèíîâ ñ ôîðìàìè Φ1 è
Φ2 è ìíîæåñòâî C êóâøèíîâ öâåòîâ C1 è C2. Åñëè â èõ ïåðåñå÷åíèè
ñîäåðæàòñÿ äâà êóâøèíà ðàçíîé ôîðìû è öâåòà, òî çàäà÷à ðåøå-
íà. Åñëè â ýòîì ìíîæåñòâå íåò êóâøèíà ôîðìû Φ1, íî åñòü êóâøè-
íû ôîðìû Φ2 (íàïðèìåð, öâåòà C2), òî äîñòàòî÷íî äîïîëíèòü åãî
äî ïàðû ëþáûì êóâøèíîì ôîðìû Φ1. Àíàëîãè÷íî ðàññìàòðèâàåòñÿ
ñëó÷àé, êîãäà â ìíîæåñòâå Φ ∩ C íåò êóâøèíà îäíîãî öâåòà. Åñëè
æå ìíîæåñòâî Φ ∩ C ïóñòîå, òî ëþáîé êóâøèí ôîðìû Φ1 è ëþáîé
êóâøèí öâåòà C1 îáðàçóþò èñêîìóþ ïàðó.
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Çàäà÷à 3. Íà äèñêîòåêå âûÿñíèëîñü, ÷òî êàæäûé þíîøà çíàêîì
ñ 3 äåâóøêàìè, à êàæäàÿ äåâóøêà ñ òðåìÿ þíîøàìè. Äîêàæèòå, ÷òî
íà äèñêîòåêå îäèíàêîâîå êîëè÷åñòâî þíîøåé è äåâóøåê.

Ðåøåíèå. Ïóñòü íà äèñêîòåêå x þíîøåé è y äåâóøåê. Íàéäåì
÷èñëî n çíàêîìûõ ïàð þíîøà�äåâóøêà. Êàæäûé þíîøà ïðèñóò-
ñòâóåò â 3 òàêèõ ïàðàõ, ïîýòîìó n = 3x. Àíàëîãè÷íî n = 3y. Çíà÷èò,
x = y.

Çàäà÷à 4. Äåâÿòü ÷èñåë a, b, c, d, e, f, g, h, k îòëè÷íû îò
íóëÿ. Äîêàæèòå, ÷òî ñðåäè ÷èñåë

aek, dhc, bfg, −gec, −ahf, −bdk

åñòü õîòÿ áû îäíî ïîëîæèòåëüíîå è õîòÿ áû îäíî îòðèöàòåëüíîå.
Ðåøåíèå. Ïðîèçâåäåíèå âñåõ 6 ÷èñåë ðàâíî

−(abcdefghk)2 < 0.

Ïîýòîìó â ïðîèçâåäåíèè äîëæíû áûòü è ïîëîæèòåëüíûé, è îòðèöà-
òåëüíûé ñîìíîæèòåëè.

Çàäà÷à 5. Ìîãóò ëè òðè ÷åëîâåêà, èìåÿ îäèí äâóõìåñòíûé ìîòî-
öèêë, ïðåîäîëåòü ðàññòîÿíèå 60 êì çà òðè ÷àñà? Ñêîðîñòü ïåøåõîäà
ðàâíà 5 êì/÷àñ, ñêîðîñòü ìîòîöèêëà (ñ ãðóçîì èëè áåç ãðóçà) � 50
êì/÷àñ.

Ðåøåíèå. Îòâåò ¿äàÀ. Ïåðâûé ÷àñ äâîå íà ìîòîöèêëå ïðîåçæà-
þò 50 êì. Îäèí èç íèõ çà îñòàâøèåñÿ 2 ÷àñà ïðîõîäèò 10 êì ïåøêîì,
äðóãîé íà ìîòîöèêëå âîçâðàùàåòñÿ íà 10-é êì ïóòè, äîæèäàåòñÿ òàì
òðåòüåãî ÷åëîâåêà. Çà îñòàâøèéñÿ ÷àñ îíè âìåñòå äîåçæàþò äî 60-ãî
êì ïóòè.

9 êëàññ
Çàäà÷à 1. Ñòîðîíà êâàäðàòà ABCD ðàâíà a. Íà äèàãîíàëè AC

âçÿòà òî÷êà P òàê, ÷òî |PC| = |AC|/4. Ïóñòü E � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ
BP è CD. Íàéòè |CE|.

Ðåøåíèå. Ïðîâåäåì ÷åðåç òî÷êó P ïðÿìóþ, ïàðàëëåëüíóþ DC,
êîòîðàÿ ïåðåñåêàåò BC â òî÷êå K. Ëåãêî íàõîäèì, ÷òî

|PK| = 1

4
a è |BK| = 3

4
a.
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Èç ïîäîáèÿ òðåóãîëüíèêîâ BKP è BCE íàõîäèì, ÷òî |EC| = a/3.

Çàäà÷à 2. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n ÷èñëî n5−n

äåëèòñÿ íà 5.
Ðåøåíèå.Äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü óòâåðæäåíèå äëÿ n = 0, 1, 2, 3, 4

(îñòàòêîâ îò äåëåíèÿ íà 5).

Çàäà÷à 3. Åñëè â äâóõçíà÷íîì ÷èñëå ñëîæèòü åãî öèôðû, òî
ïîëó÷èòñÿ ÷èñëî, êîòîðîå â 5 ðàç ìåíüøå èñêîìîãî. Íàéòè ýòî äâóõ-
çíà÷íîå ÷èñëî.

Ðåøåíèå. Ïî óñëîâèþ
ab = 10a + b = 5(a + b).

Òî åñòü, 5a− 4b = 0. Çíà÷èò, a = 4 è b = 5.

Çàäà÷à 4. Äîêàçàòü, ÷òî â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå ñóììà
äëèí êàòåòîâ ðàâíà ñóììå äèàìåòðîâ âïèñàííîé è îïèñàííîé îêðóæ-
íîñòåé.

Ðåøåíèå. Óòâåðæäåíèå íåìåäëåííî ñëåäóåò èç ðàâåíñòâà êàñà-
òåëüíûõ ê âïèñàííîé îêðóæíîñòè, ïðîâåäåííûõ èç âåðøèí ê òî÷êàì
êàñàíèÿ ñòîðîí. Ïðè ýòîì ñëåäóåò ó÷åñòü, ÷òî ãèïîòåíóçà � äèàìåòð.

Çàäà÷à 5. Ïóñòü x, y, z � âåùåñòâåííûå ÷èñëà, äëÿ êîòîðûõ
x2008 + y2008 + z2008 < 1.

Äîêàçàòü, ÷òî
x4000 + y4000 + z4000 < 1.

Ðåøåíèå.Êàæäîå èç ÷èñåë ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå ìåíüøå, ÷åì
1. Ïîýòîìó

x4000 + y4000 + z4000 6 x2008 + y2008 + z2008 < 1.

10 êëàññ
Çàäà÷à 1. Àëåøà è Áîðÿ âûêàïûâàþò ÿìó çà äâà äíÿ, Àëåøà è

Âîâà çà òðè äíÿ, à Áîðÿ è Âîâà � çà 6. Çà ñêîëüêî äíåé îíè âûêîïàþò
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ÿìó, åñëè ñòàíóò êîïàòü âòðîåì.
Ðåøåíèå. Àëåøà è Âîâà çà äåíü âûðîþò 1/3 ÿìû, à Áîðÿ è Âîâà

çà äåíü âûðîþò 1/6 ÿìû. Ïîýòîìó Àëåøà, Áîðÿ è 2 Âîâû çà äåíü
âûðîþò 1/2 ÿìû. Íî, ïî óñëîâèþ, Àëåøà è Áîðÿ òîæå çà äåíü âû-
ðîþò ïîëîâèíó ÿìû. Çíà÷èò, Âîâà âîîáùå íå êîïàåò è îíè âìåñòå
çàêîí÷àò ðàáîòó îïÿòü çà 2 äíÿ.

Çàäà÷à 2.Íàéòè âñå ïàðû íàòóðàëüíûõ ÷èñåë (a, b), äëÿ êîòîðûõ
ab− 1

(a− 1)(b− 1)
� öåëîå ÷èñëî.

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî
ab− 1

(a− 1)(b− 1)
=

(a− 1)(b− 1) + a− 1 + b− 1

(a− 1)(b− 1)
= 1 +

1

b− 1
+

1

a− 1
.

Ïîýòîìó ÷èñëî öåëîå òîëüêî äëÿ ïàð (2, 2) è (3, 3).

Çàäà÷à 3. Äîêàçàòü, ÷òî
1

1 · 2 +
1

2 · 3 + · · ·+ 1

k · (k + 1)
< 1.

Ðåøåíèå. Òàê êàê
1

k(k + 1)
=

1

k
− 1

k + 1
,

òî
k∑

n=1

1

n(n + 1)
= 1− 1

2
+

1

2
− 1

3
+ · · ·+ 1

k
− 1

k + 1
= 1− 1

k + 1
< 1.

Çàäà÷à 4. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáûõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë a1,
a2, b1, b2, √

(a1 + b1)(a2 + b2) > √
a1a2 +

√
b1b2.

Ðåøåíèå. Âîçâåäåì îáå ÷àñòè â êâàäðàò è âîñïîëüçóåìñÿ íåðà-
âåíñòâîì (ñðåäíåå àðèôìåòè÷åñêîå è ñðåäíåå ãåîìåòðè÷åñêîå!)

a1b2 + a2b1 > 2
√

a1a2b1b2.
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Çàäà÷à 5. Â òðåóãîëüíèêå ABC óãîë B ðàâåí 60◦, áèññåêòðèñû
AD è CE ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå O. Äîêàæèòå, ÷òî OD = OE.

Ðåøåíèå. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî

∠EBD + ∠EOD = 180◦.

Ïîýòîìó ÷åòûðåõóãîëüíèê BEOD âïèñàííûé. Íà õîðäû EO è OD

îïèðàþòñÿ ðàâíûå óãëû EBO è OBD. Çíà÷èò EO = OD.

11 êëàññ
Çàäà÷à 1. Íàéòè êîýôôèöèåíòû a è b òàê, ÷òîáû ìíîãî÷ëåí

ax4 + bx3 + 1 äåëèëñÿ íà (x− 1)2.
Ðåøåíèe. Ïðè x = 1 ìíîãî÷ëåí äîëæåí ïðèíèìàòü çíà÷åíèå 0.

Ïîýòîìó a + b + 1 = 0 è ax4 − (a + 1)x3 + 1 = ax3(x− 1)− x3 + 1 =
(x − 1)(ax3 − x2 − x − 1). Âòîðîé ñîìíîæèòåëü ïðè x = 1 òàêæå
äîëæåí áûòü ðàâåí íóëþ. Òî åñòü, a = 3 è b = −4.

Çàäà÷à 2. Äîêàçàòü, ÷òî ñðåäè n + 1 ðàçëè÷íûõ íàòóðàëüíûõ
÷èñåë, ìåíüøèõ 2n, åñòü òðè ÷èñëà, îäíî èç êîòîðûõ ðàâíî ñóììå
äâóõ äðóãèõ.

Ðåøåíèe. Ïóñòü

a1 < a2 < · · · < an+1

� èíòåðåñóþùèå íàñ íàòóðàëüíûå ÷èñëà. Åñëè óòâåðæäåíèå íåâåð-
íî, òî ìû ïîëó÷èì åùå n äðóãèõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë

an+1 − an < an+1 − an−1 < · · · < an+1 − a2 < an+1 − a1

îò 1 äî 2n. Ïîñêîëüêó

(n + 1) + n = 2n + 1 > 2n,

òî ìû ïðèøëè ê ïðîòèâîðå÷èþ.

Çàäà÷à 3. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n ôóíêöèÿ
fn(x) = cos(n arccos x) íà îòðåçêå [−1, 1] � ìíîãî÷ëåí.

5



Ðåøåíèe. Ïðîâîäèì èíäóêöèþ ïî n ñ ïîìîùüþ òîæäåñòâà

cos nα + cos(n− 2)α = 2 cos(n− 1)α · cos α.

Çàäà÷à 4. Îêðóæíîñòü äåëèò êàæäóþ èç ñòîðîí òðåóãîëüíèêà
íà òðè ðàâíûå ÷àñòè. Äîêàçàòü, ÷òî ýòîò òðåóãîëüíèê ïðàâèëüíûé.

Ðåøåíèe. Ïóñòü A è B, C è D, E è F � òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ
îêðóæíîñòè ñî ñòîðîíàìè PQ, QR, RP òðåóãîëüíèêà PQR. Ðàñ-
ñìîòðèì ìåäèàíó PS. Îíà ñîåäèíÿåò ñåðåäèíû ïàðàëëåëüíûõ õîðä
FA è DC è ïîýòîìó ïåðïåíäèêóëÿðíà èì. Ñëåäîâàòåëüíî, PS ÿâëÿ-
åòñÿ âûñîòîé òðåóãîëüíèêà PQR, à çíà÷èò PQ = PR. Àíàëîãè÷íî
PQ = QR.

Çàäà÷à 5. Ïåðèìåòð êâàäðàòà óâåëè÷èëè íà 60%, à çàòåì óìåíü-
øèëè íà 60%. Êàê è âî ñêîëüêî ðàç èçìåíèëàñü ïëîùàäü êâàäðàòà?

Ðåøåíèe. Ïîñëå óâåëè÷åíèÿ ñòîðîíà a êâàäðàòà ñòàëà a + 0, 6 ·
a = 1, 6a. Ïîñëå óìåíüøåíèÿ îíà ñòàëà ðàâíà

1, 6a− 0, 6 · 1, 6a =
16

10
· 4

10
a =

16

25
a.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïëîùàäü êâàäðàòà óìåíüøèëàñü ñ êîýôôèöèåíòîì(
16

25

)2

.

6


