
Çàäà÷è è ðåøåíèÿ êðàåâîé ìàòåìàòè÷åñêîé
îëèìïèàäû øêîëüíèêîâ

Õàáàðîâñê, 2007

8 êëàññ
Çàäà÷à 1. Äîêàçàòü, ÷òî ñóììà ëþáûõ äâåíàäöàòè ïîñëåäîâà-

òåëüíûõ ÷èñåë íàòóðàëüíîãî ðÿäà íå äåëèòñÿ íà 4.
Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî

(k + 1) + (k + 2) + · · ·+ (k + 12) = 12k + 2 · 39.

Âòîðîå ñëàãàåìîå íå äåëèòñÿ íà 4, à ïîýòîìó è âñå ÷èñëî íå äåëèòñÿ
íà 4.

Çàäà÷à 2. Ðåøèòü óðàâíåíèå
√

x−√x + 1 = 1.

Ðåøåíèå. Òàê êàê x > 0 è √x <
√

x + 1, òî ðåøåíèé íåò.

Çàäà÷à 3. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ x > 0 âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

2x +
1

2
> 2

√
x.

Ðåøåíèå. Óòâåðæäåíèå íåìåäëåííî ñëåäóåò èç ðàâåíñòâà

2x +
1

2
− 2

√
x = 2

(√
x− 1

2

)2

.

Çàäà÷à 4. Ïóñòü â âûïóêëîì øåñòèóãîëüíèêå ABCDEF ñòîðî-
íû AB è BC ïàðàëëåëüíû è ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî ñòîðîíàì DE è
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EF . Äîêàçàòü, ÷òî äèàãîíàëè AD, BE, CF ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé
òî÷êå.

Ðåøåíèå. Òàê êàê ABDE � ïàðàëëåëîãðàìì, òî O � òî÷êà ïå-
ðåñå÷åíèÿ AD è BE, äåëèò èõ ïîïîëàì. Ïî òîé æå ïðè÷èíå O �
òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ BE è CF .

Çàäà÷à 5. Ìîæíî ëè ðàçðåçàòü ïðàâèëüíûé òðåóãîëüíèê íà âû-
ïóêëûå ïÿòèóãîëüíèêè?

Ðåøåíèå. Äà (ñìîòðè ðèñóíîê).

9 êëàññ
Çàäà÷à 1. Íàéòè êîðíè êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ

x2 − (22007 + 1)x + 22007 = 0.

Ðåøåíèå. Î÷åâèäíî, ÷òî x1 = 1 � êîðåíü óðàâíåíèÿ. Ïî òåîðåìå
Âèåòà x2 = 22007 � âòîðîé êîðåíü óðàâíåíèÿ.

Çàäà÷à 2. Íà êàêóþ öèôðó îêàí÷èâàåòñÿ ÷èñëî 92007?
Ðåøåíèå. Òàê êàê

92007 = 9 · 92006 = 9 · 811003,

è 81 â ëþáîé ñòåïåíè îêàí÷èâàåòñÿ íà 1, òî èíòåðåñóþùåå íàñ ÷èñëî
îêàí÷èâàåòñÿ íà 9.

Çàäà÷à 3. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ x > 1 âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

x2 + x 6 x4 + 1.

Ðåøåíèå. Ñîãëàñíî íåðàâåíñòâó î ñðåäíåì àðèôìåòè÷åñêîì è
ñðåäíåì ãåîìåòðè÷åñêîì

x2 +
1

x2 > 2

√
x2 · 1

x2 = 2.

Ïîýòîìó
1 +

1

x
6 2 6 x2 +

1

x2 ⇒ x2 + x 6 x4 + 1.

2



Çàäà÷à 4. Óãîë B âûïóêëîãî ÷åòûðåõóãîëüíèêà ABCD ðàâåí
óãëó D, à äèàãîíàëü AC äåëèòñÿ äðóãîé äèàãîíàëüþ BD ïîïîëàì.
Äîêàçàòü, ÷òî ABCD � ïàðàëëåëîãðàìì.

Ðåøåíèå. Ïóñòü O � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ AC è BD. Îòëîæèì íà
ïðîäîëæåíèè BO â ñòîðîíó òî÷êè D îòðåçîê OD′, ðàâíûé BO. Ïî
óãëó è äâóì ïðèëåæàùèì ñòîðîíàì òðåóãîëüíèê BOC ðàâåí òðå-
óãîëüíèêó AOD′. Ïîýòîìó ABCD′ � ïàðàëëåëîãðàìì. Íî â òàêîì
ñëó÷àå óãîë AD′C ðàâåí óãëó ADC. À ýòî ìîæåò áûòü òîëüêî â
ñëó÷àå ñîâïàäåíèÿ òî÷åê D′ è D.

Çàäà÷à 5. Ïðè êàêèõ öåëûõ a > 0 ÷èñëî
√

a +
√

a � öåëîå?
Ðåøåíèå. Ïóñòü m =

√
a +

√
a � öåëîå. Òîãäà

a +
√

a = m2 ⇒ a = (m2 − a)2 ⇒

⇒ a2 − (2m2 + 1)a + m4 = 0 ⇒ a =
2m2 + 1±√4m2 + 1

2
.

Òàê êàê ïðè öåëûõ k > 1 âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî (k+1)2−k2 =
2k+1 > 1, òî 4m2+1 ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòîì òîëüêî äëÿ m = 0 ⇔ a = 0.

10 êëàññ
Çàäà÷à 1. Íàéòè îñòàòîê îò äåëåíèÿ 72007 íà 3.
Ðåøåíèå. Òàê êàê

72007 − 1 = (7− 1)(72006 + 72005 + · · ·+ 7 + 1),

òî äëÿ íåêîòîðîãî öåëîãî k, 72007 = 3k+1. Ñëåäîâàòåëüíî, îñòàòîê
ðàâåí 1.

Çàäà÷à 2. Ïóñòü äëÿ âåùåñòâåííûõ x è y âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåí-
ñòâî (x− 1)2 + y2 6 1. Äîêàçàòü, ÷òî

x2 + y2 6 4.

Ðåøåíèå. Èç èñõîäíîãî íåðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî |x−1| 6 1 ⇒
0 6 x 6 2. Ïîýòîìó

x2+y2 = x2−2x+1+y2+2x−1 = (x−1)2+y2+2x−1 6 1+2·2−1 = 4.
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Çàäà÷à 3. Ïóñòü êâàäðàòíûå óðàâíåíèÿ

a1x
2 + 2b1x + c1 = 0 è a2x

2 + 2b2x + c2 = 0

íå èìåþò ðåøåíèé. Äîêàçàòü, ÷òî óðàâíåíèå

a1a2x
2 + 2b1b2x + c1c2 = 0

òàêæå íå èìååò ðåøåíèé.
Ðåøåíèå. Èç óñëîâèÿ ñëåäóåò, ÷òî

b2
1 < a1c1 è b2

2 < a2c2.

Ïåðåìíîæèâ ýòè íåðàâåíñòâà, ïîëó÷èì, ÷òî (b1b2)
2 < (a1a2)(c1c2).

Ïîýòîìó è òðåòüå óðàâíåíèå íå èìååò ðåøåíèé.

Çàäà÷à 4. Íà îêðóæíîñòè ðàñïîëîæåíî 6 ðàçëè÷íûõ òî÷åê. Îä-
íó èç íèõ ïîêðàñèëè â êðàñíûé öâåò, à îñòàëüíûå â áåëûé. Êàêèõ
âûïóêëûõ ìíîãîóãîëüíèêîâ ñ âåðøèíàìè â ýòèõ òî÷êàõ áîëüøå: òåõ,
êîòîðûå ñîäåðæàò êðàñíóþ òî÷êó èëè òåõ, êîòîðûå íå ñîäåðæàò åå?

Ðåøåíèå. Ëþáîìó ìíîãîóãîëüíèêó ñ n áåëûìè âåðøèíàìè ñî-
îòâåòñòâóåò n + 1-óãîëüíèê ñ äîáàâëåííîé êðàñíîé âåðøèíîé. Ïðè
ýòîì åùå îñòàþòñÿ òðåóãîëüíèêè ñ êðàñíîé âåðøèíîé. Òàêèì îáðà-
çîì, ìíîãîóãîëüíèêîâ ñ êðàñíîé âåðøèíîé áîëüøå.

Çàäà÷à 5. Ïóñòü äâå ñòîðîíû è ìåäèàíà, èñõîäÿùèå èç êàêîé-
íèáóäü âåðøèíû îäíîãî òðåóãîëüíèêà, ñîâïàäàþò ñ ñîîòâåòñòâóþ-
ùèìè ýëåìåíòàìè äðóãîãî òðåóãîëüíèêà. Äîêàçàòü, ÷òî îíè ðàâíû.

Ðåøåíèå. Òðåóãîëüíèê îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ïàðàëëåëîãðàì-
ìîì ïî åãî ñòîðîíàì è äèàãîíàëè (óäâîåííàÿ ìåäèàíà).

11 êëàññ
Çàäà÷à 1. Íàéòè âñå íàòóðàëüíûå m è n, äëÿ êîòîðûõ m2−mn−

2n2 = 13.
Ðåøåíèe. Òàê êàê 4 ·13 = 4m2−4mn−8n2 = (2m−n)2−(3n)2 =

(2m− 4n)(2m + 2n), òî (m− 2n)(m + n) = 13. Ïîýòîìó

m− 2n = 1 è m + n = 13 =⇒ m = 9 è n = 4.
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Çàäà÷à 2. Äîêàçàòü, ÷òî 9
√

9 < 8
√

8.
Ðåøåíèe. Çàìåòèì, ÷òî

9
√

9 <
8
√

8 ⇐⇒ 98 < 89 ⇐⇒
(

9

8

)8

< 8.

Îêîí÷àòåëüíî íàõîäèì
(

9

8

)8

=

(
81

64

)4

<

(
88

64

)4

=

(
11

8

)4

=

(
121

64

)2

<

(
128

64

)2

= 4 < 8.

Çàäà÷à 3. Äîêàçàòü, ÷òî â ëþáîì òðåóãîëüíèêå íàéäóòñÿ äâå
ñòîðîíû a è b, äëÿ êîòîðûõ

1 6 b

a
<

√
5 + 1

2
.

Ðåøåíèe. Ïóñòü a, b, c � äëèíû ñòîðîí òðåóãîëüíèêà, ðàñïî-
ëîæåííûå â ïîðÿäêå íåóáûâàíèÿ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óòâåðæäåíèå
íåâåðíî. Òî åñòü,

b

a
> α è c

b
> α ñ α =

√
5 + 1

2
.

Òàê êàê 1

α
+

1

α2 = 1, òî

a + b 6 1

α
b +

1

α
c 6

(
1

α2 +
1

α

)
c = c.

Òî åñòü, ñóììà äâóõ ñòîðîí òðåóãîëüíèêà íå ïðåâîñõîäèò òðåòüþ, ÷å-
ãî íå ìîæåò áûòü. Çíà÷èò, âûïîëíÿåòñÿ õîòÿ áû îäíî èç íåðàâåíñòâ:

1 6 b

a
< α, 1 6 c

b
< α.

Çàäà÷à 4. Ïóñòü 0 6 x 6 1. Äîêàçàòü, ÷òî
√

1− x2 + x 6
√

2.
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Ðåøåíèe. Çàìåòèì, ÷òî x = cos α ïðè íåêîòîðîì α ∈ [0,
π

2
].

Òîãäà
√

1− x2 + x = sin α + cos α =
√

2
(
sin α · cos

π

4
+ cos α · sin π

4

)
=

=
√

2 sin
(
α +

π

4

)
6
√

2.

Çàäà÷à 5. Äàíû äâå êîíöåíòðè÷åñêèå îêðóæíîñòè. Â êàæäîé
èç íèõ ïðîâåäåíî ïî õîðäå, ïðè÷åì õîðäû ïàðàëëåëüíû è ðàâíû.
Äîêàçàòü, ÷òî êîíöû õîðä ÿâëÿþòñÿ âåðøèíàìè ïðÿìîóãîëüíèêà.

Ðåøåíèe.Ïåðïåíäèêóëÿð, îïóùåííûé èç åäèíîãî öåíòðà îêðóæ-
íîñòåé íà õîðäû, äåëèò èõ ïîïîëàì. Îòñþäà íåìåäëåííî ñëåäóåò
íóæíîå óòâåðæäåíèå.
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